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Resumo

Em nosso trabalho, queremos mostrar algumas curvas que descrevem ou melhor aproxi-
mam o nimero de contagiados pelo corona virus na cidade de Rio Grande, estado do Rio
Grande do Sul. Na atividade proposta, utilizaremos duas equagoes de diferencas aplica-
das a dinamica populacional do corona virus. Vamos mostrar que aproximar pela curva
exponencial o nimero de contagiados é realistico até um determinado tempo, devido as
caracteristicas da funcao exponencial. Depois deste determinado tempo, é melhor aproxi-
marmos o numero de contagiados pela curva logistica discreta, uma vez que a populacao
¢ finita. O crescimento exponencial ocorre em curtos periodos e o crescimento logistico

leva a uma estabilizacao.

Palavras-chaves: Pandemia, crescimento exponencial, curva logistica.
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INTRODUCAO

No ano de 2020 o mundo comegou a enfrentar uma pandemia disseminada por
um virus da familia SARS, sigla inglesa de "sindrome respiratéria aguda grave', o SARS-
CoV-2 que foi chamado de Coronavirus. Este virus é causador da doenca conhecida como
Covid-19, a qual se propagou pelo planeta com alta velocidade de contagio, afetando
drasticamente a vida das pessoas. Foi primeiramente identificado na provincia de Wuhan
na China em dezembro de 2019. Transmitido de pessoa a pessoa, se espalhou pelo mundo
rapidamente. No Brasil, o primeiro caso registrado foi em 26 de fevereiro de 2020 na
cidade de Sao Paulo, confirmado pelo Ministério da Saude, (BRASIL, 2020). J4 no Rio
Grande do Sul, o primeiro caso confirmado pela Secretaria de Satide do Estado, por meio
do Centro de Vigilancia em Satde, foi datado em 10 de margo de 2020, (RS, 2020). Na
cidade de Rio Grande, estado do Rio Grande do Sul, segundo o site da prefeitura, o
primeiro caso de contaminacao ocorreu em 23 de margo de 2020, (GRANDE, 2020D).

Desde o inicio da pandemia, em varias midias ouvimos uma enxurrada de expli-
cagoes e informacgoes sobre o rapido espalhamento deste virus. Muitas destas explicacoes
foram associadas a alguns conceitos matematicos para responder perguntas sobre o as-

pecto geral da pandemia. Por exemplo, se conseguimos encontrar padroes segundo os
quais o contagio acontecera. No Blog do IMPA, o autor R. Takahashi diz que

Entender os padroes segundo os quais os acontecimentos se organizam,
recorrer a esse entendimento para imaginar o futuro e para planejar
acoes que permitam escolher futuros melhores, sdo parte daquilo que
caracteriza a espécie humana, (TAKAHASHI, 2020)).

Nesta identificacao de padroes, a expressao "crescimento exponencial'ganhou forca
e foi associada ao contagio ter acontecido de forma muito rapida no mundo, pelo menos
no inicio. Isto se deu porque o nimero de novos contagiados, aproximadamente, foi pro-
porcional ao nimero de contagiados do dia anterior com a constante de proporcionalidade

maior que um.

Em termos matematicos, para o crescimento exponencial temos uma sequéncia de
nimeros em que cada nimero é igual ao anterior multiplicado por uma constante maior
que um, mas muitas pessoas tem dificuldades de entender estas implica¢des na propagacao
de muitas doencas. Neste trabalho, estamos focados em comparar algumas curvas que
melhor descrevem, ou aproximam, o nimero de contagiados pelo coronavirus na cidade de
Rio Grande. Escolhemos para tal curvas de estrutura e caracteristicas simples, conhecidas
pelos estudantes de Ensino Bésico. Pretendemos mostrar que a curva de uma funcao afim
nao é uma boa aproximacao para o numero de contagiados pelo coronavirus. Também,

observar que nem todo crescimento rapido é exponencial e que pode existir outra curva
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que melhor descreve o niimero de contagiados pelo coronavirus, a curva logistica, visto

que a populacao ¢ finita.

Em nossa atividade mostramos os dados coletados do niimero de contagiados pelo
coronavirus na cidade de Rio Grande até 15 novembro de 2020. A aplicacao da atividade
foi realizada, no formato online, no dia 19 de novembro de 2020, podendo fazer a compa-
racao dos dados reais obtidos até esta data com os dados calculados por duas equacoes

de diferencas aplicadas a dindmica populacional do corona virus.

Além disso, considerando a aplicabilidade dessa dissertacdo no cotidiano e a con-
tribuicao que ele poderd ter, vale ressaltar que esse trabalho podera ajudar os professores
a complementar o ensino de func¢oes, mais especificamente, as fung¢oes afins, exponenciais
e logaritimas, as quais costumam fazer parte do plano de ensino do primeiro ano do en-
sino médio. A analise das curvas do nimero de contagiados por Covid-19 é um dos temas

possiveis nesse caso. Também, o professor podera optar por outros temas de sua escolha.

O trabalho estéd dividido em:

e No Capitulo 1 descrevemos nossos objetivos gerais e especificos.

e No Capitulo 2 apresentamos um breve histérico de algumas pandemias que asso-
laram a historia da humanidade na Secao 2.1 e matematica e pandemias na Secao
2.2.

e Capitulo 3 revisamos alguns conceitos de matematica basica. Na Secao 3.1 traba-
lhamos com algumas funcoes elementares: afim, exponenciais e logaritimas e suas
caracterizagoes principais. Na Secao 3.2 introduzimos as equagoes de diferengas e
alguns exemplos. Na Secao 3.3 apresentamos dois modelos matemaéticos discretos

que descrevem a dinamica de populagoes. Na Secao 3.4 introduzimos o modelo SIR.
e Capitulo 4 apresentamos a atividade proposta.

e Capitulo 5 apresentamos o relato da aplicagdao da atividade.
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1 Objetivos

1.1 Objetivos Gerais

O homem, através da necessidade para resolucao de problemas praticos, busca na

matematica modelos para auxilia-lo.

De acordo com a BNCC, (BNCC| 2018), a competéncia geral do Ensino Béasico

que melhor expressa a nossa proposta é:

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem proépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexao, a andlise critica, a imagi-
nacao e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdte-
ses, formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgi-
cas) com base nos conhecimentos das diferentes dreas, na pagina 09 de
(BNCC] 2018)).

Com base nesta competéncia geral, este trabalho tem como objetivos gerais levar

o estudante a:

e utilizar estratégias e conceitos matematicos para resolver e interpretar situacoes do

cotidiano;

e articular e compreender os conceitos matematicos divulgados no mundo contempo-

raneo;

e verificar qual é a melhor curva que representa a solugao de uma situacao real repre-

sentada por um modelo matematico;
e analisar a plausibilidade dos resultados e a adequacgao das solugoes propostas;
e observar padroes e propriedades matematicas;

e fazer experimentagoes e conjecturas para obter padrdes em situagoes apresentadas

no cotidiano.

1.2 Objetivos Especificos

Ainda, de acordo com a BNCC, (BNCC| [2018), algumas habilidades especificas,

as quais nos interessam, sao elas:

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica, tais como
indice de desenvolvimento humano, taxas de inflacao, entre outros, investigando os pro-

cessos de cdlculo desses niimeros, pagina 533.
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(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungoes exponenciais nos quais
¢é necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos
como o da Matematica Financeira e o do crescimento de seres vivos microscopicos, entre

outros, pagina 536.

(EM13MAT403) Comparar e analisar as representagdes, em plano cartesiano, das
fungdes exponencial e logaritmica para identificar as caracteristicas fundamentais (do-
minio, imagem, crescimento) de cada uma, com ou sem apoio de tecnologias digitais,

estabelecendo relagoes entre elas, pagina 539.

(EM13MAT508) Identificar e associar sequéncias numéricas (PG) a fungoes expo-
nenciais de dominios discretos para analise de propriedades, incluindo deducao de algumas

formulas e resolucao de problemas, pagina 541.

Com base nestas habilidades, elaboramos os objetivos especificos deste trabalho:

Verificar qual curva entre afim, exponencial e logistica, fornece a melhor aproximacgao

do niimero de contagiados pelo corona virus na cidade de Rio Grande;

Interpretar as caracteristicas dos gréaficos das funcoes afim, exponencial e logistica;

Discutir qual delas fornece uma melhor aproximacgao para o nimero de contagiados

pelo corona virus na cidade de Rio Grande num determinado tempo;

Estudar taxas de crescimento e descrescimento.
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2 Pandemias e Matematica

2.1 Algumas pandemias

A pandemia gerada pelo corona virus causou panico no mundo. Com taxas de
contagio altas, se espalhou por todos os paises rapidamente. Cendrios semelhantes ja
aconteceram em outros momentos da historia. A Peste de Atenas, que se alastrou no
norte da Africa chegando a Grécia, entre 436 ¢ 426 a.C, e a Peste Antonina, em Roma
166 a. C., sao exemplos de pandemias desde os primérdios da humanidade,
ROCHA; MONTEIRO, [2020). Ainda, a variola, doenca causada pelo virus Orthopozvirus
variolae, era transmitida de pessoa para pessoa por meio das vias respiratorias, assolou a
humanidade por mais de 3.000 anos, (GALILEU, [2020). No século 14, a Peste Bubénica,

também conhecida como Peste Negra, gerada pela bactéria Yersinia Pestis e que podia

ser disseminada de animais (como roedores e pulgas) para humanos, assolou a Europa
dizimando milhoes de pessoas, é estimado que matou um terco dos europeus entre 1334
e 1372. Os médicos que cuidavam dos doentes da peste usavam uma méascara perfumada,
veja a Figura [T} com bico semelhante ao de um bico passaro. Enchiam estas méascaras

com composto de ervas e acreditavam que era suficiente uma pessoa respirar um ar com

estes aromas e ervas para se proteger da peste, (NATGEO) 2021)).

Figura 1 — Méscara usada por médicos durante a Peste Negra, (GALILEU| 2020))

Em 1817, a Colera, dissiminada pela bactéria Vibrio cholerae, sendo transmitada
através do consumo de agua e alimentos contaminados, matou centenas de milhares de
pessoas e continua até hoje, principalmente em paises subdesenvolvidos, através de mu-
tagoes da bactéria. Em 1918, mais de um quarto da populacao da época foi infectada
por um virus do tipo influenza e é estimada que tenha morrido entre 40 e 50 milhdes de

pessoas na pandemia conhecida por Gripe Espanhola. A doenga chegou ao Brasil através
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do navio Demerara, Figura 2] que fez desembarques no Recife, Salvador e Rio de Janeiro.
Os sintomas eram muito parecidos com os do Sars-CoV-2 e, na época, nao tinha cura,

(GALILEU] [2020).

CIA DAS L ETRAS

Figura 2 — Navio Demerara, aportou no porto de Recife em 09 de setembro de 1918,
(BBC\ [2020)

No século 21, a primeira pandemia foi gerada pelo virus HIN1 que se da pelo
contagio através das vias respiratérias. Este virus é um tipo de influenza e matou 16
mil pessoas ao redor do mundo, sendo que o primeiro caso de contagiado no Brasil foi
registrado em maio de 2009, (GALILEU| |2020). A HINT1 foi, inicialmente, mais intensa
nos Estados do Sul e Sudeste, mas se espalhou por todo o Brasil. Em 2009, o Brasil
teve, aproximadamente, 60.000 casos da doenca com 2.146 6bitos. Apds a vacinacao, as
mortes cairam para 100 em 2010 e a vacinagao continua sendo realizada até os dias de
hoje, (FIOCRUZ, 2021).

Em 11 de margo de 2020, a Organizacao Mundial da Saide, OMS, representada
pelo seu diretor geral Tedros Adhanom Ghebreyesus, declarou que a dissiminacao do
SARS-CoV-2, um tipo de corona virus, Figura [3| alcan¢ou o nivel de pandemia, que é
quando uma doenga se espalha pelo mundo e impacta a sociedade, (OMS| 2020)). Neste

anuncio, o diretor disse:

A OMS tem avaliado este surto vinte e quatro horas por dia e estamos
preocupados, tanto com os niveis alarmantes de propagacao e gravidade,
quanto com os niveis alarmantes de ina¢do. Traduzido de (OMS] 2020).

Também, disse que de duas semanas atras até o dia deste discurso, o nimero de
casos de covid-19 fora da China tinha aumentado em 13 vezes e triplicado o ntimero de
paises que registraram a doenca, chegando, naquele momento, a 114 paises. Ainda, que

a OMS esperava o crescimento no nimero de casos, mortes e paise atingidos e que isso
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carcteriza a avaliagao de ser pandemia, a primeira provocada por um corona virus. Pediu

a todos os paises que tomassem medidas urgentes para controlar o espalhamento do virus.

Muitas perguntas foram feitas em relacao ao surgimento do virus. No artigo da
revista Nature Medicine, (ANDERSEN et al., 2020]), sdo mostradas algumas carateristicas
essencias do SARS-CoV-2 e discutidos dois cenarios em que ele pode ter aparecido. O
primeiro cenario é a selecao natural em hospedeiro animal e depois transmitido para os
seres humanos. Dada a semelhanca do SARS-CoV-2 com o SARS-CoV de morcegos,
¢é possivel que os morcegos sirvam de hospedeiros para seu progenitor. Outros animais
suspeitos sao os Pangolins Malaios, pois possuem corona virus semelhantes ao SARS-
CoV-2. O segundo cenario é que ocorreu uma sele¢ao natural em humanos seguindo de
transferéncia zoondtica entre humanos. Diante de todas as andlises realizadas no artigo, os
pesquisadores nao acreditam que o SARS-CoV-2 seja um virus manipulado manualmente

e criado em laboratorio.

Figura 3 — Imagem microscopica do SARS-CoV-2, virus que causa a Covid-19 (WIKIPE-
DIA| [2020)

Em termos gerais, faremos um breve historico da pandemia gerada pelo corona
virus. No inicio do més de dezembro de 2019 foi registrado o primeiro caso de pneumonia
em um hospital de Wuan, provincia de Hubei na China e, logo apds foi divulgado o
sequenciamento genético deste virus. A Organizagdo Mundial da Satde (OMS) divulgou
que se tratava de casos de uma "pneumonia desconhecida'. Em janeiro de 2020, j& havia
44 casos desta "pneumonia desconhecida'relacionada ao mercado de Frutos do Mar de

Wuan. Em janeiro de 2020, apdés o virus ser identificado, a Organizacao Mundial da
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Satide emitiu um boletim alertando para o risco moderado de pandemia e o Comite de
Operagoes de Emergéncia (COE) foi ativado com o nivel 1 de alerta. Cinco dias depois,
foi alterado para nivel 2 e, imediatamente, a OMS reconheceu o "erro"e elevou o risco para
nivel "alto". Em 30 de janeiro de 2020, a OMS declarou Emergéncia de Satide Ptblica em
ambito Internacional. No inicio de feveiro de 2020, o Brasil declarou Emergéncia de Satde
Publica de Importancia Nacional (ESPIN) e o Congresso Nacional aprovou Projeto de Lei

sobre quarentena, que foi sancionada pelo Presidente da Reptblica. Em 26 de feveiro de
2020 foi confirmado o primeiro caso de corona virus no Brasil em Sao Paulo, (SAUDE

2020). Veja a Figura [4]

Casos de coronavirus no Brasil

Total de infec¢bes causadas pelo coronavirus Sars-Cov-2,
segundo o Ministério da Saude

85.380
casos
10
caso
26.Fev 30.Abr
Fonte: Ministério da Satde
Gl Infografico atualizado em: 30/04/2020

Figura 4 — Casos de corona virus no Brasil até 30.04.2020 , 2020a))

Na cidade de Rio Grande, estado do Rio Grande do Sul, os primeiros casos foram
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registrados no més de abril de 2020, como mostrado nas Figuras o] e [6]

COVID-19em 3y
RIO Grqnde de abril as 19h50

CONFIRMADOS
05

4 recuperados
| internado em Cangucu

SUSPEITOS
DESCARTADOS

Confirmados de outros municipios o I
internados em Rio Grande

#JuntosContraaCOVID 19

Figura 5 — Boletim epidemiolégico Covid-19 em Rio Grande em 30.04.2020 (GRANDE
2020a)

@ Casos Confirmados Casos Recuperados @) Obitos

9
6000

same—®

155 156 158
/'3;/%4 18 132 148 132 133 185 136 13

0 1 2

[ ® L] L ] -

SR RN R S I N R N R IR R
A R PPN

Figura 6 — Grafico do nimero de contagiados pelo corona virus na cidade de Rio Grande
até 16.12.2020, (GRANDE] [2020a))
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2.2 A matematica e as pandemias

E onde entra a matematica? A matemaética procura fazer estimativas, previsoes
futuras caso o padrao se mantenha. Por exemplo, podemos prever o nimero de contagia-
dos pelo corona virus e o nimero de ébitos num determinado tempo futuro. E importante
termos a capacidade de fazer estas previsoes para auxiliar, por exemplo, na tomada de
decisoes para combater o espalhamento do virus, diminuir a mortalidade e, quem sabe,
evitar novos surtos da doenca. De acordo com o autor Rodney Bassanezi, pagina 328,
(BASSANEZI, [2002),

A previsao do crescimento populacional de um pais é fundamental para
avaliar a sua capacidade de desenvolvimento e estabelecer mecanismos
que sustentem uma producao compativel com o bem estar social e, na-
turalmente, quando maior o grau de precisdo exigido nas previsoes mais
complexo deve ser o modelo mateméatico, (BASSANEZI, |2002)).

Segundo (ZANATA| 2018), a matematica, de forma exata ou aproximada, pode ser
definida como uma das ciéncias que explica fendomenos naturais. Muitos destes fendmenos
sao compreendidos e previstos através dos conceitos de fungoes exponenciais e logaritmi-
cas. Estes dois conceitos matematicos sao o alicerce na resolucao de alguns problemas
especificos. Por exemplo, algumas aplicacoes que abordam alguns modelos matematicos
onde podem ser encontrados estes conceitos sao: crescimento e decrescimento, taxa de
variacao, terremotos, juros (matemética financeira), doengas, nivel de intensidade sonora,

tratamentos médicos, entre outros.

Em especial, nesta pandemia gerada pelo corona virus, frequentemente, ouvimos
falar sobre o aumento rapido do niimero de contagiados, uma enxurrada de informacoes
com alguns conceitos, pouco familiares a populagdo em geral, como "crescimento expo-
nencial", (G1, 2020b; |AcORES| [2020; VOL [2021; VEJA/ [2020). Na reportagem realizada
em 31/03/2020, (G1, 2020b), um professor de matemadtica afirma que é possivel fazer
estas estimativas, pois o nimero de contagiados em relacdo ao tempo segue um padrao,
denominado fun¢ao exponencial. Ou seja, temos um ntmero inicial de contagiados e uma
taxa de contagio. O numero de contagiados do dia seguinte é multiplicado novamente

pela taxa de contagio e, assim, sucessivamente no decorrer do tempo.

No entanto, fazendo estes calculos, podemos alcancar valores exorbitantes, o que
nao é real numa pandemia. Geralmente, a transmissao do virus ocorre em um ciclo epi-
démico, onde podemos prever a evolucao da doenca, que ocorre em trés momentos. No
primeiro momento, no inicio da pandemia, temos um 'crescimento exponencial', que é
quando a taxa de contagio é alta, ou seja, é maior que um e muitas pessoas sao con-
taminadas. No segundo momento, ocorre uma estabilizacao, chamada de plato, quando
alcanca o pico de casos, pois temos muitos contagiados e a populacao é finita, sendo assim,
o numero de contagiados nao pode crescer indefinidamente. No terceiro momento, ha um

decaimento exponencial, pois temos mais recuperados que contagiados, ou seja, o nimero
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de pessoas infectadas no dia seguinte é menor que no dia anterior (considerando que neste

periodo nao ha reinfecgao).

Em outras palavras, no inicio da pandemia, a evolugao inicia de forma lenta, mas
acelera rapidamente. Esta parte é descrita como crescimento exponencial, veja a Figura
[1 Em seguida, a pandemia desacelera, pois boa parte da populagio ja foi contagiada e
estalibiza. Este é o momento descrito como crescimento logistico, veja a Figura[8l Depois
que muitos membros da populacao foram infectados, a curva comeca a decrescer, momento
conhecido como decaimento exponencial, veja a Figura[9] Essa curva do ciclo epidémico,

ou curva epidémica, toma a forma de um sino ou um 's'e é conhecida como Gaussiana.

Casos oficiais de covid-19 no Brasil
Dados do Ministério da Saide

@ Total de casos

Total de casos
1fago: 2.707.877

Figura 7 — Primeiro momento, crescimento exponencial, (VOL, [2021])

Observamos ainda que, na Figura @, os autores (CEZARO; LAZO) 2021) propuse-
ram a iteracao, sob certas hipoteses, de n populacoes distintas e descreveram o espalha-
mento do corona virus entre estas populacoes através de um modelo matematico. Mostra-
ram que o modelo conduz a uma solugao (curva) com um platé mais "longo"dependendo

do ntimero de populagoes envolvidas.

As equagoes de diferencas sdo uma ferramenta simples mas importantes e que po-
dem ajudar para descricao de alguns ciclos epidémicos, pois descreve mudancas em cada
intervalo de tempo. Varios trabalhos foram realizados sobre equacoes de diferencas no
ambito do PROFMAT. A autora (NOVAKI| 2017) apresentou os modelos de crescimento
exponencial e o crescimento logistico descritos por Malthus e Verhulst, respectivamente,
avaliando o crescimento populacional na cidade de Curitiba. O autor (CAPILUPE, 2017)
aplicou os conceitos de equacgoes de diferengas em alguns conteiidos do Ensino Médio e
apresentou o modelo logistico de Verhulst, com foco no crescimento de células e cresci-

mento tumoral. J& (OLIVEIRA| 2017) aplicou as equagoes de diferengas na economia
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COVID-19 na China
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Figura 8 — Crescimento logistico, figura retirada de (DODONOV|, 2020))
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Figura 9 — Ciclo epidémico em varias populagdes distintas interagindo entre si, (CE-

ZARO; LAZO), 2021)

para auxiliar no planejamento financeiro familiar como, por exemplo, o uso racional de

dgua e energia elétrica. (MARTINS| [2014) trabalhou com equagoes de diferencas utili-
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zando planilhas eletronicas para apresentar a atividade de juros compostos, regioes do
plano através de retas, diagonais de um poligono, velocidade, movimento harmonico sim-
ples e leis de Newton. Sao muitos os trabalhos na literatura que envolvem equacgoes de
diferengas discretas. Ainda podemos citar (PACHECO, [2013) que mostra a recursividade

pode ser aplicada em varios contetidos da matematica e outras areas.
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3 Fundamentacao Matematica

Neste capitulo, serao revisados alguns conceitos de matematica basica que foram
utilizados na atividade proposta, descrita no Capitulo 4. Apresentaremos algumas carac-

teristicas das principais fungoes utilizadas neste trabalho.

3.1 Algumas funcdes elementares

As fungoes sdo o elemento-chave para descrever o mundo real em termos mate-
maticos. Podemos nos referir a uma fungdo nao especificada sem ter qualquer féormula

particular em mente. Esta segao foi baseada em (LIMA et al.; 2005).

Definicao 1. Uma funcao é um tipo especial de relagdo entre dois conjuntos. Mais
precisamente, sejam A e B conjuntos nao vazios. Uma funcao de A em B é uma relacao

que a cada elemento de A associa um unico elemento de B.

Em geral, escrevemos

f:A— B
y = f().
Nessa notacao, o simbolo f representa a func¢ao, x representa a variavel independente e y
é dita a variavel dependente e representa o valor de f em z. O conjunto A de todos os

possiveis valores de entrada é chamado de dominio da fun¢do. O conjunto B é chamado

de contra-dominio.

Definicao 2. Seja f : A — B uma funcao. O grafico de f é o conjunto dado por
Graf(f) = {(x, f(x)); = € A}.

Definigao 3. Sejam a fungdo f: A — B e I C R um intervalo, tal que I C A. Assim, f
é dita:
1) Crescente em [ (respectivamente, estritamente crescente em /) se, para quais-

quer x; < x9 em I, tivermos f(x1) < f(x2) (respectivamente, f(xq) < f(z2)).

2) Decrescente em [ (respectivamente, estritamente decrescente em ) se, para

quaisquer 1 < o em I, tivermos f(z1) > f(z2), (respectivamente, f(x1) > f(z2)).

Em ambos os casos, a func¢ao ¢é dita mondtona.

Um dos nossos principais interesses, nas fungoes apresentadas a seguir, esta em

algumas caracteristicas do gréafico, como crescimento ou descrescimento, valores maximos
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ou minimos, platés. O gréfico pode ser visto, empiricamente, como o 'retrato'de uma

funcao.

3.1.1 Funcdes Afins

Definicao 4. Uma funcao f : R — R é chamada de afim quando existem constantes m

e b tais que f(z) = mz + b, para qualquer z real.

O valor m é chamado de taxa de crescimento da fungao e, como, f(0) = b, o

coeficiente b pode ser chamado de valor inicial da funcao f.

Observamos alguns casos particulares. Se o coeficiente b for igual a zero, b = 0,
temos que f(x) = ma para qualquer x € R. Estas fungdes sdo chamadas de lineares.
O grafico de uma fungao linear passard na origem (0,0), pois f(0) = 0. Sao fungoes

associadas a problemas matematicos que envolvem proporcionalidade.

Se m = 0, temos que f(x) = b, para qualquer z € R. Estas fungoes sdo chama-
das de funcoes constantes. O grafico da uma func¢ao constante é o conjunto de pontos

Graf(f) = {(z,b);z € R} e serd uma reta paralela ao eixo das abscissas.

No geral, o grafico de uma fungao afim é uma reta. De fato, consideramos m # 0.
Sejam P(z1,y1), Q(x2,y2) e R(xs,y3) pontos genéricos do grafico de y = f(x) = mx + b.

Entao, temos que y; = mxy + b, yo = mxo + b e y3 = mas + b.

Observamos a figura
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Figura 10 — P, () e R pontos do gréfico de f
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BR  ys—y» mas+b— (may+0b)

Analogamente, = =m.
Q  x3— T2 T3 — T2
A BR PPN
Portanto, temos que A?’ = B:Q Como os angulos A e B sao angulos retos, segue

que os tridngulos PAQ e (QBR sao semelhantes e, assim, os angulos a e 6 sdo iguais.
Concluimos que os pontos P, ) e R estdao alinhados. Por serem pontos quaisquer do

grafico, mostramos que a curva do grafico de uma funcao afim é uma reta.

Reciprocamente, toda reta nao vertical r é o grafico de uma funcao afim. Vamos
demonstrar esta afirmacdo. Sejam P, = (z1,y1) € P» = (x2,y) pontos sobre a reta 7.

Como r é nao vertical, x; # xs.

Afirmamos que por estes dois pontos do plano cartesiano (x1,41) e (z2,y2), existe
uma tnica fungao afim tal que f(x1) = y; e f(22) = y2. Ou seja, queremos encontrar
uma funcdo na forma f(x) = mx + b tal que f(x1) = y1 e f(z2) = yo. Equivalentemente,

. . . mxy+b =1y . -
isto consiste em resolver o sistema que possui solugao tnica dada por

mxs + b= 1ys

Y2 — U1 ToY1 — T1Y2
m = e b= ——"-
To —T1 To —T1

(3.1)

Portanto, o grafico de f(z) = mx + b, com os valores m e b dados por , é uma reta

que passa pelos pontos P, e P, e logo esta reta coincide com 7.

Uma outra caracteristica importante das fungoes afins é que se o coeficiente angular
é maior que zero, m > 0, a funcao afim é crescente. Sejam x; e x5 nimeros reais tais que
x1 < x9. Entdo, f(z3) — f(x1) = m(xe — x1) > 0. Isto implica que f(z2) > f(x1) e f ¢é
crescente de acordo com a Defini¢ao [3| Por outro lado, se o coeficiente angula m < 0, a

funcao afim é decrescente. A demonstracao deste fato é analoga.

_

Figura 11 — Grafico do lado esquerdo de uma funcao afim crescente e do lado direito, uma
funcao afim decrescente

Outra caracterizacao importante nas funcoes afins é observada no acréscimo defi-
nido por f(z+h)— f(x) = mh, ou seja,o acréscimo depende apenas de h, ndo depende de
x. Podemos ler esta propriedade como acréscimos iguais em x, geram acréscimos iguais

em f(z). Esta propriedade e a monotonicidade dizem quando um problema matemético
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pode ser descrito por uma func¢ao afim. Ainda, observamos que no intervalo com extremos
fl@+h)— f(z)
h

x e x+ h, a taxa de variagdo neste intervalo, m = é sempre constante.

3.1.2 Funcoes exponenciais

Elas tém aplicagoes em varios contextos, como citados na Segao 2.2.

Seja a um numero real positivo.

Definicao 5. Para n € N, a poténcia de base a e expoente n, denotada por a”, é definida

como o produto de n fatores iguais a a.

Por definicao, para n = 1, temos a'! = 1. Indutivamente, a"*! = a - a™.

Uma importante caracteristica da poténcia é que para quaisquer m,n € N,
m+n __ _m n
a =a"-a", (3.2)

pois em ambos os membros desta igualdade temos o produto de m + n fatores iguais a a.

Da mesma forma, (a™)" = a™™".

Ainda, se a > 1, entdo multiplicando ambos os lados desta desigualdade por a”,

segue que
a"™t > a", ¥n €N, (3.3)

A desigualdade (3.3) diz que a sequéncia de poténcias de a, representada por (a") é
crescente. Ainda, esta sequéncia nao é limitada superiormente, podendo atingir valores
muito grandes. Com efeito, seja C' > 0. Como a > 1, escrevemos a = 1 + d e seja

C —
n >

. Pela desigualdade de Bernoulli, segue que

C
a"=(1+d)">1+nd> 1+T-d>C.
Ainda, com base em (3.3]), para quaisquer m e n naturais, se m < n, temos

a™ < a". (3.4)

Se 0 < a < 1, analogamente, multiplicando ambos os lados desta desigualdade por

a" <a" YneN., (3.5)

Esta desigualdade (3.5) diz que a sequéncia de poténcias de a, (a"), é decrescente e

limitada inferiormente. Ainda, para quaisquer m e n naturais, se m < n, temos

a" <a™. (3.6)
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Assim, podemos definir uma fungao f : N — R, com f(n) = a", com a propriedade
(3.2), ou seja, f(n+m) = f(n)- f(m), para quaisquer m e n naturais. Esta funcao f,
pela desigualdade (3.3)), é crescente para a > 1 e f é decrescente para 0 < a < 1, pela

desigualdade ([3.5).

Vamos estender esta funcao com dominio nos niimeros inteiros e manter as pro-

priedades citadas acima.

Definicao 6. Para n € N, a poténcia de base a e expoente n, denotada por a”, é definida

CcOomao:

Assim, podemos definir f : Z — R, com f(n) = a", sendo vélida a propriedade
(3.2)), ou seja, f(m +n) = f(m) - f(n), para quaisquer m e n inteiros. Para a > 1, f ¢é

crescente e quando 0 < a < 1, f é decrescente.

A ideia agora é, novamente, estender esta funcado com dominio nos niimeros raci-

onais.

.~ n N
Definicao 7. Parar € Q, r = —, com m € Z e n € N, a poténcia de base a e expoente

r, denotada por a”, é definida por:

an = Jam

Assim, defininmos f : Q — R, com f(r) = a”, sendo valida a propriedade (3.2]),
ou seja, f(r+s) = f(r)- f(s), para quaisquer r e s nimeros racionais. Para a > 1, f é

crescente e quando 0 < a < 1, f é decrescente.

Observamos que as fungoes f : Q — RT, definidas por f(r) = a”" ndo sdo sobre-
jetivas. Ou seja, para a > 0 fixo, nem todo nuimero real positivo é da forma a” com r
racional. Felizmente, poténcias da forma a” estao espalhadas por toda a reta real positiva,

para a # 1, como diz o proximo Lema.

Lema 1. Fixado a > 0 niimero real, a # 1. Em todo intervalo de Rt existe uma poténcia

a”, com r € Q.

Demonstracao: Sejam «, § nimeros reais com 0 < a < [ devemos achar rQ tal
que a < a" < . Suponhamos que a > 1 e a > 1, os outros casos sdo demonstrados de
maneira analoga. Como as poténcias crescem acima de qualquer cota pré fixada, podemos

obter niimeros naturais M e n tais que

a<fB<a e 1<a<<1+ﬂz/la>
a
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Desta tltima relagdo temos que, elevando todos os membros da desigualdade a

poténcia 1/n,

b —«

1
l<ar <1+ Y]

Somamos o valor —1 em todos os membros da desigualdade acima,

b —«

1
0<(amn—1)< v

Como a™ > 0, segue que
0<aM~(a%—1)<6—a.
- m m M
Como a > 1, entao para — < M, temos a» < a™, segue que
n
O<a%~(a%—1)<ﬁ—a,

/ . m+1 m
o que é equivalentea 0 <a » —ar <[ — a.

1

. a 11 - . .
Assim, as poténcias a® = 1,an,an, ..., a™ sdo extremos de intervalor consecutivos,

todos de comprimento menor do que 8 — . Como [a, 3] C [1,a*], pelo menos um destes

extremos estd contido no intervalo [, ], o que prova este Lema.

Vamos definir a fung¢do exponencial com dominio nos niimeros inteiros.

Defini¢ao 8. Seja @ > 0 um ntmero real, a # 1. Seja a funcao f : R — R tal que

f(z) = a®. Estas fungbes sdo chamadas de fungoes exponenciais de base a.

Temos as seguintes propriedades.

1. A fungao f: R = R, f(z) = a”, estd bem definida e, para quaisquer z e y nimeros

reais, temos que f(x +y) = f(z) - f(y). Além disso, f ndo assume o valor zero e é

sempre positiva.

2. f(1) = a.

3. Seja x < y em que x e y sao numeros reais. Se a > 1, temos que a® < a¥ e se

0 <a< 1, temos que a¥ < a®.
4. f nao ¢ limitada superiormente.
5. f é uma funcao continua.

6. f: R — RT é sobrejetiva.
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Vamos demonstrar a propriedade 1), as demais podem ser encontradas em (LIMA
et al., 2005). Se f : R — R tem que a propriedade f(z +y) = f(z) - f(y) ela ndo pode
assumir o valor zero, visto que ela nao a funcao identicamente nula. De fato, suponha

que existe x, € R tal que f(x,) = 0. Para qualquer x € R e usando esta propriedade,

f(ZL'):f(JJ—ZEO+:L’O):f(IO+(JI—ZEO>>:f(ZL’O)'f(ZE—fEO):O'f(l'—.l’g):o.

Ou seja, isto implica que f(x) = 0, contradi¢ao. Logo, f(x) # 0 para qualquer z niimero

o=1(5+3)=1(5) 1 G)- (1 G)) -0

A fungdo f com dominio nos reais esta bem definida. De fato, f: Q — R, com f(r) =a

real. Ainda,

r

¢ a tnica fungao tal que que f(r+s) = f(r)- f(s), para qualquer r e s racionais e f(1) = a.
Ainda, esta funcao é crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1. Disto
resultard que existe uma tnica maneira de definir a® quando x é irracional. Com efeito,
suponhamos a > 1, o outro caso é demonstrado de forma andloga. Seja x um nimero
irracional. Entao, r < x < s, com r,s € (. O numero real positivo a® é o Gnico niimero
real cujas aproximagoes por falta sao a”, com r < z, r € Q e cujas aproximacoes por
excesso sao a’, com x < s, s € Q. Nao pode existir dois nimeros reais diferentes, digamos
A < B, com esta propriedade. Supondo que existisse tais A e B, teriamos r < = < s,
com r,s € Q entdo a” < A < B < a® e entdo o intervalo [A, B] ndo conteria poténcias de

a com expoente racional e isto contradiz o Lema [I O

fz)=a® a>1 " f@)=a"0<a<1

g x ~

Figura 12 — Grafico do lado esquerdo de uma funcao exponencial crescente e do lado
direito, uma funcao exponencial decrescente

A propriedade 3 diz que uma fungdo exponencial é crescente quando a > 1 e
decrescente quando 0 < a < 1, veja os gréaficos na Figura [I2 Ainda, no caso em que
a > 1, quando x é negativo, mas com valor em moédulo muito grande, observamos um
crescimento lento. Para valores de x positivos, a fungao exponencial cresce aceleradamente

a medida que x aumenta.
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Observamos que como f : R — RT é injetiva (pois é crescente ou decrescente)
e sobrejetiva, entdo ela é uma fungao bijetiva com a propriedade adicional de f(z +
y) = f(z) - f(y). Esta dltima propriedade diz que transformamos a soma num produto.
O Teorema abaixo diz que as fung¢des exponenciais sdo as unicas fungoes que tém esta

propriedade.

Teorema 1. Se f : R — RT é uma fun¢do mondtona injetiva (isto é, crescente ou

decrescente). As seguintes afirmagdes sao equivalentes:

1. f(nz) = (f(x))" para qualquer n € Z e x € R.
2. f(z) = a” para qualquer z € R e f(1) = a.

3. fz+y) = f(z)- f(y) para quaisquer =,y € R.

Demonstracao. Iniciamos mostrando que a afirmacao (1) implica em (2). Supo-
nhamos que é valida a igualdade f(nx) = (f(x))" para quaisquer n € Z e x € R. Seja

x €R. Sejar € Q comr = %, com m € Z e n € N. Entao, usando a hipdtese

(f(rz))" = f(nrz) = f(max) = (f(z))™.

= (f(x))". Assim, se f(1) = a, teremos
fry=f(r-1)=(f1)" =a", reqQ.

Faremos o caso que f é crescente, o caso em que f é decrescente é andlogo. Temos que

33

Logo, f(rz) = (f(x))

1 = f(0) < f(1) = a. Suponhamos que existe z € R tal que f(z) # a®. Digamos
que f(z) < a®. Entdo, pelo Lema [l] existe r € Q tal que f(z) < a” < a?, ou seja,
f(z) < f(r) < a®. Como f é crescente, concluimos que x < r. Por outro lado, a” < a®
e a base é maior que um, segue que r < x. Contradi¢ao. Isto implica que para todo x

nimero real temos que f(z) = a®.

Vamos mostrar que (2) implica em (3). Seja f(z) = a®. Sejam x e y nimeros reais
quaisquer. Entdo, f(x +y) = @™V = a” - a¥ = f(x) - f(y), pois esta propriedade esta

estabelecida para func¢oes exponenciais.

Agora, a afirmagao (3) implica em (1). Seja x € R en € Z. Pela hipétese, aplicada
n vezes, f(nx) = f(x+---+x) = f(z)--- f(z) = (f(x))", e isto completa a demonstragao

deste Teorema. []
Definigao 9. A fungdo g : R — R é de tipo exponencial quando g(z) = b-a”, onde a e b
sao constantes reais positivas.

Observamos que se a > 1, entdao g é crescente e se 0 < a < 1, a fungdo g é
decrescente.

Temos o seguinte Teorema que caracterizagao das fungoes tipo exponenciais.
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Teorema 2. Seja g : R — R uma fungdo mondétona injetiva (isto é, crescente ou decres-
gz +h) —g(x)

cente) tal que para x e h nimeros reais, o acréscimo relativo (@) dependa
g(x
1
apenas de h, mas nao dependa de x. Entao, se b = ¢g(0) e a = gEO; temos que g(z) = b-a”®
g
para qualquer x nimero real.
- . . glx+h) .
Demonstragao. Por hipdtese, a fun¢ao ¢(h) = ) independe do valor de .
g(x
Vamos reescalonar definindo f(x) = g(:) onde b = g(0). Observamos que f é mondtona,
injetiva e f(0) = 1.
h
Entao, p(h) = ﬂ;(—:) continua independendo do valor de . Assim, para x = 0,
x
F(O+h)

segue que p(h) = = f(h) para qualquer h € R.

(0)

Logo, para qualquer h € R, f(z + h) = p(h) - f(z) = f(h) - f(z). Ou seja, para
quaisquer z, y nimeros reais, f(z+y) = f(z)- f(y). Segue do Teoremal[l] que f(z) = a”,
logo, g(x) =b- f(x), ou seja, g(z) =b-a”. O

Seja f : R — R, f(z) =b-a® do tipo exponencial. Seja (z1,zs,...,Z,,...) uma
progressao aritmética de razao h, ou seja, T, +1 = x,+h. Entao, (f(z1), f(z2),..., f(xn),...)

forma uma progressao geométrica de razao a”, pois
f@ns) =b-a" =b-a*™" =b-a"-d" = (b-a"™)-a" = f(z,) - "

Como o (n + 1)-termo de uma progressao aritmética é dada por z,y; = =1 + nh, segue
que f(zni1) = f(z1) - A", com A = a".

O Teorema abaixo nos dard uma segunda caracterizacao das fungoes tipo expo-

nenciais através das progressoes.

Teorema 3. Seja [ : R — R* mondtona injetiva que transforma uma progressao aritmé-
tica (21, xa, ..., Ty, ...) em uma progressao geométrica (Y1, Y2, . - -, Yn, - - -) com f(x,) = yy.

f()

Se f(0) =bea= ==, teremos que f(z) =b-a” para qualquer x niimero real.

f(0)

Demonstragado. Seja b = f(0) > 0. Definimos a funcdo g : R — R com
f(z)

g(x) = 7 Observamos que g é monétona, injetiva, também transforma progressoes

aritméticas em progressoes geométricas e g(0) = 1.

Sejax € R, a sequéncia z, 0, —z estd em progressao aritmética. Logo, g(x), 1, g(—x)

é uma progressao geométrica de razao g(—z). Ainda,

g(—x) = —. (3.7)
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Sejam n € N e x € R. A sequéncia 0,x,2x,...,nxr é uma progressao aritmética. Entao,
1,9(z),9(2x), ..., g(nz) é uma progressao geométrica com razao g(x). Entdo, seu (n+1)-

ésimo termo é dado por

g(an) = (g(x))". (3.8)
Agora, —n é um inteiro negativo, entao, de (3.7)) e (3.8]), segue que
1 1 .
g(—nx) = = - = (g(z)) (3.9)

glnz)  (g(x))

Portanto, de (| e (3.9), vale que g(nz) = (g(z))" para n € Z e x € R. Do Teorema [
f f(m
F(0)’

sendo a = g(l) temos que g(x) = a”, ou seja, f(x) =b-a® para qualquer x € R.

O

3.1.3 Funcoes Logaritmicas

Sao fungoes ligadas a um grande numero de aplicagoes, principalmente onde se
tem uma grandeza cuja taxa de variacao é proporcional a quantidade existente da mesma

naquele instante dado.

Seja a um nimero real positivo, a # 1. Como f : R — R* com f(z) = a” é uma

bijecao, segue que f possui uma inversa.

Definicao 10. A inversa da funcao exponencial de base a, chamada de funcao logaritmica,

é a fungao log, : R™ — R que associa a cada niimero real positivo z, o niimero real log, =

Por definicao,
@%@ =2 e log,(a®) = x.

Assim, log,(x) é o expoente a qual se deve elevar a base a para obtermoso nimero x, ou

seja,
y =log,(r) & a’ = . (3.10)

Vamos mostrar algumas propriedades dos logaritmos, que sdao consequéncia da

definicdo acima. .

e (a)log,1=0.
e (b)log,a=1.
o (c) log,a® = k.

o (d) alogb =p.
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e (e) Logaritmo do produto: log,(bc) = log.b + logac.
e (f) Logaritmo do quociente: loga% = log,b — log,c.

e (g) Logaritmo da poténcia: log,b* = k - log, b.
log.b

(h) Mudanga de base: log,b = :
log.a

Demonstragao. (a) Pela definigao, temos que

log,l=2 <—= a"=1 <— a"=a <+ z=0.

(b) Pela defini¢do, temos que

logga=2r <= a"=a <= a"=a <+ z=1.

(c) Pela defini¢do temos que

loga" =12 — d*=d" = z=k

(d) Ainda pela defini¢ao, temos

¥ =b <= z=Ilog,b = a° =a"%"=1.

(e) Sejam log, b = p , log, ¢ = q e log,(bc) = r. Pela defini¢cio temos que a? = b,

a? =cea” = bc. Assim, a" = a? - a?. Pela propriedade da potenciagao temos
a"=a’-al=ad"" <= r=p+q = log.(bc) =r =1log,b+ log.c.

b
(f) Sejam log,b = p , logsc = q e log, () =r. Pela definicdo, temos a? = b,
c

: a? -
a?=cea" = -. Assim, a" = — Pela potenciacao temos que
c a

b
a"=a"? <— r=p—q = log, <> =1 = log.b — log,c.
c
(g) Sejam log,b = p, log,b* = q, com k € R. Pela definicio, temos a? = b e a? = b*.
Assim a? = (a?)* . Da potenciacio, temos

Wl =d" = q=p-k = log,b" =pk=k-log.b.

(h) Sejam log,b = p e log.b = q. Pela defini¢do temos que a? =be ¢? = b , logo

aP = 1.
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" flx) =log,(x), a>1 © | f@)=log,(2), 0<a <1

Figura 13 — Grafico do lado esquerdo de uma fungao logaritmica crescente e do lado di-
reito, uma fung¢ao logaritmica decrescente.

Assim, log.a? = log.c?. Por (g) e (b), temos

log.b

p-log.a=q-log.c=q-1=q = log,b-log.a =1log.b = log,b= ; .
09.a

A funcao log, : RT™ — R é crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1,
veja a Figura [I3]

O Teorema abaixo nos da uma caracteristica de quando um problema matemético

pode ser modelado por uma fungao logaritmica.

Teorema 4. Seja f : RT — R uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou
decrescente) tal que f(zy) = f(z) + f(y), para quaisquer = e y nimeros reais. Entao,

existe a > 0 tal que f(z) = log,(z) para x € R.

Demonstracao. Suponhamos que f seja crescente, o caso decrescente é demons-

trado de forma analoga. Temos que

F) = f(1-1) = f(1) + £(1) = 2/(1),
o que implica em f(1) = 0.

Inicialmente, suponhamos que exista a € RT tal que f(a) = 1 (depois, mostra-
remos que isso sempre acontece, logo nao é uma hipétese inicial). Como f é crescente,
fla)=1>0= f(1), entdo a > 1.

Seja m € N, pela hipotese inicial aplicada m vezes,

f@™)y=fla-a---a)=fla)+ fla)+- -+ fla)=1+14+---+1=m. (3.11)
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m
Sejar=— € Q, sendo m € Z en € N, entdao rn = m,
n

m = f(a™) = f(a™) = f((a")") = nf(a")
e, entao

fla) =

m
— = 3.12
el (3.12)

Seja x € I, para r e s racionais com r < x < s, temos a” < a” < a®. Entao, como f
é crescente, f(a") < f(a®) < f(a®). Agora, por (3.12), temos que r < f(a”) < s. Ou seja,
todo nimero racional r, menor que x, é também menor que f(a”) e todo niimero racional
s, maior que x, é também maior que f(a”), segue que f(a®) = x para todo x € R. Sendo

y = a”, temos que f(y) = log, y para todo y > 0.

Caso geral em que se tem uma funcio g : RT™ — R crescente, com a propriedade

g(zy) = g(x) + g(y) e sem mais hipdteses adicionais.

Observamos que g(1) =0 e, como 1 < 2 e g crescente, g(2) = b > 0. Definimos

uma nova fungao

f:RT =R
g9(z)
fla) =40

com a propriedade f(zy) = f(x)+ f(y), crescente e f(2) = 1.

Logo, da primeira parte da demonstragao aplicada a esta funcdo f, temos que

f(z) = logy(x) para qualquer = > 0.

Isto significa que, para qualquer z > 0,

o Qf(x) _ 29(;) _ (2%>g(z) _ ag(x)

com a = 2'/*. Tomando log, em ambos os lados da identidade acima, segue que g(x) =

log, z para = > 0. [J

3.2 Equacoes de Diferencas

As equacoes de diferencgas sao muito usadas em fendmenos naturais como dindmicas
populacionais ao longo do tempo, em meses, semanas, dias, horas, etc...Nao de forma
continua, mas discreta, tentando modelar situagoes e o comportamento de fendmenos

naturais que se aproximam da realidade. Para mais detalhes, ver (OLIVEIRA| 2017).

Definicao 11. Seja f : R — R uma funcao real. Para todo n € N, definimos uma

equacao de diferencas como

Q(n+1) = f(Q(n))

em que () é uma funcao discreta, ou seja, () : N — R.
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Em palavras gerais, uma equacao de diferengas é uma féormula expressando valores

de uma quantidade () em termos de valores prévios de Q).

Surgem duas perguntas, como encontrar as equacoes de diferencas apropriadas
para modelar uma determinada situacgao proposta e, na sequéncia, como entender o com-
portamento deste modelo, se este nos fornece as caracteristicas procuradas. Ambas as
perguntas sao dificeis de serem respondidas. Modelamos algo por equacao de diferencas
observando o que ja tem sido feito e, ap6s tentando melhorar e adequar as hipéteses, (ALL-
MAN; RHODES, 2004). Algumas equagoes de diferencas possuem férmulas explicitas e
de outras apenas conseguimos desenvolver técnicas para alcancar algumas informacoes e

caracteristicas do modelo proposto.

Exemplo 1. Dado zy € R. Considere a condicao inicial da equacao de diferencas dado

por z(0) = zg. Seja fR — R. Assim,

n=0: (1) = f(z(0)) = f(xo)
n=1: x(2)=f(z(1)) = f(f(20)) = (f o f)(zo) = f*(x0)
n=2: xz(3)=f(x(2)) = f(f*(x0)) = (f o [*)(w0) = [*(w0)

n=k—1: a(k)=fz(k—1)) = f(f*"(z0)) = (f o [ (w0) = f*(z0)
Portanto, a solugao de z(n + 1) = f(x(n)), é dada por

x(n) = f"(xo)

Exemplo 2. Seja a equagao diferencial z(n + 1) = (z(n))?, com z(0) = zy. Observamos
que f(x) = z*. Entao,

n=0: z(1)=f(2(0) = f(zo) = af = 23
n=1: x(2)= f(z(1) = f(25) = (23
n=2: 2(3)=f(z(2)= f(z0) = (x5

Exemplo 3. Vamos buscar a equacgao geral de uma progressao geométrica por meio de
equagoes de diferengas. Sabemos que uma (PG) progressao geométrica é uma sequéncia
de nimeros, nao nulo, em que cada termo posterior, a partir do segundo, é igual ao
anterior multiplicado por um nimero fixo chamado de razao da progressao. Considerando

o primeiro termo como a; # 0 e a razao q # 0, a progressao geométrica fica definida como:

Apt1 =q - Ay, comn > 1.
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Assim,temos

Para n > 2,
Qg - G304 Ap—1 - Qp = (a1 - qaz - qaz - qap—9 - qQp_1.

Usando o cancelamento da multiplica¢ao, escrevemos a equacao geral da progressao

geométrica como

3.3 Modelos matematicos

Na literatura, os modelos matematicos que representam a dinamica das populagoes
sao extremamente importantes. Eles podem apontar mudangas nas populagoes bem como
comportamentos futuros. Perguntamos por que as populagoes crescem ou declinam ou
se hd alguma estalibilizacao. Vamos analisar dois modelos matematicos discretos que
descrevem o comportamento de varias populacoes. Para derivar estes dois modelos, nos
baseamos no livro (ALLMAN; RHODES, [2004)).

3.3.1 Modelo Maltusiano Discreto

Para derivar este modelo, uma hipotese aceitavel é que, em um certo dia, a popu-
lacado mudara devido a novos nascimentos e Obitos. Denotaremos por f a adi¢do de um
certo nimero miltiplo da populacao existente, também chamada de taxa de fecundidade,
e por d, chamada de taxa de 6bito, a fragdo da populagdo que morrerd Para rastrear a
populacao P, focamos em AP, que é a mudanca da populagdo em um tunico dia. Temos

que
AP=fP—dP=(f—d)P (3.13)

ou seja, a equacao acima diz que a variagao da populacao ¢ proporcional ao multiplo de

nascimentos menos o miltiplo de 6bitos da populagao num tnico dia.

Algumas notagoes sdo mais simples. Seja P, = P(t) o tamanho da populagao

medida no dia t. Entao, podemos reescrever a equacao (3.13) como
AP - Pt+1 - Pt (314)

que ¢ a diferenga ou a mudanca na populagdo em dois dias consecutivos.
Substituimos a equagao (3.13) na equagao (3.14]), obtemos que

Py =R +AP=P+(f-d)P=(1+f-d)h (3.15)
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Seja A = 1 + f — d na equagao (3.15)), nosso modelo de crescimento populacional
¢ dado por

Pt+1 - )\Pt (316)

em que A é referenciada na literatura como taxa de crescimento finito da populagao e a

equagao ([3.15)) é conhecida como uma equacgao de diferengas.

Ainda, se sabemos a populacao inicial, denotada por Py, temos que

P = AP,
P, =P (3.17)

e apoés iterar ¢ vezes em (3.17)), segue que
P =P\ (3.18)

ou seja, para este modelo, podemos prever a populacao em qualquer momento de tempo
no futuro. A equacao de diferencas (3.18)) é as vezes também chamada de exponencial ou

geométrica.

O modelo em ou ¢ conhecido como modelo Maltusiano, pois o modelo
resulta em crescimento exponencial (caso A > 1) ou decaimento exponencial (caso 0 < \ <
1). Entretanto, observamos que tal previsao, para tempos longos, pode nao ser precisa,
pois as fungoes exponenciais crescem rapidamente e sem limites. Com este modelo, cedo

ou tarde, teriamos mais organismos do que os atomos do universo.

3.3.2 Modelo Logistico Discreto

Para sermos mais realisticos no nosso modelo, precisamos reexaminar as hipoteses
que foram assumidas no modelo Maltusiano. A principal falha é que assumimos que as
taxas de fecundidade e morte da nossa populagdo sao as mesmas, independentemente do
tamanho da populacao. De fato, quando a populacao é grande, é razoavel esperar uma
taxa de mortalidade mais alta e menor taxa de fecundidade, (ALLMAN; RHODES| 2004)).
Precisamos de alto para modificar o nosso modelo de forma que a taxa de crescimento

depende do tamanho da populacao

AP ) . . e
Vamos focar na 3 que ¢ a variacao na populacao por individuos, ou chamada

na literatura de taxa de crescimento per-capita sobre uma simples etapa do tempo. Para
pequenos valores de P, a taxa de crescimento per capita deve ser grande, pois imaginamos
uma populagdo com muitos recursos disponiveis no ambiente para suportar o seu futuro
crescimento. Para grandes valores de P, entretanto, a taxa de crescimento per capita

deve ser menor, pois os recursos no ambiente ja estdo comprometido. E razoavel assumir

AP
que —- como uma funcao de P, como o grafico da Figura .



Capitulo 3.  Fundamentacio Matemdtica 37

Figura 14 — Taxa de crescimento per-capita como funcao do tamanho da populagao

Este pode ser um dos graficos que representa a ideia de quando a populagao é
pequena a taxa per capita ¢ grande, mas quando a populagao aumenta, a taxa per capita

diminui. Observando o gréfico na Figura [I4] um modelo melhorado conduz a férmula

AP

para algum m < 0 e b > 0, ou seja, uma reta decrescente que passa pelo ponto (K,0) e
(0,7), para K > 0 é ponto que intercepta a linha horizontal e > 0 o ponto que intercepta
a linha vertical. E mais claro escrever isso da forma:

AP —r P
e rr=r (%) (3.19)

Como sabemos que P,y = P; + AP, pela equagao (3.19)), segue que

P
Pi1=P,+AP=P, +P, (r(l—Kt>>

_p (1 +r (1 _ f{t)) (3.20)

Este modelo dado em (3.20]) é conhecido como modelo logistico discreto.

Os pardametros K e r no modelo (3.20) tém interpretagoes diretas. Primeiro, se

P P AP P
P < K, entao temos que e < 1 o que implica que 1 — e > (0. Como 5 = r (1 — K)’

segue que a taxa de crescimento per capita é positiva, ou seja, 3 > (, e a populagao

) . AP L .
crescera. Por outro lado, se P > K, entao —— < 0, a taxa percapita é negativa e
a populacao decrescera. A constante K é chamada de capacidade de carga do meio
ambiente, pois ela representa o nimero maximo de individuos que podem ser suportados

sobre um longo periodo.

P
Quando a populagao é pequena, ou seja, P é muito menor que K, o fator (1 — K)

na taxa per capita deve ser proximo do nimero um. Para pequenos valores de P, nosso
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modelo é aproximadamente
Pt+1 ~ (1+T)Pt,

em outras palavras, temos um crescimento exponencial para no inicio. Observamos que
r faz o papel de f — d, a taxa de fecundidade menos a taxa de mortalidade no modelo

Maltusiano.

A equagao (3.20) pode resultar em um ntmero nao inteiro, mas, mesmo assim,
ainda faz sentido. Se a populagdo tem muitos individuos, mesmo que o nimero calculado
seja nao inteiro, estamos tentando descrever aproximadamente o tamanho da populacao,

podemos tomar a parte inteira e ignorar a parte fraciondria sem uma perda significativa.

3.4 Modelo SIR

Exporemos, brevemente, um modelo matematico simples, que pode fazer previsoes
sobre o futuro de uma epidemia, que é o modelo SIR. Nossa ideia nao é deduzir este
modelo, mas apenas mostrar algumas de suas caracteristicas essenciais. Também nao
vamos apresentar as equagoes diferenciais ordinarias que representam este modelo, pois
fogem ao escopo deste trabalho. Alguns estudos recentes na literatura, inclusive de outros
modelos, podem ser encontrados em (GAMMAITONI, 2020; (CEZARO; LAZO, 2021}
GOMES; ROCHA; MONTEIRO, [2020).

O modelo SIR, também chamado de modelo compartimental, divide a populacao
em trés compartimentos: S, I, R, iniciais que dao o nome ao modelo. O compartimento
S representa os SUSCETIVEIS, que sio as pessoas sauddveis, sujeitas & infeccdo do virus.
O segundo compartimento, denotado pela letra I, representa os INFECTADOS, ou seja,
o niamero de pessoas ja infectadas. O terceiro compartimento, denotado por R representa

os REMOVIDOS. Neste ultimo estao os individuos curados, imunizados ou mortos.

I R' T .
Suscetivels Emmmdll Infectados sl Removidos

Figura 15 — Esquema compartimental do modelo SIR, (GAMMAITONT, 2020)).

A passagem de um compartimento para o outro se da por probabilidades, veja

a Figura O pardmetro da passagem do primeiro compartimento (suscetivel) para o
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segundo (infectados) é dado por K. O valor K diz qual a probalidade de uma pessoa
saudavel ficar infectada e adoecer, num determinado periodo de tempo. Geralmente, K
¢é dado pelo produto do percentual de pessoas que entram em contato com uma pessoa
saudavel durante esse tempo, denotado por s, e a probabilidade de transmissao do virus
de pessoa a pessoa, denotada por p. Ou seja, K = s-p. Quanto maior o valor de K,
mais rapido o virus se espalhard. A passagem do segundo compartimento (I) para o
terceiro (R) também ocorre com uma probabilidade r. A evolugdo da pandemia é dada
pelo niimero de pessoas em cada um dos compartimentos num determinado tempo e sua
soma, (S + I + R), é dada pelo nimero de individuos existentes. Estas trés quantidades
estao relacionadas por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias ou no sistema de

equagoes na forma discreta dado na pagina 28 em (SABETI, 2011)).

A curva é em formato de sino, que nos da o nimero de infectados no decorrer do
tempo, veja a Figura [I6] Observamos que na parte inicial, hd4 um crescimento répido
de pessoas infectadas que pode ser reproduzido por uma fungao exponencial. No centro,
teremos o pico de contagiados e, por fim, esse niimero comeca a cair até desaparecer por
completo. A forma especifica da curva depende diretamente dos pardmetros K (proba-
bilidade de adoecer) e r probabilidade de ser removido do grupo de doentes (curados,

imunes ou mortos).

4________________.__--------"' [ Com valor de K alto l

‘______,__..----"" [ Com valor de K ill‘r(\rlllr.rdiziril:)}

— [C'-mn valor de K baixo

Numero de infectados

\

tempo

Figura 16 — Curvas do modelo matemaético SIR, (GAMMAITONI, 2020).

Importante observarmos que para valores menores de K, a pandemia evolui mais
lentamente, empurrando o pico para frente. Isso ajuda, a ganhar tempo, por exemplo,
para os governantes criarem protocolos de seguranca para o combate ao espalhamento do
virus e aos cientistas para a procura de vacinas eficazes. Para diminuirmos o valor de

K, precisamos olhar diretamente para os fatores que ele é composto, ou seja, diminuir a
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probabilidade de transmissao do virus, isto é, reduzir s. Isto pode ser feito, por exemplo,
reduzindo o contato entre as pessoas. Além disso, devemos reduzir p. Esta reducao pode

ser feita seguindo os protocolos de seguranca, higienizacao das maos, uso de alcool em

gel, mascaras, etc.
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4 Proposta de Atividade

Esta atividade foi adaptada para o ensino presencial de (DESMOS, 2020), mas

também pode ser aplicada de forma online (como veremos no préximo Capitulo).

4.1 Plano de atividade

Pdublico Alvo:
Alunos do primeiro ano do Ensino Médio, onde sao estudadas as funcoes afins, exponen-
ciais e logaritmicas.

Pré-requisitos:
O dominio, a imagem e os graficos das fung¢oes afim e exponencial sao os pré-requisitos

desta atividade.

Duracao Prevista:

Aproximadamente noventa minutos, o que equivale a dois periodos consecutivos de aula.

Recursos Necessarios:

Papel, lapis, borracha, régua, calculadora, quadro e giz.

Organizacao da Turma:

A atividade sera realizada individualmente.
Atividade Proposta
Segue as etapas da atividade proposta.
Etapa 1:

O professor daré inicio a atividade apresentacao do problema relatando uma breve
parte histérica do nimero de contagiados pelo corona virus e que a atividade serd aplicada
a estudar o nimero de contagiados na cidade de Rio Grande, que possui aproximadamente
210.000 habitantes.

Etapa 2:

Em seguida, o professor fornecera uma tabela com dois valores reais de contégio

na cidade e suas respectivas quinzenas.
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Quinzena Tempo Numero de contagiados

30,04 0 5
15/05 1 12
30/10 12 ?

Neste momento o professor solicitard aos alunos que cada faga uma previsao do
numero de contagiados na ultima quinzena de outubro, que corresponde ao tempo ¢t = 12.
E importante o professor veficar se o alunos estimaram valores inteiros, caso contrario,
explicard para turma que esses valores representam pessoas contagiadas e deve assumir

apenas valores inteiros positivos.
Etapa 3

Usando o eixo X para representar o tempo dado em quinzenas e o eixo Y para
representar o nimero de contagiados, o professor pedira para que os alunos fagam um
esbogo do grafico que eles pensam que melhor aproxime os pontos dados no tempo t = 0

e t = 1 dados na Tabela acima.

Observando os esbocos individualmente, o professor fara a pergunta: Qual a funcao
que melhor reprenta o nimero de contagiados pelo coronavirus na cidade de Rio Grande?
O professor pedird aos alunos que interpretem os nimeros em palavras, explicando o
motivo da escolha de tal fungao. Em seguida, o professor solicitara que alguns alunos, dara
preferéncia aos que tenham graficos diferentes, facam o esbogo de seus graficos no quadro.
Poderao haver respostas de alunos que entendam que a melhor fun¢ao para aproximar
o crescimento do nimero de contagiados ¢ a funcao linear e outros que entendam que a
melhor funcao é a exponencial. Podera haver falta de consenso entre os estudantes, isso

é esperado e sera discutido no momento da visualizacao dos graficos no quadro.
Etapa 4:

O professor fornecera mais dois valores de contagiados em outras duas quinzenas,
correspondentes ao tempo t = 2 e t = 3, para que os alunos verifiquem o grafico que

melhor representa o crescimento do contagio.

Quinzena Tempo Numero de contagiados

30/04 0 5
15/05 1 12
30/05 2 33
15/06 3 79

Com estes pontos, o professor esperara que os alunos visualizem o grafico e con-

cluem que e a fun¢do que melhor aproxima o niimero de contagiados é a exponencial, onde
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a taxa de crescimento nao é constante.

Tendo em vista a conclusao da turma, o professor interferirda e ajudard obter a
taxa de crescimento exponencial, usando uma progressao geométrica, onde a razao é dada
pelo quociente do termo seguinte pelo anterior. Na sequéncia (5,12, ........ ) a razao sera
r= % = 2,4. Com isso obtera a fungdo que representara o nimero de contagiados é dada
por

y(t) = 5 (2,4)"

em que t ¢ um numero inteiro positivo e representa o tempo dado em quinzenas e y

representa o nimero de contagiados.

Com a equacgao, o professor pedird aos alunos que determinem o ntimero de con-
tagiados em t=5 e, que comparem com a previsao feita por eles em t=12. Caso ache
necessario o professor podera pedir o nimero de contagiados em outro tempo,e nova-
mente comparem com a previsao. Neste momento questionarda a turma se eles mantém

ou trocam suas previsoes.
Etapa 5

A partir deste momento, com o auxilio de uma calculadora, o professor pedira que
os alunos completem a tabela até a primeira quinzena de novembro ou seja, até t = 13,
usando a funcdo exponencial. Com isso os alunos perceberao se sua estimativa estava de

acordo ou nao.

Quinzena Tempo Numero de contagiados

30,04 0 5
15/05 1 12
30,05 2 29
15/06 3 69
30,06 4 166
15/07 5 398
30,07 6 956
15/08 7 2.293
30,08 8 5.504
15,09 9 13.209
30,09 10 31.702
15/10 11 76.084
30,10 12 180.602
15/11 13 438.244

Surgirdo neste momento varios questionamentos, visto que a populacao de Rio

Grande é de 210.000 habitantes e que, na primeira quinzena de novembro, teriamos apro-
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ximadamente o dobro da populagao contagiada. Entao, o professor devera intervir mos-
trando que a funcao exponencial é a que mais se aproxima do nimero de contagiados
até determinado tempo. O professor levara os estudantes a concluirem que nem todo

crescimento rapido ¢ um crescimento exponencial.
Etapa 6:

O professor apresentara uma outra fungdo que melhor possa representar o niimero

de contagiados, a funcao logistica discreta, dada pela equagao:

P
P = (1o (1= %))

Esta curva logistica discreta possui um grafico em formato de "S"comum chamada
de sigmoéide. O professor explicard que a curva logistica iniciara o crescimento de forma
exponencial até um certo tempo, depois continuara o crescimento mas com taxa de conta-
gio reduzida e se estabilizara. Explicarda também como obter um valor aproximado para
r e que K representa a capacidade total do meio, neste caso, K = 210.000, o niimero de

aproximado de habitantes da cidade de Rio Grande.

Quinzena Tempo Numero de contagiados

30,04 0 5
15/05 1 12
30,05 2 31
15/06 3 81
30,06 4 210
15/07 5 546
30,07 6 1417
15/08 7 3669
30,08 8 9436
15/09 9 23855
30,09 10 57687
15/10 11 124632
30/10 12 205696
15/11 13 212441

Etapa 7:

Depois de introduzir a funcao logistica, o professor fara a apresentacao do grafico

que contém o nimero real de contagiados na cidade de Rio Grande.
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Quinzena Tempo Numero de contagiados

30,04 0 5

15/05 1 12

30,05 2 33

15/06 3 79

30,06 4 197
15/07 5 557
30,07 6 1464
15/08 7 1940
30,08 8 2468
15/09 9 3127
30,09 10 3934
15/10 11 4341
30/10 12 4661
15/11 13

Na sequéncia, pedirda aos alunos que comparem este grafico com o grafico das fungoes li-

near, exponencial e logistica, discutidos nas etapas anteriores. Os alunos deverao concluir,

entre estas curvas, qual ¢ a melhor que aproxima o nimero de contagiados.
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5 Relato da Aplicacao da Atividade

Na noite de 19 de novembro de 2020, a atividade foi aplicada para 5 alunos da dis-
ciplina de co6digo 01469 - Nuimeros e Fungdes, turma tnica, do primeiro semestre do curso
de Matemaética Licenciatura, na sala online https/conerenciaweb.rnp.br/events/numeros

e funcgoes, sob a supervisao da professora Daiane Freitas.

Nesta secao, mostraremos os passos da aplicagao. Devido ao tempo de aula online,

restringimos os calculos até o tempo ¢t = 7.
1) Introdugao

Apébs as apresentacoes, foi feito um breve relato sobre a origem e evolucao do
contagio do corona virus, onde foi identificado pela primeira vez e como se espalhou pelo

mundo.

O foco da atividade foi na cidade de Rio Grande, no Estado Rio Grande do Sul,
com aproximadamente 210.000 habitantes, cidade a qual esta localizada a Universidade
em que curso o PROFMAT.

Breve historico realizado: "Em dezembro de 2019, foi identificado em Wuhan,
na China, o Coronavirus ou Covid 19. Transmitido de pessoa a pessoa, se espalhou
pelo mundo em alta velocidade, chegou ao Brasil em fevereiro de 2020. Na cidade de
Rio Grande,RS, com aproximadamente 210.000 habitantes,em abril ja tinha 5 pessoas

contaminadas."

2) Foi apresentada uma tabela com o tempo em quinzenas e dois valores reais
do nimero de contagiados em Rio Grande em suas respectivas quinzenas. Solicitamos
aos alunos que estimassem o ntimero de contagiados no tempo t = 7, que corresponde a
primeira quinzena do més de agosto. Obtivemos como respostas de valores estimados: 54,

59, 62, 108 e 120.

Quinzena Tempo Numero de contagiados
30/04 0 >
15/05 12
30/05
15/06
30/06
15/07
30/07
15/08

N O | O =W N~
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3) Em seguida, pedimos aos alunos que fizessem o esbogo de um grafico com os

pontos dados, veja a Figura [I7], usando o eixo X para o tempo em quinzenas e o eixo Y

para o numero de contagiados.

160
140
120

100

Figura 17 — Dois pontos reais

4) Alguns minutos depois, quando todos ji haviam concluido o esbogo de seu

grafico, por exemplo o grafico da Figura foi feita a pergunta: Qual a funcao que
melhor representa este grafico?

160
140
120

100

.ﬂ

Figura 18 — Reta que passa pelos dois pontos reais

Um aluno somente marcou os dois pontos dados, (0,5) e (1,12), mas logo apds
respondeu que seria uma funcao afim ou linear. Outro disse ser uma pardbola e outro

uma reta. Um dos alunos respondeu que precisava de mais pontos para dizer qual seria a

funcao e outro disse ser uma exponencial.
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5) Foi neste momento que mostramos para o tempo ¢ = 2 o valor de 33 contagiados,
como na Figura [19, e questionamos se alguém mudaria sua resposta referente ao tipo de

funcao escolhida anteriormente, pedindo que fosse explicado.

160
140
120

100

Figura 19 — Trés pontos reais

Apo6s ver o ponto (2, 33), um dos alunos manteve seu grafico, a parabola, argumen-
tando que o ponto nao ficou na reta. Dois alunos disseram ser uma func¢ao exponencial,

pois houve um aumento rapido, de 12 para 33 naquela quinzena. Um aluno nao respondeu.

6) Comentando suas respostas, questionamos: O que vocé entende por cresci-
mento exponencial? Obtivemos duas respostas, um aluno disse "que era um crescimento

incontrolavel indefinidamente'e outro disse "que tende ao infinito".

7) Na sequéncia, pedimos entao que preenchessem a tabela inicial usando a fungao
exponencial, para podermos comparar mais adiante. Na montagem da func¢ao explicamos
cada termo, a partir dos valores reais, iniciais, falamos sobre uma progressao geométrica,
explicando como calcular a razao, pois um aluno disse nao ter estudado no ensino médio.
Como a exponencial ¢ um produto de fatores e a razao é dada pelo quociente do do termo

12

subsequente pelo anterior, calculamos r = = = 2,4.

Retomamos a atividade com a func¢ao exponencial obtida

Os alunos completaram a tabela, tempo a tempo. Um aluno errou um calculo, corrigindo
logo em seguida. Discutimos o arredondamento do niimero de contagiados, uma vez que
estamos tratando de pessoas. Todos os alunos presentes participaram do preenchimento
da tabela. Um aluno deixou a sala, talvez por problemas na conexao de internet. Apods
todos terminarem de preencher a tabela com os valores inteiros, nos tempos de 1 até 7,

apresentamos o grafico desta funcao exponencial, veja a Figura [20]
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Quinzena Tempo (t) Contagiados 5 - (2,4)

30,04 0 5
15/05 1 12
30,05 2 29
15/06 3 69
30,06 4 166
15/07 5 398
30,07 6 956
15/08 7 2.293

9(@) =5 (24)"
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Figura 20 — Fungao exponecial discreta

8) Neste momento questionamos se alguém havia acertado a estimativa? Todos
responderam que NAQ, visto que o valor calculado pela funcio exponencial foi de 2.293
e 0 menor e o maior valor estimados por eles ,respectivamente, era de 54 e 120. Houve
um aluno que ainda disse: "BEM LONGE".

9) Continuando, foi perguntado se haveria outro tipo de fungao que melhor repre-
sentasse o nimero de contagiados pelo corona virus na cidade de Rio Grande em funcao
do tempo e qual seria esta fungdo. Depois de um pequeno periodo de siléncio, um aluno
insistiu na parabola e outro manteve a funcao exponencial. Argumentamos que tanto a
parabola como a exponencial eram ilimitadas, o que nao poderia acontecer numa situacao
em que a populacao é finita. Neste momento foi apresentado a eles a fun¢do logistica,
explicando cada termo da sua férmula, onde o niimero de contagiados P, depende do
numero de contagiados do tempo anterior P, e r que é a média dos razoes calculadas de
dois em dois tempos dos valores reais, e do k, total da populacao estudada que é 210.000

habitantes. Sendo assim, a funcao logistica discreta é limitada, pois nao ultrapassa o total
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P,
=i )

Na sequéncia, apresentamos a tabela com o nimero de contagiados calculados pela

da populagao estudada.

funcao logistica discreta e seu respectivo grafico, veja a Figura Mostramos que assim
como a exponencial, o nimero de contagiados pelo corona virus se aproxima dos valores

reais, com certa margem de erro, até determinado tempo.

Quinzena Tempo - (t) Contagiados - P41

30/04 0 5
15/05 1 12
30/05 2 31
15/06 3 81
30/06 4 210
15/07 5 546
30,07 6 1.417
15/08 7 3.669
210.000

AR +F'5

600 +F'5

iat +P4

PO P R2 +Pa

Figura 21 — Funcao logistica discreta

10) Seguindo a aplicacdo da atividade, mostramos a tabela e o grafico com os
valores reais do niimero de contagiados na cidade de Rio Grande, veja a Figura Co-
mentamos que pode nao condizer com a realidade, uma vez que os dados reais podem ser
subestimados, pois pode nao ter sido feita uma testagem adequada, podendo haver mais

pessoas contagiadas.
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Quinzena Tempo Numero Real de Contagiados

30/04 0 5
15/05 1 12
30/05 2 33
15/06 3 79
30/06 4 197
15/07 5 557
30/07 6 1.464
15/08 7 1.940

2000 ’P7

£ ’RS

600 ‘R’S

200 QRA

RO R R2 ORE

Figura 22 — Dados reais

11) Comparamos as trés tabelas, exponencial, logistica e a real e comentamos sobre
as aproximacoes no grafico, veja a Figura Colocamos que a func¢ao exponencial e a
funcao logistica se aproximam da realidade até certo tempo, visto que a exponencial tem
crescimento ilimitado, ultrapassando a populagao existente e a logistica cresce até atingir
a totalidade da populacao. Teriamos neste momento a chamada imunidade de rebanho e,
logo ap6s, um decrescimento do nimero de contagiados. Ainda, os valores reais fornecidos
nem sempre mostram a realidade. Comentamos sobre a primeira quinzena de junho, em
que na funcgao exponencial, tinhamos 69 contagiados e na logistica 81 contagiados e o
numero real de contagiados nesta quinzena é de 79. Porém, na tltima quinzena de julho,
a exponencial, havia 956 contagiados,na funcao logistica 1.417 contagiados enquanto o
numero real de contagiados da quinzena ¢é de 1.464. Notamos neste momento que a
funcao logistica era a que mais se aproximava da realidade até determinado tempo. Foi
entao aberto um momento para novos questionamentos e comentarios sobre a atividade.

A turma nao questionou, mas um aluno fez o comentario: "LEGAL".
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Agradecemos a participacao dos quatro alunos que permaneceram até o final da

aplicagao da atividade e a oportunidade que foi dada pela professora Daiane Freitas.

Tempo C. exponencial C. logistica C. real

0 ) ) 5)
1 12 12 12
2 29 31 33
3 69 81 79
4 166 210 197
5) 398 546 557
6 956 1.417 1.464
7 2.293 3.669 1.940
? ? 210.000

2000 ‘P7

1400 fé

600 *ﬁé

200 fﬁﬁ

) =3 2 1 Gl i 0E§ ggg 4 5 6 z 8 9 1

Figura 23 — Dados reais comparados com as aproximagoes da exponencial e da logistica

12) Comentarios finais: Apesar de ter ministrado minha primeira aula no modo
remoto, onde senti muito a necessidade do contato fisico e visual dos alunos, pois todos
estavam de caméra desligada, achei satisfatéria a aplicacdo da atividade. Gostaria que

houvesse mais participantes, o que deixaria a aula mais rica de idéias e respostas.

Mas a maioria desse pequeno grupo presente, participou dos questionamentos atra-
vés do chat, também algo novo para mim. Porém, no final quando abrimos para comen-
tarios e questionamentos sobre a aplicacao, nao houve uma participacao efetiva. Uma
vez que a pandemia estava assustando nao s6 o Brasil mas o mundo, esperava varios

comentarios e quetionamentos.

Obtive um "LEGAL"que valeu muito.
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6 Consideracoes finais

Nesse trabaho foram estudadas taxas de crescimento e decrescimento, bem como
foi verificada qual a melhor taxa que fornece o nimero de contagiados num determinado
espago de tempo, nesse caso, trabalhando com os dados de contaminados pelo coronavirus
na cidade de Rio Grande. Ainda, comparou-se as curvas das fungoes afim, exponencial e
logistica com intencao de verificar qual delas esta mais préxima do niimero real de pessoas

contagiadas.

Os achados desse estudo permitiram constatar que nenhuma das curvas repre-
senta perfeitamente a curva de crescimento do nimero de casos de coronavirus. Todavia,
identificou-se que a curva da funcao logistica mostrou-se mais fiel a realidade do contagio
até determinado tempo, ou seja, embora nao descreva perfeitamente, ela parece ser a

melhor explicacao.
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