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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar o contetido introdutério da Teoria de Galois. O
trabalho foi feito devido a motivacao durante o curso regular de algebra abstrata, onde
estruturas algébricas como grupos, anéis, ideais e corpos foram introduzidas e estudadas
durante a graduacao. A elaboracao do trabalho baseou-se na pesquisa em bibliografias e
artigos publicados sobre o assunto. Foram mostrados em alguns capitulos os contetidos
que sao pré-requisitos, conceitos e definigoes que tornam possivel a compreensao da Teoria
de Galois. No presente trabalho realizou-se um estudo simples das Extensoes de Corpos

e a Correspondéncia de Galois.

Palavras-chaves: Polinomios, Extensao de corpos, Teoria de Galois



Abstract

This work aims to study the introductory content of Galois Theory. The work was done
due to the motivation during the regular course of Abstract Algebra, where algebraic
structures such as groups, rings, ideals and fields were introduced and studied during
graduation. The elaboration of the work was based on the research in bibliographies and
articles published on the subject. It was shown in some chapters the contents that are
prerequisites, concepts and definitions that make understanding of Galois Theory possible.
In the present work it was carried out a simple study of the Extensions of fields and the

Correspondence of Galois.

Key-words: Polynomials, Field extensions, Galois teory.
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Introducao

Entre 1500 e 1515, o matematico italiano Scipione de Ferro ( 1456-1526) descobriu
um procedimento para resolver a equagao ctibica z° + pr +¢q = 0 (em notagio atual) Esse

procedimento se traduz, modernamente na seguinte féormula:

SO RO RO R0)
x_JfL (2>+3 > T\V\g) T\3)-
Conforme (DOMINGUES; IEZZI| |2011) Del Ferro mostrou, com isso, que é pos-

sivel expressar as raizes da cibica considerada em termos de seus coeficientes, usando

apenas adicOes, subtracoes, multiplicagdes, divisdes e radiciagdes. Ou, como se diz mo-
dernamente, que a equacao dada é resoluvel por radicais. Como ja se sabia hd muitos
séculos que as equagoes de grau um e dois também sao resoliveis por radicais (no caso
destas tultimas, lembrar a chamada férmula de Bhaskara), a solucao de del Ferro colocou
o seguinte desafio para os algebristas: sera que toda equagao algébrica é resolivel por
radicais? As pesquisas visando responder a essa questao se arrastaram por mais de dois
séculos e meio, frustraram alguns dos grandes matematicos desse periodo e contribuiram
decisivamente para a criacdo do conceito de “grupos” Na verdade a questao da solubi-
lidade das equacoes algébricas s6 comecou a ser esclarecida genericamente na segunda
metade do século XVIII. Na obra Réflexions sur la révolution algébrique des équations
(Reflextes sobre a resolucao algébrica de equagoes) (1770-1771), o italo-francés Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813), possivelmente o primeiro matematico a perceber com lucidez
maior o caminho a ser seguido para abordar o problema, observou que a “teoria das per-
mutagoes” era de grande importancia para a resolucao de equagoes. Lagrange referia-se
a permutacoes envolvendo as raizes da equacao. Em 1824, o matematico noruegués Niels
Henrik Abel (1802-1829) provaria aquilo de que Lagrange suspeitara fortemente que nao
ha nenhuma férmula geral por radicais para resolver as equagoes de grau 5. Ainda assim
uma questao permanecia em pé: ja que as equagoes de grau 5 nao sao, de modo geral,
soluveis por radicais, mas alguns tipos o s@o, como ja se sabia bem antes de Abel, o que
caracteriza matematicamente estas ultimas? A resposta a essa pergunta seria dada pelo
matematico francés Evariste Galois (1811-1832), em cuja obra aparece delineado pela
primeira vez o conceito de grupo, inclusive com esse nome. Resumidamente, a ideia de
Galois para responder a essa pergunta foi associar a cada equagao um grupo formado por
permutacdes de suas raizes e condicionar a solubilidade por radicais a uma propriedade
desse grupo. E, como para toda equacao de grau 4 o grupo de permutacoes que lhe é
associado goza dessa propriedade e para n > 4 sempre hé equagoes cujo grupo nao se su-

jeita a essa propriedade, a questao da resolubilidade por radicais estava por fim esclarecida.
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Com o objetivo de continuar o estudo da Algebra Abstrata, estudada durante a
graduacgao, iniciaremos um trabalho de leitura e compreensao de introdugao a Teoria de
Galois. Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo sdo apresen-
tados recursos minimos necessarios ao bom desenvolvimento do trabalho, os quais sao: as
estruturas algébricas anéis e ideais, homomorfismo de anéis. Aqui também apresentamos
algumas nocoes de algebra linear. No segundo capitulo é feito um estudo dos polinémios
em uma variavel, devido a sua importancia na construgao das extensoes de corpos. Os
polindmios tém varias aplica¢oes dentro da Matematica e em areas da atividade cientifica
como a Fisica entre outras. No terceiro capitulo, apresentamos a teoria relacionada aos
corpos e extensoes de corpos através do processo de adjuncao de raizes de um polinémio.
Provamos também, alguns resultados que sao uteis no desenvolvimento da Teoria de Ga-
lois. Grande parte destes conceitos foram retirados de (GONCALVES| 2002), (SILVA|
2013) e (OLIVEIRA; NEUMAN] [2014). No quarto capitulo, sdo apresentados exemplos
de Extensoes Galoisianas e Normais, fazendo uso de exemplos previamente discutidos nos
capitulos anteriores, apresentacao da Correspondéncia de Galois e demonstracao do Teo-
rema Fundamental da Teoria de Galois. A discussao tedrica é necessaria para a construgao

da Teoria Elementar de Galois.



11

1 Pré-requisitos

Neste capitulo apresentaremos os recursos minimos necessarios ao bom desenvol-
vimento do trabalho.

1.1 Anéis e ideais

Definicao 1.1.1. Seja A um conjunto ndo vazio onde estejam definidas duas operacoes,

as quais chamaremos de adi¢ao e multiplicacio em A e denotaremos por + e - :

+:AxA— A
(a,b) — a+b

T AX A=A
(a,b) = a-b.

Diremos que (A,+,-) é um anel se as sequintes propriedades sao verificadas para

quaisquer que sejam a, b, ¢ € A:
(1) (a+b)+c=a+ (b+c);
(ii) Existe 0 € A tal que a+0=0+a = a;

(7ii) Para qualquer a € A existe um inico b € A, denotado por b = —a, tal que
a+b=b+a=0;

(iv) a+b=">b+aq;
(v) (a-b)-c=a-(b-c);
(vi) a-(b+c¢c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.

Se um anel (A, +,-) satisfaz a propriedade:

(vii) Eziste 1 € A — {0}, tal quea-1=1-a = a,Ya € A, diremos que (A,+,-) é um
anel com unidade 1.

Se um anel (A,+,-) satisfaz a propriedade:
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(viii) Para qualquer a,b € A, sea-b = b-a, diremos que (A, +,-) é um anel comutativo.
Se um anel (A,+,-) satisfaz a propriedade:

(ix) Dados a,b €A, a - b =0= a=0oub =0, diremos que (A,+,) € um anel sem

divisores de zero.

Se (A,+, -) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que

(A,+,-) € um dominio de integridade.
E finalmente, se um dominio de integridade (A,+,-) satisfaz a propriedade:

(r) Para qualquer a € A - {0}, existe b €A tal que a-b=0b-a =1, diremos que (A,+,")

¢ um corpo.

Observacgao 1.1.1. Por questao de simplicidade vamos denotar um anel (A,+,-), sim-

plesmente por A, ficando subentendido as operagoes de adicao e multiplicacao.

Exemplo 1.1.1. Os conjuntos Z,Q,R,C e n-Z = {nk: k € Z} munidos da soma e
produto usuais sio anéis. Jd o conjunto Z, = {0,1,2,....,n — 1} é um anel munido das

operagoes:

+ Ly X Loy = L,

(m,m) —m+m,

< Loy X Ly = Loy

(m,n) — m-m .

O conjunto Z[,/p] = {a +by/p:abe Z} com p primo, sao anéis com as operacoes

abaixo:
(a+0byp) + (c+dyp) = (a+c)+ (b+d)\/p

(a4 by/p) - (¢ +dy/p) = (ac + pbd) + (bc + ad)/p,
com a,b,c,d € 7.

O conjunto Q[,/p] = {a +by/p:a,bc Q} também é um anel com as operacoes

andlogas as operagoes em Z[,/p].

Entre esses anéis, sao exemplos de corpos Q,R,C,Q[,/p] e Z,, com p primo.
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Definicao 1.1.2. Seja A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que B é

um subanel de A, se valem as condigoes:
(i) ;,ye B=x—y € B;
(ii) z,ye B=x-y € B.

Exemplo 1.1.2. Temos que nZ ¢é subanel de Z, por sua vez Z é subanel de Q, este que é
subanel de R, jd R é subanel de C. Ademais, Z[\/p] € subanel de Q[,/p] e este ¢ subanel
de R.

Definicao 1.1.3. Um subanel B de um corpo K é chamado um subcorpo de K, se dado
a € B—{0} existe b€ B tal que a-b=1.

Exemplo 1.1.3. Observe que Q ¢ subcorpo de R, ja R é subcorpo de C. Ademais, Q[,/p]

¢ um subcorpo de R.

Definicao 1.1.4. Seja A um anel e seja I um subanel de A. Diremos que I é um ideal
Ase,a-x €l Nae AVr el en-a€l,Vae AVn €l

Os subanéis {0} e A sao ideais de A e sao chamados de ideais triviais de A.

Exemplo 1.1.4. Seja A um anel comutativo e 1, s, ..., € A. E de direta verificacio

que o conjunto definido por
Az +A x4+ . . +A x,={a1-x1+ay- 22+ ...+ a, x,:a; € A}

¢ um ideal de A, o qual é chamado de ideal gerado por xq,xs,...,x, € A. Os ideais do

tipo I = A - x1 sao chamados ideais principais.

Observacao 1.1.2. Um anel em que todos os ideais sdo principais € chamado anel prin-

cipal. O anel Z é um anel principal.

Observagao 1.1.3. Se A é um anel com unidade 1 e J é um ideal de A tal que 1 € J,
entao J = A. De fato, primeiro note que J C A, pois J € ideal de A. Por outro lado,
mostremos que A C J. Seja x € A, como J ¢ ideal e 1 € J, entdo x =x-1 € J. Logo,
A C J. Portanto A = J.

Definigao 1.1.5. Seja A um anel e seja M um ideal de A. Dizemos que M é um ideal
maximal de A se, M # A e se J € ideal de A tal que M C J C A, entdo J = M ou
J=A.

Exemplo 1.1.5. O ideal pZ em 7 com p primo é mazximal. De fato, seja p primo e J

=p - Z. Vamos provar que J é um ideal mazximal em Z. Considere I um ideal de Z tal que,

JCICLZ.
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Como todo ideal de 7. é principal, temos que existe um inteiro n tal que I =n - Z.
Assim, p € p-Z C n-7Z, e dai seque p = n-k para algum k € Z, e portanton | p e teremos
n==1oun==p. Sen==+1 temos que [ =7 e se n = +p temos que [ = J.

Teorema 1.1.1. Seja K um anel comutativo com unidade 1 € K. Entdo as sequintes

condicoes sao equivalentes:

(i) K é um corpo;
(ii) {0} é um ideal mazximal em K;

(iii) Os tunicos ideais de K sao os triviais.

Demonstracao: (i) = (ii). Sejam K um corpo e J um ideal de K tal que {0} C
J C K. Suponhamos J # 0. Assim existe a € J, a # 0. Como K é um corpo, existe b € K
tal que b - a = 1 e portanto 1 € J e dai segue imediatamente que J = K.
(17) = (i17). Segue imediatamente das definigoes.
(131) = (i). Seja 0 # a € K e I = K -a o ideal principal de K gerado por a. Como 1 € K,
temos a =1-a € I, logo I # 0 e assim pela nossa hipotese, teremos I = K.
Portanto,

le K=K-a

donde existe b € K tal que 1 =b-a. Logo a é inversivel em K.

O

Definicao 1.1.6. Um dominio de integridade D € dito de caracteristica 0 se m = 0
sempre que ma = 0 com a € D,;a # 0 e m € N. Por outro lado, D diz-se de caracteristica
finita se existe a € D,a # 0, tal que ma = 0 para algum inteiro m # 0. Nesse caso
definimos como a caracteristica de D o menor inteiro positivo m tal que ma = 0 para
algum a € D,a # 0

Exemplo 1.1.6. Os anéis Z, Q, R e C tem caracteristica 0, pois se m # 0, entdo

m-1=m e, portanto, m -1 # 0.

Exemplo 1.1.7. Observemos primeiro que em Zp,, m-1=1+1+..+1=m = 0.
Suponhamos, por outro lado, que para algum inteiro v, 0 < r < m, tivéssemos r -1 = 0.
Comor-1=T, entioT =0, ou seja, r =0 (mod m). Entaom | r, o que é impossivel,

uma vez que 0 < r < m. Logo, caracteristica de Z,, = m.

Vamos agora definir a sequinte relagio em A. Dados

r,y € A,z =y(modJ) < x—y € J.
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Primeiramente vamos provar que = (mod.J) define uma relagio de equivaléncia em A.
De fato, quaisquer que sejam x,y,z € A, temos:

(i) v = x(mod J) pois0=x—x € J.

(ii) x = y(mod J) = y = x(mod J) pois se x —y € J entaoy —x = —(x —y) € J.
(iii) v = y(mod J) ey = z(modJ) = x = z(mod J) pois, vt —y € Jey—z€ J=
r—z=(r—y)+(y—=2) €.

Denotaremos por T a classe de equivaléncia de x € A sequndo a relagio = (mod J).
Assim,
T={ye A:y=xz(mod J)}.

Agora observe que y € T <y —x € J, e por isso também denotaremos essa classe
TporT=x+J={x+z:2z¢€J}. Chamaremos de conjunto quociente de A pelo ideal
J, ao conjunto AJJ ={T=x+J:x € A}.

Definiremos as sequintes operagoes em A/J:

+:A/JXx AT — AJJ
(@,b) — a+b

AT XA — A)T
@b —ab.
Munido destas operagoes temos que A/J é um anel, chamado anel quociente.

Observacgao 1.1.4. Se A tem unidade, entao A/J também tem. De fato, considere 1 a

unidade de A e x € A. Temos que,

lx=x-1=zVreA
Agora sejaT € A)J, dat, T=x+J=x-1+J=T-1€ A/J.

Exemplo 1.1.8. O anel quociente Z/AZ = {0,1,2,3} com as operagoes induzidas pela

soma e multiplicacao de inteiros. Observe que

0=0+4Z = {...,—12,-8,-4,0,4,8,12, ...}
T=1+4Z={.,—11,-7,-3,1,5,9,13,...}
2=2+447={..,—10,—6,-2,2,6,10,14, ...}
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3=3+42Z={.,—9,-5,—1,3,7,11,15,...}

Ademais, ao unirmos todas estas classes obtemos o proprio 7. Ademais, a intersecio de

quaisquer duas classes € vazia.

Teorema 1.1.2. Sejam A um anel comutativo com unidade 1 e J um ideal de A. Entdo

J é um ideal maximal de A se, e somente se, A/J é um corpo.

Demonstragao: (=) Suponhamos J ideal maximal de A, e seja 0 #a € A =
A/J. Temos que provar que existe b € A tal que @-b = 1. De fato, se L = A-a
ideal principal de A gerado por a, temos que: J+L = {z+y:xz € Jy € L} é um ideal
contendo J, e mais @ # 0 se e somente se, a ¢ J. Comoa=1-a € L C J+ L temos que
J 4+ L é um ideal que contém J e mais J + L # J. Pela maximalidade de J segue que
A=J+ Ledalvem, 1€ J+ L implica que existe u € J,v € L tais que 1 = u + v.
Assim, existe u € J,v € L = A-a e temos que v = b-a para algum b € A, ou seja, existe
be Aewu € Jtais que 1 = u+ b-a. Passando as classes de equivaléncia em ambos os
membros, segue que, I =u+b-a=u+b-a=0+0b-a,istoé, b-a=a-b =1, como
queriamos demonstrar.
(<) Por outro lado, suponhamos que A = A/J seja um corpo. Assim, 0,1 € A implica
que, J # A.
Se M # J é um ideal de A e J C M C A, entao teremos que existe a € M,a ¢ J, ou

seja, @ # 0, com @ € A. Como A é corpo existe b € A tal que @- b = 1, ou ainda,

ab=1(mod J)<ab—-1€eJ<3 uel

tal que ab—1 = u, e isto nos diz que, 1 = ab—u. Como a € M segue que ab € M e como
u € J C M temos também u € M. Logo concluimos que 1 = ab—u € M e imediatamente
temos M = A.

1.2 Homomorfismo de anéis

Podemos descobrir informagoes sobre um anel examinando sua intera¢ao com ou-
tros anéis. Fazemos isto através do homomorfismo que, é uma aplicacdo que preserva as

operacoes dos anéis.

Sejam A e B dois anéis e sejam 0 o elemento neutro de A e 0 o elemento neutro
de B. Se ambos anéis A e B possuem unidade, denotaremos por 1 a unidade de A e por
1" a unidade de B.

Definigao 1.2.1. Uma fungao f : A — B diz-se um homomorfismo de A em B se satisfaz

as sequintes condigoes:
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(i) flx+y)=flz)+ [(y),Vo,y € A;
(i) f(z-y) = f(z)- fly),Vo,y € A.

Exemplo 1.2.1. Sejam A e B dois anéis quaisquer. Entao f : A — B, dada por f(a) =0,
para todo a € A, € claramente um homomorfismo de anéis. Vejamos, sejam a, b € A.

Tém-se:

fla+b)=0=0+0= f(a) + f(b),
fla-b)=0=0-0=f(a)- f(b).
Proposicao 1.2.1. Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo.

Entao,

(¢) f(0) =0

(17) f(—a) = —f(a) para todo e qualquer a € A

(1ii) Se A e B sao dominios de integridade entao ou [ é a fungao constante zero ou
f(1)=1.

(1v) Se A e B sao corpos entdo ou f € a fungao constante zero ou f € injetiva.

Demonstragao: (i) Em um anel a equagio X + X = X tem o elemento neutro

como Unica solugao e assim temos,
0+0=0= f(0+0)= f(0)+ f(0) = f0)

e portanto f(0) = 0" que é elemento neutro de B.

(i1) Seja a € A. De a + (—a) = 0 segue pelo intem (i) que:
f(a) + f(=a) =0

ou seja,

(ii7) De 11" = 1 segue que f(1)> = f(1), isto ¢, f(1)- (f(1) — 1) = /. Agora, B ¢
dominio de integridade nos diz que ou f(1) = 0" ou f(1) =1".

Se f(1) = 0’ entao segue que f(x) = f(x-1) = f(z)- f(1) = f(z) -0 = 0 para
todo e qualquer = € A, ou seja, f é a fungdo constante zero.
(iv) Sejam A e B corpos. Suponhamos que f nao é uma fungdo constante zero. Pelo
item (7i7) sabemos que f(1) = 1’. Provaremos que f é injetiva. De fato. Se x, y € A
e f(z) = f(y) teremos, f(xr —y) = 0’. Suponhamos por absurdo que z # y, entdo
x—y #0e A é corpo, nos diz que existe b € A tal que b- (r —y) = 1 e dai segue que
f) - flx —y)= f(b) -0 =1 que é uma contradigao.
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Teorema 1.2.1. Sejam A e B anéis e [ : A —B um homomorfismo. Entdo:

(i) Im f={f(a):a € A} é um subanel de B.
(ii) ker(f) ={a € A: f(a) =0} éum ideal de A e f é injetiva se, e somente se, ker(f) =
0;

A
ker(f)

(iii) Os anéis e Im f sao isomorfos.

Demonstracio: (i) De fato temos:
(a) 0" = f(0) € Imf.

(b) f(a), f(b) € Imf — f(a) — f(b) = fla—1b) € Im].
(c) f(a), f(b) € Imf = f(a)- f(b) = f(a-b) € Im].

(77) Vamos mostrar que ker(f) ={a € A: f(a) = 0'} é um ideal de A. De fato,
(a) 0 € ker(f) pois f(0) =0".

(b) a,b € ker(f) = f(a—0b) = f(a) — f(b) =0 —0" =0, ou seja a — b € ker(f).
(

c) Seja x € A ea € ker(f) entao
fla-2) = f(a)- f&) =0 - fa) = 0

flz-a)=f(z) fla) = f(z) - 0" =0,
ou seja, a-x € ker(f) e x-a € ker(f). Assim ker(f) é um ideal de A.
Agora, se f é injetiva, segue imediatamente que ker(f) = {0} pois f(0) =0'.

Se f(z) = f(y),x,y € A e ker(f) = {0} segue, f(x) — f(y) = 0" = flz—y) =
0= x—y¢€ker(f)={0} = z =y como queriamos mostrar.

Vamos demonstrar o item (7i7), para isso definiremos uma fungao

F

— Imf

A
“ker(f)
a — f(a).

Primeiramente, devemos verificar que F' é uma funcao bem definida, isto é, se a1,as € A

sdo tais que a; = ag, entdo f(ay;) = f(az). De fato, se a; = @z, entdo a; — as € ker(f),
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logo f(a; — ag) = 0; ademais f(a; — az) = f(a1) — f(az), pois f é um homomorfismo;
portanto, f(ar) = £(a).

Agora, F' é uma aplicacao sobrejetiva e ¢ um homomorfismo pois, para elementos
ai, as € A, temos:
(a) F(a; +az) = F(a1 + az) = f(a1 + ag) pela definicao de F.
Por f ser um homomorfismo f(a; + a2) = f(a1) + f(a2) = F(a7) + F(az).

(b) Analogamente ao item a) tém-se;

F(ar - @) = F(a1-a3) = f(a1 - as)
= f(a1) - flaz2) = F(@) - F(az).

Porﬁm,temosqueker(F):{EE 4 :f(a):()}:{ﬁe A :aEkeT(f)}:{

Logo F' ¢ injetiva.

1.3 Nocoes basicas de algebra linear

Nesta secao relembraremos algumas nogoes basicas de algebra linear, como espaco
vetorial e base. Grande parte destes conceitos foram retirados de (COELHO; LOU-
RENCO, 2007).

Definigao 1.3.1. Seja K um corpo qualquer e seja V' um conjunto nao vazio onde estd
definida uma operacdo de adigdo. Suponhamos também que esteja definida, uma operacao

de elementos de K por elementos de V. Assim, estio definidas:

+:VxV =V

(u,v) —»u+v

K xV =V
(A v) = X-w.

Dizemos que V' munido dessas operagoes ¢ um espaco vetorial sobre o corpo K se

as sequintes proposicoes sao verificadas quaisquer que sejam u,v,w € V e \,u € K :

(i) u+ (v+w)=(u+v)+w.

(ii) Existe O que pertence a 'V tal que u+0 =0+ u = u.
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(7ii) Para todo x que pertence a V', existe y que pertence a V tal que v +y =y +x = 0.
(lv) u+v=0v+u.
(v) 1v =v onde 1 € a unidade do corpo K.
(vi) Mu+v) = u+ v e (u+ Nu= pu+ \u.
(vii) AMpv) = p(Av) = (Ap)v.

Observacao 1.3.1. Até o fim desta secao K representa um corpo e V. um espago vetorial
sobre K. Um subconjunto ndao vazio W C V diz-se um subespaco vetorial de V se as

sequintes condigcoes sao satisfeitas:
(1) 0e W
(’lZ) Wi, Wa € W = w; +wy € W,

(tii) Ae K,we W = weW.

Observe que pelas condicoes acima as operacoes do espaco vetorial V induzem

operacoes em W e o proprio W é um espaco vetorial com as operagoes induzidas.

Se vy, ...,v, € V dizemos que vy, ..., v, sao linearmente independentes se a equagdo
vetorial Y, oyv; = 0, o € K € satisfeita apenas para os escalares oy = ay = ... = o, = 0.
Caso contrario dizemos que vy, ...,v, sdo linearmente dependentes. Usamos simbolica-
mente L.I para linearmente independentes e L.D para linearmente dependentes. Por
exemplo, e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1) sao L.I em K.

Se uy, us, ...,u, € V entao € facil vericar que

W = {Zaiui:ai e K,i= 1,...,r}

i=1
¢ um subespaco vetorial de V', o qual chamaremos de subespago gerado por uq,...,U,.

Denotaremos esse espago por,

W = <U1, ...,UT> .

Se um conjunto (ordenado) vy, ...,v, € V for L.I e tal que (vy,...,v,) =V dizemos

que vy, ..., v, € uma base de V. Por exemplo, €4, ...,e, € uma base de K™.

Definicao 1.3.2. Dizemos que um espaco vetorial V' sobre K € finitamente gerado se

possuir um conjunto gerador finito.
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Proposicao 1.3.1. Seja V um K-espago vetorial finitamente gerado nao nulo e assuma
que {v1, ..., vy} seja um conjunto gerador de V. Entao todo conjunto L.I de vetores de V/

tem no mdximo m elementos.

Demonstragao Vamos mostrar que todo conjunto de elementos de V' que con-
tenha mais do que m vetores é L.D. Para tanto, seja A = {uy,...,u,} €V com n > m.
Observe que, como {vy,...,v,,} é um conjunto gerador de V', entdo existem escalares

a;; € K tais que para cada j = 1,...,n,

m
U; = Q01 + ...+ A jUm = Zaiﬂ)i.
=1

Assim, se \q, ..., \, sdo escalares quaisquer em K, teremos

MU + ..o+ Ay, = Z Ajuj = Z Aj <Z Oéij”i) =
j=1 j=1 i=1

n m m n
=D Nagvi = | D Ao | vi.
j=1li=1 i=1 \j=1

Vamos analisar a situacdo em que 7 ; Aja;; = 0, para cada ¢ = 1,...,m.

Para tanto, consideremos o sistema

0411/\1 + ...+ an/\n =0
: (1.1)
O[ml/\l + ...+ amn)\n =0

nas incégnitas Ay, ..., A, e com coeficientes a;; € K. Como o niimero de equacoes de (|1.1)
é estritamente menor do que o nimero de incégnitas, segue que (1.1) tem uma solugao

nao nula, isto é, existem v, ..., 7, € K, nao todos nulos, tais que
n
> e =0
=1

para ¢ = 1,...,m. Portanto, yiu; + ... + V,u, = 0 com 71, ...,7, nao todos nulos, o que

implica que {uy,...,u,} é L.I.
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Corolario 1.3.1. Seja V um K-espaco vetorial finitamente gerado nao nulo. Entdao duas

bases quaisquer de V' tém o mesmo numero de elementos.

Demonstragao: Sejam B e B’ duas bases de V. Como é finitamente gerado,
decorre da Proposicao|l.3.1{que B e B’ sdo finitas com, m e m’ elementos respectivamente.
Considerando B como conjunto gerador de V e B’ L.I segue da Proposicao que
m’ < m. Por outro lado, considerando B’ como conjunto gerador e B L.I, teremos

m < m’. Dai segue que m = m/'.
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2 Polinomio em uma variavel

2.1 Definicao e exemplos

Definicao 2.1.1. Seja K um corpo qualquer. Chamaremos de um polinomio sobre K em

uma indeterminada x a uma expressao formal

p(z) =ao+ a1z + ... + apax™ + ...,

onde a; € K,Vi € N e dn € N tal que a; = 0,Vj > n.

Dizemos que dois polinémios
px) =ay+az+ ... +a,x™ + ..
q(z) = by + by + ... + ™ + ...
sobre K sao iguais se, e somente se a; = b; em K,Vi € N.

Se p(x) = 04+0z+...4+0z™+..., indicaremos p(z) por 0 e o chamaremos de polinémio
identicamente nulo sobre K. Assim um polinémio p(z) = ag + a1z + ... + @™ + ... sobre
K é identicamente nulo se, e somente se a; =0 € K,Vi € N.

Se a € K indicaremos por a ao polinémio p(x) = ag + a1z + ... + a,2™ + ... onde a9 = a,

e a; = 0,Vi > 1. Chamaremos ao polindémio p(z) = a,a € K de polindmio constante a.

Exemplo 2.1.1. Sdo exemplos de polinomios constantes no corpo dos reais,

3
de modo geral, p(x) =k, com k € R.

Sep(x) =ao+a1x+ ...+ a 2"+ ... € tal que a, # 0 e a; =0,Yj > n dizemos que
n € o grau do polindmio p(x) e nesse caso indicaremos p(x) = ag + a1 + ... + a,z™, € o

grau de p(z) por Op(x) = n.

Exemplo 2.1.2. No polinomio p(x) = x* — 1023 + 2422 + 10x — 24, note que o termo que

possui um maior expoente é x*. Portanto o grau deste polindmio € 4.
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Vamos denotar por K[z] o conjunto de todos os polinémios sobre K, em uma
indeterminada x. Observe que nao estd definido o grau do polinomio 0, e O pode ser

interpretada como uma fungdo do conjunto de todos os polinémios nao nulos no conjunto
N. Assim,
0:Klz]-{0} — N
p(z) — Op(x)=grau de p(x)

Agora vamos definir duas operagoes no conjunto K[z|. Sejam
p(r) = ag+ a1z + ... + apa™

q(x) =by+ brx + ... + ba”

dois elementos do conjunto K|x|. Definimos

p(z) +q(z) = oz + ... + cpa®,

onde ¢; = (a; + b;) € K, e

p(2) - q(z) = co + ... + e,

onde ¢y = agbg, c1 = agby + a1bg, ca = agbs + a1by + asby, ...,cr. = agby + a1bp_1 + ... +
aj—1b1 + apbg com k € N.

n m-+n

Observe que a definicio acima de produto provém da regra x™ - x™ = x e da
propriedade distributiva. Convencionam-se também as regras 2° = 1 e x' = x. Note que
K[x] é um dominio de integridade, onde o polindmio 0 é o elemento neutro de K[z| e o
polinémio constante 1 € a unidade de K|x]. Observe que se identificarmos os elementos

a € K com os polinomios constantes p(x) = a podemos pensar em K|z| contendo o corpo

K.

2.2 O algoritmo da divisao

Teorema 2.2.1. (Algoritmo da Divisao) Sejam f(x),g(x) € Klx] e g(x) # 0. Entao

existem unicos q(x),r(z) € Klz| tais que:

onde r(z) =0 ou Or(x) < dg(x).
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Demonstracao: Seja f(x) = ag+ a1z + ... +a,z" e g(x) = by + byx + ... + by a™,
com (9g(x) =m).
Existéncia:
Se f(z) = 0 basta tomar ¢(z) = r(z) = 0. Suponhamos f(z) # 0. Assim df = n. Se
n < m basta tomar ¢(xz) =0 e r(z) = f(z). Assim podemos assumir n > m. Agora seja

fi(z) o polinémio definido por

f(@) = anby'a" ™ - g(x) + fi(2).

Observe que Jf;(z) < df(x). Vamos demonstrar o Teorema por indugdo sobre df = n.

Sen=0,n>m = m =0 e portanto f(x) = ag # 0,g(x) = by # 0 e teremos,

f(@) = aoby ()

e basta tomar q(z) = agby* e r(z) = 0. Pela igualdade f,(z) = f(z) — a,b,'a" "g(z) e
Ofi(z) < df(xz) = n. Temos pela hipdtese de indugao que: existem ¢ (x),r;(x) tais que:

fi(x) = q(x) - g(x) + (),

onde r1(z) = 0 ou 9ry(z) < dg(x). Dai segue imediatamente que:

f(@) = (a1(2) + anby, 2" ™)g(x) + r1(z)

e portanto tomando ¢(z) = ¢1(x) + a,b,,' "™ e r1(x) = r(x) provamos a existéncia dos

polinémios ¢(z) e r(z) tais que f(z) = ¢(x) - g(z) + r(x), e r(x) = 0 ou Ir(x) < dg(x).
Agora vamos provar a unicidade. Sejam ¢1(x), g2(z), m1(x) e ro(z) tais que:
f(@) = q(@) - g(x) + ri(z) = g2(x) - g(x) + r2(2),

onde r1(z) = 0 ou Or;(z) < dg(x),i = 1,2. Dai segue:

(@1(2) = ¢2(2)) - g(2) = 7a(2) = (7).

Mas se ¢1(z) # g2(z) o grau do polindémio do lado esquerdo da igualdade acima é
maior ou igual ao dg(z) enquanto que o d(r2(x) —ri(x)) < dg(x) o que é uma contradigao.

Logo ¢1(x) = g2(x) e dai segue
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Exemplo 2.2.1. Determine q(z) e r(x) tais que:

f(x) = q(z) - g(x) +r(z)
onde r(x) =0 ou Or(z) < dg(x) e f(z), g(x) € Rlz].

fl)=a23+32>—x—-3eg(zx)=2—-1

( 3 + 322 —x—3):(m—1):x2+4x+3

—x® +2?
42 —x
—42% 4 4z
3r—3
—3r+3
0

f(x) = q(z) - g(x) + r(z)
(2° 432 —2x—3) = (2* + 42+ 3) - (x — 1) + Oz.

2.3 ldeais principais e maximo divisor comum

Teorema 2.3.1. Todo ideal de K[x] é principal.

Demonstracao: Seja J um ideal de Kz|. Se J = {0} entdo J é gerado por 0.
Suponhamos que J # {0} e escolhemos 0 # p(x) € J tal que dp(x) seja o menor possivel.
Se p(z) = a # 0 entdo 1 = a™' - a € J e assim segue imediatamente que J = K[z] é
gerado por 1 € K[z]. Suponhamos entdao dp(z) > 0. Como p(z) € J, claramente temos
Kx] - p(x) C J. Agora vamos provar que J C Klz| - p(z). De fato, seja f(x) € J. Pelo
algoritmo da divisdo temos que existem ¢(z), r(z) € K|[z] tais que f(z) = q(x)-p(z)+r(x)
onde ou r(x) = 0 ou Or(z) < dp(x). Agora, como f(z),p(x) € J segue imediatamente
que r(xz) = f(x) — q(z) - p(z) € J e pela minimalidade de nossa escolha do polinémio

=0

p(z) € J segue que r(x) e portanto temos f(z) = q(z) - p(z) € K[x] - p(x).

OJ

Definigao 2.3.1. Sejam f(x), g(x) € K|x], com g(x) = 0. Dizemos que g(x) divide f(x)
em K(x) se existe h(z) € Klx] tal que,
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Se g(xz) € um divisor de f(x) em K[z] escrevemos g(x) | f(z) em K|z].
Definicao 2.3.2. Se f(z) = ap + a1 + ... + a,x™ é um polindmio ndo nulo de K|[z| tal

que a, = 1 dizemos que f(x) é um polinémio ménico em K|x].

Definigao 2.3.3. Sejam f(x), g(z) polindmios ndo nulos em K[z| e seja d(z) € K|x] um
polinémio monico tal que d(x) divide f(x) e g(x) e se h(z) € K[z] € tal que h(z) divide
f(z) e g(z), entao h(x) divide d(x). A este polinomio d(z) chamamos de mdzimo divisor

comum de f(z) e g(x). Se d(x) =1, entdo f(x) e g(x) sao primos entre si.
Teorema 2.3.2. (Existéncia de M.D.C). Sejam p,(x),...,pm(z) € Klz] — {0} e seja o
ideal J = Klx] - p1(x) + ... + K[z] - pm(x) de Klz] gerado pelos polindmios ndo nulos
p1(2), .y pm(z). Se d(x) € K[x] € tal que J = K|[z] - d(z) entdo sio vdlidas as sequintes
propriedades:
(i) existem ri(x), ..., (z) € K[z] tais que
d(x) =ri(z) pi(x) + ... + r(T) - p(T);
(i) d(x) é um divisor comum de py(z), ..., pm(T);
(7ii) Se h(x) é um divisor comum qualquer de pi(x), ..., pm(x), entao h(z) é também um

divisor de d(x).

Demonstragao:(i) Decorre da igualdade

Klfz]-d(x) = K[z] - p1(x) + .. + K[2] - pm(2).
(17) Sejai € 1,....,me K[z|-d(z) = K|z] - p1(x) + ... + K[z] - pm(x) temos que,

pi(z) € K[x] - pi(z) C Klz] - p1(x) + ... + K[z] - pm(x) = K[z] - d(x)

e portanto existe r;(x) € K[x] tal que p;(z) = r;(z) - d(x), isto é, d(x) é um divisor de
cada p;(x), com i =1,...,m.

(77i) Seja h(x) um divisor comum em K[x], de p1(x), ..., pm(x), isto é, existe r;(x) € K|[z]
tal que p;(z) = r;i(x) - h(x), com i = 1,...,m.

Assim,

Klz] - pi(z) C Klz]-h(x),Viel,..,m

e dai segue que,

Kla]-d(z) = Klz] - pi(2) + ... + Kz - pm(z) € Kla] - (),

ou seja, existe r(z) € K[z| tal que d(z) = r(x) - h(z).
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2.4 Polinomios irredutiveis e ideais maximais

Definigao 2.4.1. Seja f(z) € K|x] tal que Of(z) > 1. Dizemos que f(x) é um polindmio
irredutivel sore K se toda vez que f(x) = g(x) - h(x), com g(z), h(z) € K[x] entdo temos
g(x) = a constante em K ou h(x) = b constante em K. Se f(x) for nao irredutivel sobre

K dizemos que f € redutivel sobre K.

Exemplo 2.4.1. O polinémio p(z) = 2*> — 3 € Q] € irredutivel em Q[z], porém p(x) =

2?2 — 3 € redutivel em R|x], pois,

2 —3=(z+V3)(x —V3), com V3 eR.

Exemplo 2.4.2. O polinomio p(z) = x* + 3 € irredutivel em R[z], mas é redutivel em

Clx], pois,

2?4+ 3 = (z+V3i)(x — V3i),comi=+—1 e V3ieC.

Teorema 2.4.1. Sejam K um corpo e p(z) € K[z]. As seguintes condigoes sao equiva-

lentes:

(i) p(x) € irredutivel sobre K.

(ii) J = Klz|-p(z) € um ideal mazimal em K|z].

(ii7) KJm ¢ um corpo, onde J = Klz] - p(x).
Demonstragao: Vamos mostrar que (i) < (i7).

(1) = (4i): Suponhamos p(x) € K|[z], com p(x) irredutivel sobre K e seja J = K|z|-p(z) =
{9(z) - p(x); g(x) € K[z]}. Como grau p(z) > 1 temos imediatamente que J # KJz]|. Se
I = Klz] - h(z) é um ideal de K|z| tal que I O J vamos provar que I = J ou [ = K|z].
Assim, p(z) € K[z] - p(x) C Klz] - h(z) nos diz que, p(z) = g(z) - h(z) para algum
g(x) € K[z]. Como p(x) é irredutivel temos que g(x) = a € K — {0} constante ou
h(z) =b € K — {0} constante. Se g(x) = a # 0 constante temos que h(z) = a~'-p(z) e
portanto [ = K[z]-h(z) C Kz] -p(x) = J eistonos da I = J. Se h(z) = b # 0 constante
temos I = K|x] - h(z) = K|x] e isto termina a implicagao (i) = (ii).

(1) = (i): Seja J = K[z] - p(r) um ideal maximal em K[z]. Assim J # K[x] nos
diz que dp(z) > 1. Suponhamos g(z),h(z) € K|x] e p(x) = g(z) - h(x). Assim segue
imediatamente que J C I = K[x]-h(x) e como J é maximal temos que J = I ou I = K|z].

Se J = I segue que h(z) € J = Klz| - p(z) e isto nos diz que h(z) = f(x) - p(x) para
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algum f(z) € Klz|. Dai segue que p(z) = g(z) - f(z) - p(z). Como p(x) # 0 e Kz] é
um dominio de integridade teremos 1 = g(x) - f(z), isto é, g(z) € K[x] é um polinémio
invertivel em K[z|. Portanto temos imediatamente que g(z) = a # 0 é um polindmio
constante. Se I = K|z]| segue imediatamente que h(x) = b # 0 constante ou seja p(z) é
irredutivel sobre K.

(4¢) = (@it) Sai imediatamente do Teorema [1.1.2]

2.5 Fatorizacao (nica

Teorema 2.5.1. Seja K um corpo entdo todo polinomio f(x) € Klx] — {0} pode ser

escrito na forma,

f(@) = w-pi(z)..pm(z),

onde u € K — {0} e pi(x), p2(x), ..., pm(x) sao polinomios irredutiveis sobre K (nao ne-
cessariamente distintos). Mais ainda, essa expressio € unica a menos da constante u e

da ordem dos polinémios py(z), ..., Pm().

Demonstragao: Seja f(z) € K|x] — {0}. Vamos provar por indugdo sobre o
df(x) =n. Sen =0, f(xr) = u constante nao nula. Assim podemos assumir 0f(z) =n >
1. Vamos supor pela hipdtese de indugao que todo polinémio nao nulo de grau menor que
n pode ser escrito na expressao desejada e vamos demonstrar que f(z) também pode ser

escrito naquela expressao.

Suponhamos, por absurdo, que f(z) nao possa ser escrito como produto de irre-

dutiveis. Entao f(x) é um polinémio irredutivel sobre K. Assim, existem

g(x), h(z) € Kz], 1 <dg(z) <n,1 < 0h(x) <n

tais que

Agora, por inducao temos,

9(@) = a-pi(z)..pr(2x),a € K —{0} epi(z),...,p(2)

polindémios irredutiveis sobre K. Analogamente,
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M) =b- pria(2)..om(),b € K = {0} € pria(2), ... pm(2)

polinémios irredutiveis sobre K. Assim

fx)=u-p(x)..pm(x) =u" - q()...qs(),

onde u,u’ € k— {0} e p1(x),...,pm(x), q1(x)...qs(x) sdo polindmios irredutiveis sobre K.

Assim temos,

pi(@) | qu(2)...gs(2)

e daf segue que existe u; € K — {0} tal que ¢;(z) = u} - pi(x) (nesse caso dizemos que
¢i(x) e p1(x) sao associados em K[z]). Agora o Teorema segue por indugao sobre m. Se
m =1 e py(z) irredutivel temos que necessariamente s = 1 e p;(x) e ¢;(z) sdo associados
em Klz].

Suponhamos m > 1. De ¢;(z) = u} - p1(x) e sendo K[x] um dominio temos que:

- po(2)..pm(x) =" - u; - qr(x)...pi_1(x) - pig1(2)...ps()

e daf segue pela hipdtese de inducdo que m —1 = s —1 (isto é, m = s) e mais, cada ¢;(z)

esté associado com algum p;(x) através de uma constante, e isto termina a demonstragao.

0

2.6 O critério de Eisenstein

Proposigao 2.6.1. (Gauss). Seja f(x) € Z[z| tal que f(x) € irredutivel sobre Z entdo
f(z) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao: Suponhamos que f(x) seja irredutivel sobre Z, mas f(z) =
g(x) - h(zx), onde g(z), h(z) € Q[z] e 1 < dg(x),0h(z) < Of(x). Claramente existe inteiro
positivo m tal que m - f(z) = g1(z) - h1(x) onde g;(x), hy(z) € Zzx].
Assim temos,

g(x)=ag+az+..+a2",0; €7

hl(l') = bo -+ bll’ + ...+ bsl’s,bj € 7.

Suponhamos agora que p | m, com p primo. Vamos provar que p | a;, Vi € {1,....,7} ou

plb;, Vie{l, .., s}
De fato, se existe ¢ € {1,...,r} e existe j € {1, ..., s} tais que p{ a; e p{b; consideremos



Capitulo 2. Polinémio em uma varidvel 31

i e j menores possiveis com esta propriedade. Ora, como p | m temos que p divide o

coeficiente de '/ do polindémio m - f(z) = g1(x) - hy(x), isto é,

P | (boaH_j + blai+j_1 + ...+ bjai + ...+ bz-+j_1a1 + bz‘+j(l0).

Pela nossa escolha de ¢ e j temos que p divide cada parcela, exceto bja;, do coefi-
ciente de 27 de g1(x) - hi(z). Como p divide toda a expressdo segue também que p | b;a;
e como p é um nimero primo temos que p | b; ou p | a; que é uma contradicao.
Assim, se p primo, p | m = p | a;, Vi € {1,...,r} oup | b;, Vj € {1,...,s}. Sem perda
de generalidade, suponhamos que p | a;, Vi € {1,...,7}. Assim, g1(z) = p - ¢g2(x) onde

g2() € Zx], e se m = p-m; temos

p-mif(z) =p-ga(x) - h(z)
U
mif(z) = ga2(x) - hi().

Como o nimero de fatores primo de m ¢ finito, prosseguindo no argumento acima

(ou por indugao sobre o nimero de fatores primos de m) chegamos que:

f@) =g'(x) - I ()

onde,
g'(x) - W (x) € Z[z]

e g(z) e h(x) sdo multiplos racionais de g(z) e h(z), respectivamente, contradizendo a
irredutibilidade de f(z) sobre Z.

O

Teorema 2.6.1. (Critério de Fisenstein) Seja f(x) = ap+ a1z + ... + a,x™ um polindmio

em Z[x]. Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:

(i) ptan;
(“) p | ap, a1, Ap—1;
(iii) p* 1t ao.

Entao f(x) € irredutivel sobre Q.
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Demonstracao: Pela Proposigao anterior é suficiente provar que f(z) é irreduti-

vel sobre Z. Suponhamos por contradicao que,

Sejam,

g(x) =by+ bz + ... + ba" € Zlz], dg(x) =r e

h(z) =co+ 1o+ ... + c,a° € Zz], Oh(x) = s.
Assim n =r + s.

Agora by - cg = ag e assim p | by ou p | ¢g e como p? { ay segue que p divide apenas
um dos inteiros bg, co. Vamos admitir, sem perda de generalidade, que p | by € p 1 co.
Agora a,, = b, - ¢s é 0 coeficiente de x™ = "% e portanto p{ b, e p | by. Seja b; o primeiro
coeficiente de g(x) tal que ptb;.

Agora a; = by - ¢; + by - ¢i_1+ ... + b; - ¢g e portanto como p | by, ...,b;_1,p 1 b; e p1

co = pta; = 1=noqueéum absurdo pois 1 <i <r <n.
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3 Extensao algébrica dos racionais

O objetivo deste capitulo é construir corpos K, tais que Q C K C C. Para isso
vamos usar o processo chamado adjuncao de raizes de um polinémio. Ademais, vamos
apresentar alguns resultados que sdo muito importantes no desenvolvimento da Teoria de

Galois.

3.1 Adjuncao de raizes

Definicao 3.1.1. Um corpo L é dito uma extensao de um corpo K, se K for subcorpo de

L e denotamos por L D K.

Exemplo 3.1.1. O corpo R é uma extensdo do corpo Q, por sua vez C € extensdo de R

e de Q.

Definicao 3.1.2. Sejam L uma extensio de K e o € L. Dizemos que « € algébrico sobre
K se existe f(x) € Klz] — {0} tal que f(a) = 0. Caso o contrario dizemos que « €

transcendente sobre K.

Definicao 3.1.3. Sejam L uma extensdo de K. Dizemos que L é uma extensdao algébrica

de K se todo a € L ¢é algébrico sobre K :

Exemplo 3.1.2. O corpo R é uma extensio do corpo Q. Desde que \/2 é uma raiz do
polinémio f(x) = x> — 2, temos que /2 ¢ algébrico sobre Q. Note que i € C é algébrico
sobre Q pois € raiz de p(x) = x* + 1.

Exemplo 3.1.3. O corpo R é uma extensao do corpo Q. O numero real 7 € transcendente
sobre Q, uma vez que, ™ nao € raiz de nenhum polindmio em Q[z]. Por outro lado, ™ é

algébrico em R pois é raiz do polinémio f(z) =z —m € R|x].

Proposicao 3.1.1. Se a € K, entao « € algébrico sobre K.

Demonstragao: Basta tomar f(z) = x—a € K[x] e temos que f(a) = a—a = 0.

Logo « é algébrico sobre K.

OJ

Observagao 3.1.1. Se a € L D K definimos K|o] = {f(«) : f(x) € K[z]}. Ademais,

Kla] é um subdominio de L que contém K.
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Seja o € L algébrico sobre K e seja p(x) € K[z]|, moénico e de menor grau tal que
p(a) = 0. Pela minimalidade do grau de p(x) segue que p(z) é o inico polinémio moénico

irredutivel em K{z| tal que p(a) = 0, o qual serd denotado aqui por p(x) = irr(a, K).

De fato, seja p(x) € K[z, pelo algoritimo da divisdo existem g(x),r(z) € K|z],
tais que,

p(z) = f(2)g(x) + r(z),

com 7(z) =0 ou dr(x) < dg(z), como « é raiz de p(z) temos,

0=p(a) = f(a)g(a) + r(a)
= r(«a)
= r(«a)

Mas p(z) é o menor polindémio tal que aplicando « resulta em 0, assim, r(z) = 0,

dai,

Como p(x) é monico, isto significa que o coeficiente do termo de maior grau é 1,
logo f(z) =1 ou g(z) = 1, constante. E portanto p(z) é irredutivel em K[z]. E p(z) é

tunico, pois suponha que exista ¢(z) € K[z] tal que,

note que,

q(a) = 0 = p(a), entdo g(a) = p(a),

como ¢(x) e p(x) sdo moénicos e de menor grau, segue que,

Exemplo 3.1.4. Sejam R D Q e a = /2 € R vamos mostrar que

@[\/5]:{@+b\/§:a,be@}.

De fato, por definicio temos que,
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Agora, se f(x) € Qlz], segue pelo algoritmo da divisao que existem q(z) e r(x) €

Q[z] tais que,

f(z) = q(x)(z* = 2) + r(x), onde r(x) = a+ bz.

Para © = /2 temos que,

Como r(x) é da forma, r(z) = a + bx, temos
f(V2) =r(V2) = a+bV2,

com a,b € Q, Logo, Q[v2] :{a+b\/§:a,bEQ}.

Exemplo 3.1.5. Sejam R D Q e a = /2 € R. vamos mostrar que
Kla] = Q[V2] = {a+b\?’/§+c(\3/§)2 ta,b,c€ Q}.

Por definicao,

QV2] = {f(V2) : f(z) € Qla]}.

Pelo algoritmo da divisao temos que existem q(x) e r(x) € Q[z] tais que,

f(z) = q2)(@* = 2) + r(z), 7(2) = a+ bx + ca’

para r = \3/5, temos:

F(V2) = r(V2);

como r(x) é da forma r(z) = a+ bx + cx?, temos
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com a,b,c € Q.

Observagao 3.1.2. De modo geral, seja o = {/p € R, n inteiro maior ou igual a 2 e p
maior ou tgual a 2 um numero primo. Entao o € uma raiz real do polinomio x™ —p que €,
pelo critério de Fisenstein, irredutivel sobre Q. Assim x" — p = irr(a, Q) e temos, Q[q]

¢ um subcorpo de R contendo Q e mais ainda,

Q[a] = {CLO + a0+ ...+ OjnflOénil ta; € @,’l = O, ey — 1} .

Teorema 3.1.1. Sea € L D K eseV : K[x] — L € definida por V(f(z)) = f(«), entdo

U é um homomorfismo de corpos tal que:

(i) Im V¥ = Kla|, K C K[a| C L;
(7i) « é transcendente sobre K se, e somente se, ker(V) = 0;

(iii) Se a € algébrico sobre K e p(x) = irr(a, K), entdo ker(V) = K[z]-p(z) é um ideal

mazximal de K|[z|;

() Klx]/ker(¥) ~ Kla].

Demonstragao: Primeiro mostraremos que ¥ é um homomorfismo, para isso,

considere f(z), g(z) € K|[z]. Logo:
V(f(x) +9(x)) = ¥((f +9)(x)) = (f + 9)(a) = fla) +g(a) = ¥(f(z)) + V(g(z)),
V(f(x)-g(x)) =¥ ((f-9)(x) = (f-9)(a) = fla) - gla) = ¥(f(z)) - ¥(g(x)).

Portanto ¥ é homomorfismo.
Agora mostraremos os itens de (i) a (iv).
(1) Temos que

ImW = {f(e) : fla) = W(f(x))}
mas U estd definida em Kz], de modo que todo f(z) € K|z]. Dai,

ImV ={f(a): f(z) € K[z]},
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e por definigao, isto é K[a]. Logo, ImV = K[a]. Para vericar que K[a| contém K basta

tomar a fungao g(a) = a;,a; € K,i=1,2, ... .

(77) Seja
ker(V) = {f(z) € K[a] : ¥(f(x)) = 0} .
Como « é transcendente sobre K, seja f(z) € K|[x] — {0} com f(a) # 0. Mas ¥(f(x)) =
f(a) = ¥(f(x)) # 0. Portanto, somente o polindmio nulo anula a. Logo Ker(¥) = 0.

Reciprocamente, suponha Ker(¥) = 0 (onde 0 é o polinémio nulo), vem que, para todo
f(z) # 0 € K[z] tém-se,

W(f(x)) # 0.
Como V(f(z)) = f(«a), temos que,

07 W(f(x) = fla).

Deste modo, « é transcendente sobre K.

(17i) Como « ¢ algébrico sobre K ,entao ker(¥) # {0}. Considere entdo ker(¥) =
K[z] - p(z) um ideal em Klz]. Como p(z) é irredutivel sobre K, pelo Teorema temos
que ker(V) = K[z] - p(x) é um ideal maximal em K|x].

(1v) Segue pelo item (i) deste Teorema que ImWV = K|a] e agora é imediato do

Teorema item (iii) que
K[x]/ker(V) ~ K|a].

Corolario 3.1.1. Sejam L uma extensao de K e a € L. Entao:

(i) Se a é algébrico sobre K, entdo K[a] é um subcorpo de L que contém K.

(ii) Se av é transcendente sobre K entdo K|a] é um subdominio de L isomorfo ao dominio

K|[x] dos polinémios em uma indeterminada .

Demonstracao: (i) Tomemos um homomorfismo nas condigoes do Teorema|3.1.1}
ou seja, ¥ : K[x] — L definido por ¥(f(z)) = f(a). Suponha que é algébrico sobre K
e seja p(z) = irr(a, K) € K[z]. Pelo item (iii) do Teorema temos que ker(V) =

K[z] - p(x) é um ideal maximal e portanto,
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Klz]
ker(U)’
¢ um corpo. Agora pelo item (iv) do Teorema temos

K|[z]
ker(W)

donde segue que K[a] também é um corpo.

~ Kla],

(ii) Para provar que K[a] é um subdominio de L precisamos mostrar que K[«a] é subanel

e que nao possui divisores de zero.

Vamos primeiro mostrar que K[a] é subanel, para isto, considere f(«a),g(a) €
Kla].
Note que,
1) f(a)g(a) = (fg)(e) € K[a].
2)f(a) - g(a) = (f - 9)() € Kla].

Agora, observe que K[a| ndo possui divisores de zero, pois
f(@)-g(@) =0= f(a) =0 ou g(a) =0,
como « ¢é transcendente sobre K|a], vem que
fla) =0(e) ou g(a) = 0().
O

Corolario 3.1.2. Se L ¢ uma extensio de K e se a, B € L sdo raizes de um mesmo

polinéomio irredutivel sobre K, entao K[a| e K[f] sao corpos isomorfos.

Demonstragao: Por hipétese, p(x) = irr(a, K) = irr(5, K). Agora, pelo item (iii) do
Teorema [3.1.1], obtemos

J = Klz] - p(),
e por (iv) temos K[a] ~ K}x] e da mesma forma K}I] ~ K|[3]. Logo
Kla] = K[f]

O

Proposigao 3.1.2. Seja L uma extensio de K e a € L algébrico sobre K. Se o grau do

polinémio irr(a, K) én, entdo:
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(i) Qualquer f(z) € Kz, f(a) pode ser expresso de modo unico na forma, f(a) =

ap +ara+ ... +a,_1a" ', onde a; € K.
(ii) K[a) ={ap+ ara+ ...+ a,_ 10" :a; € K} € um subcorpo de L que contém K.
(iii) Se K =7, entao K[a] é um corpo contendo exatamente p™ elementos.

Demonstracao: Seja p(x) = irr(«a, K). Por hipétese, Op(x) = n.
(i) Se f(x) € K[z] entao pelo algoritimo da divisdo existem ¢(z),r(z) € K|z] tais que

f(z) =q(z) - p(x) +r(z), onde r(x)=0 ou IOr(z)< dp(x).

Assim r(z) = ap + a1z + ... + a,_ 12" ' onde a; € K,i=0,1,....,n — 1.

Agora temos,

fla) = q(a) - p(a) + r(e),

e como p(a) = 0 segue que f(a) =r(«) ou seja, f(a) =ap+ ara+ ... + ap_1a™ .

Para demonstrar a unicidade da expressao temos que:
se f(a) =ap+aa+...+a, 10" =by+ba+..+b, 10" a, b e K,Viel,..,n—1.

Entao segue que o polindmio ¢(z) € K|[z], onde

q(z) = (a0 — bo) + (a1 = b)x + ... + (@1 — bpy)z"

é tal que g(a) =0 e 0q(z) < n = dirr(a, K). Assim ¢(z) = 0 e daif segue

a; = bZ,V’l € 1,...,77,— 1.

(ii) Primeiro vamos mostrar que K[a] = {ag + aja + ... + ap,_1a" "' 1 a; € K}. Por defi-
nigdo Kla] = {f(«a): f(z) € K[z]|}, agora pelo item (i) desta proposicao f(a) pode ser
expresso de modo tnico na forma f(a) = ag + a1 + ... + a,_1a""!, onde a; € K, daf

temos
Klo] = {f(e) : f(z) € K[a]} = {ao + ma+ .. + ap10" " 10 € K}

O fato de KJa] ser um subcorpo de L que contém K segue diretamente do item (i) do
Corolario B.1.1

(iii) Para demonstrar este item basta observar que pelos itens anteriores temos:

Zyla] = {ao +aa+ ... Fa,_ 10" a; € Zp} )
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Assim existe uma correspondéncia bijetiva entre Z,[a] e o conjunto de todas as

n-uplas (ag, a1, ..., a,—1) onde cada a; € Z, = {0,1,...,p — 1}.

Exemplo 3.1.6. Considerando a Observacio por exemplo,

Q c Q[v2] = {a0+a1\/§:a0,a1 € @} CR,
Q C Q[V2) = {ao + a1V2 + a2(V2)* : ap, 41,02 € Q} C R,
QC Q[v3] = {ao + a1V/3 + az(V3)? + as(v3)? : ag, ay, as, as € @} CR,
siio extensées do corpo Q.

Agora se 8 é uma raiz ctibica complexa de 2 e § # R, temos que,

QcQV2cRQcQplcC
Mais ainda, pelo Corolario , Q[v/2] ~ Q[p] pois v2 € R e B € C sao raizes do mesmo

polinémio irredutivel z3 — 2 sobre Q.

3.2 Corpo de decomposicao de um polindomio

Considere K um subcorpo de C. Como C é um corpo algebricamente fechado, ou
seja, para qualquerf(z) € C[z] existe o € C tal que f(a) = 0. Assim, se f(z) € K|z]
é um polindémio de grau n > 1 e ay, as, ..., @, sdo todas as distintas raizes de f(z) em C

temos que,

flx)=c-(z—ay)™...(x — )™
em C[z] onde ¢ € K e r, myq,...,m, sdo inteiros positivos.

O inteiro m; chama-se multiplicidade da raiz «;. Se m; = 1 dizemos que «; é
uma raiz simples de f(z). Se f(z) = ag + a1z + ... + a,2" € Klz| definimos f'(z) =
ay + 2asx + ... + na,a" ' € Kx] o qual chamamos de derivada de f(z). Observe que se
Of(z) =n > 1entao f'(z) #0e df'(zx) =n— 1.

Se f(x),g(z) € K[x] e a € K segue as seguintes regras:

(f(2) +9(x))" = f'(z) + 4 (z),

(a-f(x)) =a- f(z),
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Proposicao 3.2.1. Sejam f(x) € Klz|,0f(xr) =n > 1 e a € C é uma raiz de f(x).
Entao:
(i) « é raiz simples de f(x) se, somente se, f(a) =0 e f'(a) # 0.
(i) Se f(x) € irredutivel sobre K entao todas as raizes de f(x) sao simples.
Demonstragao: (i) Se a € C é uma raiz de f(x), com multiplicidade m > 1

temos que f(x) pode ser fatorado em C|x] como, f(z) = (z —a)™-g(x), onde g(z) € C|z]
e g(a) # 0. Sendo assim:

fl@) =m(x—a)" " g(z) + (z — )™ ¢'(2).

Para m = 1, temos que

f(@) = (z = a)g(z) = fla) = (@ = a)g(a) = f(a) = 0-g(a) = 0.

f'(a) = g(@) + (o = @)g'(a) = g(@) # 0.

Reciprocamente, sendo f(z) = (z—a)™-g(z) e f'(z) = m(z—a)" - g(z)+ (z—a)"g (z).
Observe que f'(a) =0 < m > 2, logo

f(@) =m(z—a)" " g(z) + (z — a)"g'(x)

= fi(@) =m-0-g(x) + (@ = a)"g'(a) = 0

Mas por hipétese f'(a) # 0. Logo, m = 1. Donde « ¢é raiz simples.

(ii) Se f(x) € K[z] é um polindémio irredutivel em K e o € C é uma raiz de f(z),
de multiplicidade m, queremos provar que m = 1. Seja p(z) = irr(«a, K), entdo pelo
algoritmo da divisao existem polinémios ¢(x), r(x) € Klz| tais que, f(z) = q(x)-p(z)+r(x)

com 7(z) =0 ou dr(x) < dp(x). Como « é uma raiz de f(z) vem que,

0= f(a) =q(a)  pla) +r(a)
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r(a) = f(a) — q(a) - p(a) = 0 = r(a) = 0.

Como p(z) é o polindmio de menor grau que aplicando « resulta em zero, temos que
r(z) = 0. Dal,

f(z) =q(x) - p(z).

Mas, f(x) é irredutivel, assim, ¢(z) =a € K e

F(x) = a-p(x).

Se m > 1 pelo item(i) desta Proposi¢ao tém-se,

flla)=a-p(a)=0=p(a)=0

Mas isso contradiz a minimalidade do grau de p(z), ja que

Op'(x) < Op(x).

Assim, m = 1 e por definigdo « é raiz simples de f(x).

O

Defini¢ao 3.2.1. Chamamos corpo de decomposigdo de um polinomio f(x) € K|x]
sobre K, que denotaremos por L = Gal(f, K) ao menor subcorpo de C que contém K e

todas as raizes de f(x) em C.

Observe que tal menor subcorpo existe e é igual a intersecao de todos os subcorpos
de C contendo K e todas as raizes de f(x) em C. Sejam f(x) € K[z] e ay, ..., a, as distintas

raizes de f(z) em C. Vejamos como definir de um modo construtivo o Gal(f, K).

Consideremos,

K() =K C Kl = K[ozl] C K2 = Kl[OéQ] C...C Kr = Kr—l[a/r]-

K, é o menor subcorpo de C contendo K e ay, ..., a, e portanto K, = Gal(f, K). Deno-
tando K, = Koy, ..., a,] temos Gal(f, K) = K|, ..., a,]. E imediato que qualquer que
seja a ordem em que pegamos as raizes a, ..., a, ainda assim esse processo nos levaria ao

Gal(f, K). A esse processo chamamos de adjungio de raizes.

Exemplo 3.2.1. Vamos construir o corpo de decomposicio de f(z) = 2° — 2 € Qlx].

Primeiramente note que o = v/2 € R ¢é raiz de f(x), pois



Capitulo 3. FEztensdo algébrica dos racionais 43

f(32)= (2P —2=2-2=0.

Agora observe que

1 3
B=V2- |-+ £z eC
2 2
é raiz compleza de f(x), onde w = —% + ?z ¢ uma raiz cubica complera da unidade. De
fato,

dai,

E mais B = \3/5(—% — ?z) ¢ raiz de f.
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Logo, as trés raizes distintas de f(z) = 2°—2 em C sdoa = /2, B = /2 (—% — @z) e =

/2 (—% — §@> Entao :

Gal(z® — 2,Q) = Qla, 8, 8] = Q|a, 4.

Exemplo 3.2.2. Consideremos o polinémio f(x) = x* —2 € Q[z]. As suas quatro raizes

em C sdo

91 = \4/57 92 = \4/527 93 = _6/57 94 = _\4/§2a
e Q(v/2,1) € o seu corpo de decomposicao.

Definigao 3.2.2. Seja K um corpo. Um automorfismo de K é um isomorfismo f : K —

K. O conjunto dos automorfismos de K serd denotado por AutK.

Proposicao 3.2.2. Seja L O K é uma extensao de K, onde K é um subconjunto de C.

Considere o sequinte conjunto:
Autig L = {o € AutL : o(a) = a,Va € K}.

Seja f(z) € K[z] e « € L uma raiz de f(x) em L, entao o(a) € também uma raiz de f(x)
em L, Vo € Autk L.

Demonstracao: Seja o € L é uma raiz de f(z), tem-se que f(a) = 0. Note que,
o(a) =, pois o(a) € AutL

e mais ainda,
flo(@)) = fla) =0= f(o(a)) =0

Isto nos diz que o(«@) é uma raiz de f(x) € K|[x].

3.3 Grau de uma extensao

Sendo L uma extensao de K, considere a adicdo em L e o produto por escalar

+:LxL—=1L
(,B) = a+p
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K xL—=L

(o, ) — azx.

Temos que L munido dessa adi¢ao e desse produto por escalar é um K-espaco vetorial. A
dimensao de L visto como K-espago vetorial é chamada de grau da extensdao L sobre K e

denotamos por [L : K.

Uma extensao L de K é dita extensao finita se tem grau finito. Caso contrario,

dizemos L D K é extensao infinita.

Exemplo 3.3.1. O corpo C wvisto como espaco vetorial sobre R tem dimensdo 2, pois

{1,i} € base desse espago vetorial. Assim, C é uma extensdao de grau 2 sobre R, ou seja,
C:R]=2.

Proposicao 3.3.1. Seja K um corpo e L O K uma extensao de K. Entdo:

(a) Se L D K € finita, entdo L D K € algébrica;

(b) Se o € L D K € um elemento algébrico sobre K e o grau de irr(a, K) € igual a n
entdo {1,q,...,a" '} é uma base do espago vetorial K|a] sobre K e [K[a] : K] =

n < oo;

(¢c) Se a« € L D K € um elemento transcendente sobre K, entio Kla] DO K é uma

extensao infinita.

Exemplo 3.3.2. R ¢ uma extensao de Q de grau infinito.(m é transcendente).

Demonstracao: (a) Suponha [L : K| =m < oo ea € L D K, como K[a] um
subespago de L segue que [Ka] : K] < m < oo . Se [K[a] : K] = n entdo o conjunto
{1,a,...,a"} é L.D., pois n é o nimero maximo de elementos L.I., e portanto existem

escalares ag, ay, ..., a, € K nao nulos tais que

ag+ a1+ ... + a,a” =0,

e isso signica que « é algébrico sobre K, pois anula o polinémio p(x) = ag+az+...+a,x" €
K|x].

(b) Seja @ € L D K um elemento algébrico sobre K tal que grau de irr(a, K) = n.
Mas pela Proposicao , todo elemento de K[a| pode ser escrito de modo tinico como
combinagao linear sobre K de 1,q,...,a" !, Assim, {1, q,...,a” '} é uma base de K|a]
sobre K. Logo, [K|a] : K] =n.

(c) Segue de imediato do item (a)
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Vejamos um corolario que decorre desta proposicao.

Corolario 3.3.1. Sejo o € L D K. Entdo, as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) « € algébrico sobre K ;
(i7) [K[a] : K] < o0 ;

(iii) Kla] é uma extensdo algébrica de K.

Demonstracao: (i) = (i) Note que se @ € L D K ¢é algébrico sobre K, entao
existe p(x) € Klz] tal que p(a) = 0. Seja f(x) = irr(a, K), com df(x) = n, pela
minimalidade do grau de f(z) e por resultado da Proposi¢ao [3.3.1] item (b) temos que,
{1,a,...,a" '} é uma base de K|[z] e [K[a] : K] =n < .

(i4) = (i) Suponha [K[a] : K] = n < co. Entdo pela Proposicao [3.3.1] item (a) temos
que K[a] é uma extensao algébrica de K.

(77i) = (i) Sendo K [a] uma extensao algébrica sobre K, por definigdo « é algébrico sobre
K.

O

Proposigao 3.3.2. Sejam M D L D K corpos tais que [M : L] e [L : K] sdo finitos
entao [M : K| € finito e [M : K| =[M : L]-[L: K].

Demonstragao: Suponha M sobre K finita. Temos que L é um subespaco do
K-espago vetorial M. Logo, [L : K| é finita. Considere  uma base de M sobre K.
Temos que (3 é finita e que [ gera M também como L-espago vetorial. Logo, [M : L]
¢ finita. Suponha agora [M : L] e [L : K] finitas. Sendo [M : L] = m e [L : K] = n,
a={ay,...,a,} é base de M sobre L e v = {f, ..., 8.} é base de L sobre K. Tomemos

d={fioj:i=1,...n;5=1,...,m}.

Note que § é base de M sobre K. De fato, suponha x € M, entao

T =a10q + ... + Ay, com a; € L,

como 7 ¢ base de L sobre K, temos aj = A\ 31 +... + A3, com \;; € K parat=1,...,n
e j=1,..,m. Logo, x é combinacao linear dos elementos de § com coeficientes em K.
Assim, § gera o K-espaco vetorial M. Suponha agora, \;; € K,i=1,...,nej=1,...m

tais que
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n

i Z /\ijﬁiaj = 0.

j=1i=1

Temos que

()\1161 + ...+ )\nlﬁn)Oél + ...+ (Almﬁl + ...+ Anmﬁn)am = 0,

como « é L.I sobre L, devemos ter (Ay;51 + ... + A\pj3,) = 0 para todo j = 1,...,m. Como
v € L.I sobre K, devemos ter \;; = 0. Assim,

M :K|=m-n=[M:L][L: K]

O

Corolario 3.3.2. (a) Se Q¢ = {a € C: « algébrico sobre Q} entdo Q € subcorpo de C e
¢ uma extensdao algébrica infinita de Q;

(b) Se Qp = {a € R: « algébrico sobre Q} entiao é um subcorpo de R e é uma extensao

algébrica infinita de Q.

Demonstragao: (a) Por definicdo Q é um subconjunto de C e contém Q. Mos-
tremos que Q¢ ¢ um subcorpo de C. Para isso é suficiente provarmos as seguintes trés

propriedades:

(i) a,6€Qc = a— e Qg;
(i) o, B € Qc = a- B € Qg;
(iii) 0 # € Q¢ = + € Qc.

Vamos demonstrar simultaneamente (i), (ii), e (iii). De fato, seja K = Qo] e

L = K[p]. Como « é algébrico sobre Q segue pelo Corolario que [K : Q] < o©

Agora sendo 3 algébrico sobre Q, § também ¢é algébrico sobre K e dai pelo mesmo
Corolério segue que [L : K| < oo . Pela Proposigao , temos que

[L:Q] =[L: K]-[K:Q],

segue que [L : Q] < oo e pela Proposigao temos que L D Q é uma extensao algébrica.
Agora o resultado segue o =3 € L, a-f € Le é € L se a # 0. Logo Q¢ é uma extensao
algébrica sobre Q. Agora se o; = V2 e Ky = Q, K; = Q[ay), ..., K; = K;_1|oy] temos que
M = U2, K; é uma extensao algébrica infinita de Q e M C Qp C Qc.

(b) Basta observar que Qr = Q¢ NR. De fato Qg = {a € R : a algébrico sobre Q} temos
BEQ:NR=€Qc={B¢eC:pjéalgbbrico sobre Q} e B € R implica que f € R e 3
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é algébrico sobre Q, assim, 3 € Qg, ou seja, 3 € R e 3 é algébrico sobre Q. Como R C C,
podemos tomar 3 € Q¢ e daf segue 8 € Qe NR e também M = U2, K; C Q.

O

Corolario 3.3.3. Seja K D Q tal que [K : Q] = m e p(x) € Q[x] um polindmio irredutivel
sobre Q tal que Op(z) =n. Se M.D.C.(m,n) =1 entao p(x) é um polindmio irredutivel
sobre K.

Demonstragao: Seja o € C uma raiz de p(z). Considere agora os corpos Q[a] C
K[a] e suponhamos que [K[a] : K| =17 e [K[o] : Q[a]] = s. Como dp(x) = n e p(x) é
irredutivel e p(x) € Q[x] sobre Q segue que [Q[a] : Q] = n e [K|a] : K] =r = n. De fato,
pela Proposicao segue que n s =m-r e como M.D.C.(n,m) =1 vem que n | r.

Mas r < n nos diz que n = r e assim p(z) é também irredutivel sobre K.

Corolario 3.3.4. Seja L = Gal(a2? —2,Q). Entao [L:Q]=p-(p—1).

Demonstracao: De fato, sabemos que L = Gal(z? — 2,Q) = Q[a, u] onde

2 2
a=vV2cR e u:<cos7r+isin7r>E(C
p b

é uma raiz p — ésima da unidade tal que 1, u, u?, ..., uP~! nos dao todas as distintas raizes

p — ésimas da unidade em C (por isso u diz-se uma raiz primitiva da unidade). Agora
pela Proposigao [3.3.2]

Pelo critério de Eisenstein temos [Q[a] : Q] = p. Agora se K = Q[a] temos
L = K[u] > K D Q. Ainda por Eisenstein temos que u ¢ a raiz de 2P~ ! + 2P 2+ ...+ 2 +1
que é polindmio irredutivel de grau p—1 sobre Q. Como [K : Q] =pe M.D.C.(p,p—1) =1
temos pelo Corolario anterior que 2P~ + 2P~2 + ... + x + 1 é ainda irredutivel sobre K,

tendo u como raiz. Portanto [K[u] : K] =p — 1 e isto demonstra o Coroldrio pois

L=Klu|le K =Qa].

O

Teorema 3.3.1. Seja L D K D Q tal que [L : K| < oo . Entdo, existe u € L tal que
L = Klul.
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Demonstracao: A demonstragao serd por indugao sobre o grau [L : K] < co. Se

[L: K] =1 segue que L = K e o teorema é vélido trivialmente.

Suponhamos [L : K] > 1. Assim, existe oy € L,y ¢ K. Seja K1 = K|oy]. Se

K; = L o teorema estd demonstrado. Caso contrério, existe ay € L, ay ¢ K.

Seja Ky = Ki[ag] = Koy, as]. Como [L : K] < 0o conseguimos o, vy, ..., G, T >
2, elementos de L tais que, L = Koy, o, ..., ] e o & Klag, g, ...;051] = K 1, K, =
L2 K, 1 =Klag,a2,....;0,1] D ... D K1 = K[ay] D Ky = K. Como [K,_; : K] < o0
temos pela hipdtese de indugao que existe o € K,_; = Kla] e dal segue imediatamente
que L = K, = K|a,a,]. Chamando a, = € L temos L = Kla,5]. Agora vamos
mostrar que existe v € L tal que L = K[u].

Sejam p(z) = irr(a, K) e q(x) = irr(8, K) tais que dp(x) = m e dq(x) = n. Pela
Proposigao item (ii) segue que todas as raizes de p(x) (respectivamente ¢(x)) sdo

distintas em C.

Sejam a1 = @, Qg, ..., ,y, as raizes de p(x) em C e sejam 51 = 3, P, ..., B, as raizes

de ¢(x) em C. Vamos definir para j # i os seguintes niimeros complexos,

J#FL N = 5 56@
j

Como K é um corpo infinito entdo existe A € K talque A ¢ {\;; : 1 <i<m, 2<j<n}.
Agora seja u = a+ A\ € L e assim K[u] C L, vamos provar que de fato L = Kul].

Para isso vamos provar que «, 5 € K|u].

Seja F' = K[u] e seja h(z) = p(u — \x) € F[z], observe que

h(B) = p(u— AB) = plar + AB = AB) = p(a) = 0.

Mas f também ¢é raiz de ¢(x) € K[z] C F[z]. Portanto pelo Teorema (r —f) é um
divisor de d(x) = M.D.C(q(z), h(x)) em C[z]. Vamos de fato provar que d(z) = (z — ),
e para isso é suficiente provarmos que se d(f;) = 0 entdo j = 1 ja que d(z) | ¢(z), e q(z)

sO pOSSIll raizes Slmples.

Se d(B;) =0 e j # 1 teremos h(f;) = 0, ou seja, p(u — AS;) = 0 o que nos diz que
existe i, 1 <i<mtalque a; —a =\ —F;) = A= A~

B =B

= A = \;; contradizendo a

nossa escolha de \. Portanto = — 5 = d(z).

Agora se di(z) = M.D.C(q(x), h(z)) em F[z], entdo temos por F' C C que grau
de di(x) é menor ou igual ao grau d(x). Portanto se di(z) # d(x) teriamos que 1 =
M.D.C(q(x),h(z)) em F[z] mas entdo sugeriria que d(z) = 1 o que é um absurdo. Logo
dx) =x—p=M.D.C(q(x), h(z)) em Fz| e isto nos diz que § € F. Agora, « = u—\j €
Fpoisue F=Klul,pe FFAe K CF.
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O

Corolario 3.3.5. Seja L D K D Q tal que [L : K| < oco. Entao, [L: K] > |Autk L|(onde
|Aut i L| denota o nimero de elementos do conjunto Aut L = {f € AutL; f(A) = \,YA € K}).

Demonstracgao: Seja L D K D Q com [L : K| < oo. Entao pelo Teorema
existe, u € L tal que L = Ku].

Sendo a € AutkL e p(x) = irr(a, K) segue da Proposicio 3.2.2] que v’ = o(u) é
também raiz de p(z), com u € L. Ora K[| C Le [K[v]: K| =[L : K] = dp(z) nos
diz que L = K[u] = K[u']. Como o(a) = a,Ya € K, o fica completamente determinado
pelo valor v/ = o(u). Assim o ntimero |Aut L| é no méximo igual ao nimero de raizes u’
de p(z) que pertencem a L. Certamente esse niimero é no maximo o grau do polinémio
p(z) =irr(u, K), em que Op(z) = [L : K]
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4 Teoria de Galois Elementar

Neste capitulo provaremos o teorema fundamental de Galois para extensoes L O K

finitas tais que C D L D K D Q. Os resultados aqui apresentados se encontram no artigo
(OLIVEIRA; NEUMAN| 2014)

4.1 ExtensOes galoisianas e extensGes normais

Definicao 4.1.1. Seja L uma extensio de K. Se existe f(z) € K|z| tal que L = Gal(f, K),

dizemos que L D K é uma extensdao galoisiana.

Definigao 4.1.2. Seja L O K uma extensao algébrica. Dizemos que L D K ¢é normal
se para todo f(z) € K|z, irredutivel sobre K tal que possui uma raiz o € L, entao f(z)

possui todas as suas raizes em L.

Observacgao 4.1.1. Mostraremos no Coroldrio que se uma extensaio L O K € finita,

entdo ser extensdao galoisiana é equivalente a ser extensao mormal.

Exemplo 4.1.1. As raizes do polindmio x° — 2 sdo /2,6/2,62/2; onde € é raiz de
2>+ 2+ 1 (observe que & =1).

Assim

Q[¢, V2] = Gal(z® — 2,Q), isto 6 Q[¢,¥/2] > Q

¢ uma extensao galoisiana, e pelo Corolario também uma extensao normal.

Exemplo 4.1.2. C D R ¢é uma extensio normal de R pois todo polinomio de R[zx] se

fatora em C.

Exemplo 4.1.3. Q[v/2] ndo é uma extensio normal de Q pois nio contém todos os

conjugados, isto é, as raizes complezas de /2.

Definicao 4.1.3. Sejam K, K’ corpos e 0 : K — K' um isomorfismo de K sobre K’ Se
f(z) € K[z], com f(z) = ao+ a1z + ... + a,x™, entdo definimos

fo(x) =ay+ajx+ ... +a,x" € K'[z],

onde a, = o(a;) para i =1,2,... n.
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Proposig¢ao 4.1.1. Sejam K, K’ corpos, o : K — K' um isomorfismo de corpos e
h(z) € Klz] um polinémio irredutivel sobre K. Se a é uma raiz de h(x) em C e ( € raiz
de h?(x) em C, entdo existe um unico isomorfismo ¢ : K[a] — K'[3] tal que a fungao

d(a) =p ed|xg=o0.

Demonstragdo: Sejam « uma raiz qualquer de h(z) € K[z] e  uma raiz de
he(xz) € K'lz]. Como h(z) é irredutivel em K[x], entdao h?(zx) é irredutivel em Klz|. Sa-

bemos que K |[a] e K'[3] sdo corpos e mais ainda se 0h(x) = 0h?(x) = r sobre K, segue que:

1) Kla] ={ag+ aja+ ...+ a,_1a" ' :a; € K} e {1,a,0?, ...,a""'} é uma base do

espago vetorial K[«a] sobre o corpo K.

2) K'l5] = {a{) +aB+..+a. B ad e K/} e {1,3,5%...,8 7'} ¢ uma base
do espago vetorial K'[] sobre o corpo K.

Verifiquemos que ¢ : K[a] — K'[f] definido por

6(ag+ a1+ ... +a,_1a" 1) = o(ag) +o(a)f+ ... +o(a,_1) "

¢ um isomorfismo de corpos, tal que (a) = e & |g= 0.
Devemos provar entao que:
a) 6 é um homomorfismo;

Perceba que para f(z) = ag + a1 + ... + a, 12" € K[z]. Temos que

6(f(a)) =6(ag +ara+ ... + an_10" ) = o(ag) + o(a)B + ... + o(an_1) "t = f7(B).

Sejam f(x) = ap + a1z + ... + a,_12" ' e g(x) = by + bix + ... + b1 ! e seja
t(z) = fx) + ().
Dai,

Por outro lado,

t7(x) = f7(x) + ¢°(x)
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ou seja,

t7(8) = 17(B) + 97 (B) = 6(f(@)) + 6(g(a)).

Devemos também mostrar que 6 (f(a)g(a)) = 6(f(a))d(g(a)) = f7(8)g97 (5).
De fato, sabemos que

f(x)g(x) = q(x)h(z) + R(z),d(R(z)) <r. (1)

Dai, f(a)g(a) = R(a), pois h(a) = 0, assim 6(f(a)g(e)) = 6(R()) = R*(5).

Por outro lado, aplicando ¢ na equacao (1) obtemos:

f7(x)g%(x) = ¢° (x)h? () + R7 ().

Daf, f7(8)g°(8) = R?(B), pois h7(B) = 0. Logo, 6(f(a)g(a)) = f7(8)g°(5). Por-

tanto, 6 é um homomorfismo.

b) & é injetor;

Como Kla] é um corpo e 6 # 0, segue que Ker(6) = {0}, logo & ¢é injetor.

¢) 6 é sobrejetor;

De fato, seja by + 013 + ... + b,_18" ! € K'[f]. Como o ¢ um isomorfismo entao
existem ag, a1, ..., a,—1 € K tais que o(a;) =b;,j =0, ..., — 1. Entao,
6(ap + ara + ... + a,_1a" 1) = o(ag) + o(ar)o(a) + ... + o(a,_1)o(a™) =
o(ag) +o(a)f + ...+ o(a,_1)3t =by+ b8+ ... + b1 7L

Logo & ¢ sobrejetor.

Assim, 6 é um isomorfismo.

d)6(a) =ped |g=o0.
Como « € K|a], entdo a = 0 + lav.

Assim, 6(a) = 0(0) + o(1)8 = 3, logo 6(a) = 5. E ainda, 6(ag) = o(ag), logo

o |K: 0.

Agora mostremos a unicidade:
Seja ¢ : K[a] — K'[f] tal que p(a) = [ e ¢ |k= 0.

Entao:
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plao +ara+ ...+ ar1a") = plao) + plar)p(@) + .. + @lar)p(a™) =
ag+ a8+ ...+a._ 7 =6(ap+aa+ ...+ a,_1a"t).

O

Proposigao 4.1.2. Sejam K, K' corpos e o : K — K" um isomorfismo e a € C uma raiz
qualquer em f(x) € K[z]. Entao existe § raiz de f7(x) em C e existe um isomorfismo
o1 : Kla] = K'[B] tal que 01(a) = 5 e 01 |gk= 0.

Demonstracao: Seja f(x) = fi(x)™ fa(x)™ ... fr(x)™, onde fi(x),..., fr(z) sdo
os distintos fatores irredutiveis de f(z) em K[z]. Assim, f7(x) = f7(x)™ f§(x)™... f7(x)™*,
onde f7(x), ..., f{ (x) sdo os distintos fatores irredutiveis de f7(x) em K'[z]. Se v é raiz de
f(z) podemos assumir que « é raiz de fi(z), irredutivel sobre K. Assim, se § é qualquer
raiz do polinémio f7(z), irredutivel sobre K’, considerando h(x) = fi(z), segue da Pro-
posigao [4.1.1] que existe um isomorfismo oy : K[a] — K'[3] tal que o1(a) = B e o1 |x= 0.

O

Teorema 4.1.1. Sejam K, K' corpos e 0 : K — K' um isomorfismo, f(x) € K[z] e
a1,y ..., as distintas raizes de f(x) em C. Se L = Gal(f,K) e L' = Gal(f?,K’)
entao existe & : L — L' um isomorfismo tal que 6 |g= 0 e 6(aq), &(2), ..., 6(,.) sdo as

raizes distintas de f(x) em C.

Demonstracao: Se f(z) € K[| possui uma tUnica raiz ay, entdo temos f(x) =
T — ;)™ em C[z], mas isto implica que oy € K (ver o coeficiente de 2™~ em f(z))
e portanto o(ay) € K’ é a tnica raiz de f7(z) em C e teremos L = K, L' = K’ e
6=0:L— L.

Agora se f(z) = fi(z)™...fr(z)™ onde f;(x) € K|[z] sdo os distintos polinémios
irredutiveis sobre K temos que f7(z) = f{(z)™...fZ(x)™ onde f7(zr) € K'[x] sdo os
distintos polinémios irredutiveis sobre K'.

Sabemos que o numero r de raizes distintas de f(z) em C é igual & soma dos

graus dos polindémios fi(z), ..., fr(x) e portanto temos como consequéncia que o nimero

de raizes distintas de f7(z) em C é também igual a r.

Sejam 1, Ba, ..., B, as distintas raizes em C do polindémio f7(x) € K'[z], e sejam
K, = K|, Ky = Ki|ag), ..., K, = K,_1]a,] e portanto L = Klay, ..., ;] = K.

Pela Proposicao [4.1.2] existe § € f, ..., B, e existe um isomorfismo oy : K[ag] —
K'[f] tal que o1(a1) = e 01 |k= 0. Notemos ) = 3, K1 = K[| e K = K'[31].
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Como f(x) € K[z]| e 01 |k= 0, segue imediatamente que f(z) € K;[z] e f7'(x) €
K/[z]. Novamente pela Proposicdo [1.1.2] para os corpos K, K| e o1 : K1 — K| existe
B € {Pa ..., Br} (que chamaremos de (33) e existe um isomorfismo o9 : Kj[as] — Kj|[fs]
tal que o9(ag) = fy e 0y |k, = 01 K1 — K.

Observe que oy é um isomorfismo e oy # ay implica que 51 = g9(ay) # oa(e) =
Ba.

Como 07 |x= 0 segue que 03 |gk= 0 e g9(a1) = P1,02(az) = fa e 09 : Koy, as] —

K'[, B3] é um isomorfismo.

Supondo que existe oy_1 : Klag,...,ap_1] — K'[1, ..., Br_1] isomorfismo tal que
or_1() =B, i =1,2,....k—1eor_1 |k= o temos que f(x) € Ky_1[z] e f71(x) = f7(x).

Aplicando a Proposicao para os corpos Ky 1 = Klag,...,ax_1] e K, | =
K'[By, ..., Br—1] com oy : K1 — Kj,_, temos que existe  (que denotaremos por f3) raiz

de f7 e um isomorfismo oy, : Kj_1[ag] = Kj_[5k] tal que o |k, _,= ok—1 € ox(o) = B

Dai, segue que existe oy, : Koy, ..., ax] — K'[(1, ..., Bg] isomorfismo tal que o;(c;) =
Bi, para todo i € {1,2,...,k} e 0} |k= 0. Como L = K, = K[a, ..., ;] 0 teorema segue

imediatamente.

O

Corolario 4.1.1. Seja L D K uma extensdio galoisiana e sejam M, M’ subcorpos de L
contendo K. Se o : M — M' é um isomorfismo tal que o(a) = a, Ya € K entdo existe

o' € Autk L tal que o’ |y= 0.

Demonstragao: Se L = Gal(f, K) entao a demonstragao é consequéncia direta

do teorema anterior pois f7(x) = f(z) e L =G(f,M) =L = Gal(f?, M’).

O

Corolario 4.1.2. Seja L O K uma extensdo finita. Entdo esta extensdo é galoisiana se,

e somente se, esta extensao for normal.

Demonstragao: (<) Suponha que L D K é normal. Como L D K é finita, entao
pelo Teorema existe u € L tal que L = K[u]. Como L D K é normal segue que, se
u é raiz de h(x) = irr(u, K), entdo todas as raizes de h(x) estdo em L, o que implica que
L = Gal(h, K), ou seja, L D K é galoisiana.

(=) Suponhamos que L D K ¢é galoisiana com L = Gal(f, K), seja g(x) € K[z] um

polinémio irredutivel tal que existe a € L, g(a) = 0.

Mostremos que para todo 3 € C, se g(5) = 0 entéo § € L.
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Seja 3 # a uma raiz de g(x) em C. Sabemos pela Proposicao que existe um
isomorfismo o : K|a] — K[f] tal que o(a) = 8 e o(a) = a, para todo a € K.

Sejam M = Kla], M' = K[B], L = Gal(f, M') e sejam 7, ..., 7, raizes de f. En-
tao, L = K[y, ..., Y] C K[B)[V15 -0y Y] = M'[71, ..., 7] = L'. Logo L C L' e pelo Teorema
4.1.1| existe um isomorfismo 6 : L — L’ que extende o : M — M’. Como L C L', entao
L=1.

Corolario 4.1.3. Se L D K ¢ uma extensdo galoisiana entdo:

(i) [L: K] =| Autg L |.

(it) Seja a € L, se a ¢ K entao existe 0 € AutkL tal que o(a) # a.

Demonstragao: (i) Como L D K é galoisiana, entdo L é gerado, sobre K, por
um numero finito de elementos algébricos sobre K, logo L D K é uma extensao finita.
Pelo Teorema[3.3.1] existe a € L tal que L = K[a]. Seja h(z) = irr(a, K), para cada raiz
p de h(x), temos que B € L, pois L D K ¢é extensao normal. Como [K|[f] : K| = d(h(x)),
entdo L = K[B]. Pela Proposi¢ao [4.1.1] existem tantos automorfismos de L, quantas
raizes do polinémio h(z) (com K = K e 0 =id). Assim, [L: K| = d(h(x)) <| AutxL | e
pelo Corolario [3.3.5 temos [L : K| =| AutxL |.

(77) Sejaa € Ly ¢ K. Se g(x) = irr(a, K) segue que d(g(x)) = r > 2. Pela Pro-
posi¢ao[3.2.2] existe 8 # a tal que g(3) = 0. Pelo Corolario[1.1.2] 8 € L, pois L é normal.
Agora pela Proposi¢ao [1.1.1] existe um isomorfismo o : K[a] — K[g] tal que o(a) = a,
para todo a € K e o(a) = 8 # «a. Pelo Corolério , existe & € AutxL,6 ko= 0

finalizando assim a demonstracao.

O

Teorema 4.1.2. Se K C M C L sao extensoes finitas e L D K ¢€ galoisiana, entdo as

sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

(i) M D K ¢€ galoisiana.
(ii) o(M) C M, para todo o € AutL.

(iii) Autpy L < Auti L, onde H <G indica que H é subgrupo normal de G.



Capitulo 4. Teoria de Galois Elementar 57

Demonstracao: (i) = (i) Seja v € L tal que M = K[u]. Se M D K é galoisiana
segue do Coroldrio [4.1.2que M D K é normal. Se h(x) = irr(u,K) e o € AutyL, sabe-
mos que v = o(u) é também raiz de h(z) e como M D K é normal temos v = o(u) € M,
ou seja, o(K[u]) C Klu| = M.

(17) = (i) Seja u € L tal que M = KJu] e seja h(z) = irr(u, K). Vamos mostrar
que se (M) C M para todo 0 € AutgxL, entdao M = Gal(h, K). Sejam v uma raiz de
h(x) e M = K[v]. Pela Proposi¢ao [4.1.1, existe um isomorfismo oo : M — M tal que

oo(u) = v e op(a) = a, para todo a € K.

Assim pelo Teorema existe 0 € Autg L tal que o |y= 0p. Como o(M) C M
eu € M temos v =o0(u) € M.

(17) = (i17) Sejam o € AutxL e v € Auty L. Vamos mostrar que se o(M) C M,
entdo 0! oyo o € Auty L. Seja m € M, entdao m’ = a(m) € M e v(m') = m/, logo

(c7toyoao)(m)=c"t(y(m')) =0 (m')=m,isto é 07 oyoo € AutyL.

(7i1) = (i7) Suponha por absurdo que existe 0 € AutxL e u € M tal que o(u) =
v ¢ M. Como L D K é galoisiana, existe f tal que L = Gal(f, K) C Gal(f,M) C L,
logo L. C M é galoisiana. Temos pelo Corolario item (b) que existe v € Auty L tal
que ¥(v) # v. Assim (07" oy 00)(u) = 07 (y(v)) # 0-1(v) = u ou seja (0~ 0y 00)
¢ Auty L, o que contraria a hipotese Auty L < Aut g L.

OJ

Teorema 4.1.3. Seja L O K uma extensao finita. Entdao as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) L D K ¢€ galoisiana.

(ii) L O K € normal.
(iii) Para todo o € L — K existe o0 € Autg L tal que o(a) # a.
(iv) [L: K] =| AutkL |.

Demonstragao: (i) < (ii) Segue do Coroldrio [4.1.2]
(i) = (iii) Segue do Corolério [4.1.3]

(17i) = (iv) Pelo Corolario temos [L : K| >| Autk L |. Suponha por absurdo
que [L : K] >| Autg L |. Seja Autx L = {¢1,¥2, ..., on} onde @1 = idy, é o automorfismo
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identidade de L. Se [L : K| > n entdo, existem uy, U, ..., Up, U1 € L linearmente inde-
pendentes sobre o corpo K. Considere agora o sistema linear homogéneo com n equagoes

e (n + 1) incognitas 1, g, ..., xy11 € L :

©1(ur)xr + @1(u2)wa + ... + 01 (Upt1)Tps1 =0
o (ur)xr + @o(u2)ws + ... + @o(Upi1)Tps1 =0

@n(ul)xl + (Pn(u2>$2 + ...+ @n(un+1)xn+1 =0

Como o numero de equacoes de (4.1)) é menor que o nimero de incognitas entao (4.1))

admite solu¢ao nao trivial.

Seja agora (x1, Ta, ..., Tpi1) = (a1, ag, ..., ay41) Uma solugdo nao trivial de com
o maior nimero de incognitas iguais a zero. Reordenando se necessario, denotaremos por
ay, ag, ..., ay 0s a;s nao nulos dessa solucao. Multiplicando por a;* se necessario, podemos
assumir que a; = 1. Assim 1, ag, ..., a, ndo nulos sdo tais que (1, ay, ..., a,,0,...,0) é uma
solucao de com um numero maximo de zeros. Entdo temos ¢;(u1) + ¢;(ug)ag + ... +
vi(u)a, = 0 para todo 7 € 1,2, ..., n.
Como o = idy, e uy,us, ..., U, ..., U, sao linearmente independentes sobre K entao segue

que existe a; € L tal que a; ¢ K. Seja a, ¢ K. Assim por (c) existe ¢ € AutxL tal que

o(a.) # a,.
Dali segue que (0 o ¢;)(uy) + (0 0 ;) (ug)o(as) + ... + (o o ¢;)(u,)o(a,) = 0 para todo
i€{1,2,...,n}.

Como Autx L é um grupo e o € Autyi L segue que :
Auti L = {p1, 902, ooy on = 001,009, ..., 00, } .

Portanto op; = ¢ para algum k e temos

op(ur) + pr(ug)o(az) + ... + v (uy)o(a,) = 0,Vk € {1,2,....,n}.

Por outro lado,

or(u1) + or(ug)as + ... + pr(uy)a, = 0,Vk € {1,2,...,n}.

Dai segue que

or(uz)(o(ag) — as) + ... + v (u)(o(a,) —a,) =0,V € {1,2,....,n}.
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Como o(a,) — a, # 0 temos uma solugao (0,0(az) — as, ...,o(a,) — ar,...) que

contradiz a maximalidade de zeros da solugao (1, as, ..., a,,0,...,0).

(tv) = (i) Suponhamos L D K extensao finita e [L : K] =| AutxL |. Vamos
provar que L D K ¢é galoisiana. Sejam L = K[u] e h(x) definido por h(z) = irr(u, K)
entdo para todo o € AutxL tem-se o(u) é raiz de h(x) e por outro lado para cada raiz
f € L de h(x), existe um tnico o € Autx L tal que o(u) = p.

Logo, | Auty L |= n, com n o nimero de raizes de h(z) em L. Agora se [L : K] =|
Autg L | entao d(h(z)) = [L : K| =| Autg L |=n.

Dali segue que L contém todas as raizes de h(x), ou seja, L = Gal(h, K).

O

Proposigao 4.1.3. Seja L D K uma extensdao galoisiana e seja f(x) € K[z| o polindmio
de grau n, tal que L = Gal(f, K). Entio G = Autx L € isomorfo a um subgrupo de S,

(grupo de permutagoes de n elementos).

Demonstracao: Seja B = {uy, us, ..., u,} 0 conjunto de todas as raizes de f(z).
Como L = Gal(f, K), temos B C L = K[B]. Sabemos, pela Proposicao que todo
automorfismo o € G = AutkL envia uma raiz de f(x) em outra raiz de f(x). Assim,
como B ¢ finito e o injetivo, segue que 0y = ¢ |g: B — B define uma permutagao do
conjunto B. Se Sp denota o grupo das permutagdes do conjunto B entdo basta mostrar
que Autg L é isomorfo a um subgrupo de Sg, pois Sg >~ S,,.

Define-se da seguinte forma:

wiG—> Sg

o — o09=0|p.

A funcao 1 é um homomorfismo de grupos, pois ¢(co7) = (0oT) |[p=0 | oT |5 .
Obviamente 1 é injetiva, pois se todas as raizes de f(z) sao fixadas por o € G, entao
o =idy. Isto é, G ~ ¢ (G) é subgrupo de S ~ S,,.

O

Proposicao 4.1.4. Sejam K um corpo, a € K e L = Gal(z" — a, K). Suponha que K

contém uma raiz ¢ primitiva n-ésima da unidade, entdo G = Autyx L é um grupo abeliano.

Demonstragao: Seja o« = /a € C e ( uma raiz primitiva n-ésima da unidade tal

que ¢ € K, entdao o, al,al?,...,al™ ! sdo as n raizes distintas de 2" — a em C.
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Sabemos que L = K[(,a| = K[a], pois ( € K. Assim pela Proposigao [3.2.2] se
0,7 € Autg L, entdo o(a) = af’ para algum 7, e 7(a) = a(’, para algum j. Dali, segue

que :

(0 07)(e) =0(a¢?) = a(a)¢! = ac™,

(roo)(a) =7(ac’) = 7(a)¢" = a¢/*".

Assim o o 7(a) = 7 o o(«), para todo 0,7 € AutxL. Como L = K[a], entdo

ocoT =Tog, para todo 0,7 € AutkL.

O

Exemplo 4.1.4. Q[v/2] D Q ndo é uma extensdo normal, pois os Q-conjugados de Q[v/2]

sdo £[v/2], £i[v/2]. Os dois iltimos ndio sio niimeros reais e logo ndo pertencem ao corpo

QV2.

O diagrama mostra a estrutura do corpo intermedidrio da extensdo Q[W] D Q.

Q[V2,1]

@[%] é uma extensdo normal

nao /é uma extensao normal

Q

4.2 A correspondéncia de Galois

A partir desta secao denotaremos G' = Autyi L o grupo de automorfismos de L que

fixam K. Este grupo GG é chamado de Grupo de Galois da extensao L D K.

Definicao 4.2.1. Seja L D K wuma extensao finita. Dizemos que M €é um corpo inter-

medidrio de L O K se M é um subcorpo de L contendo K, ou seja, K C M C L.

Proposicao 4.2.1. Seja H subgrupo de G = Auti L, entao o conjunto

M={a€L:v(a)=aVye H}



Capitulo 4. Teoria de Galois Elementar 61

formado pelos elementos de L fizados pelos elementos de H € um corpo intermedidrio de
L D K. Notaremos M = L.

Demonstracio: De fato, 0, 1 € K C L¥.

Se z,y € L¥, para todo v € H temos v(z — y) = v(z) — v(y) = = — y, entdo
x—y¢c L

Se x,y € L, para todo v € H temos y(zy™') = y(z) - v(y~') = 7(z) - 1(y) " =

xy~! entdo zy~t € L7,

Isto é, L™ é um corpo intermediario da extensdo L D K. Esse corpo L é chamado

de corpo fixo de H.

Assim temos uma correspondéncia entre subgrupos de Autyi L e os corpos inter-
mediarios da extensao L O K da seguinte forma: Dado um subgrupo H de G = AutgL

obtemos um corpo intermediario L da extensdo L O K.

Por outro lado, dado M um corpo, com K C M C L, obtemos o grupo AutyL.
Temos uma inclusao natural Auty L C AutygL, pois se um automorfismo de L fixa M

entao ele fixard também K C M.

Para G = Autg L temos as seguintes propriedades imediatas:
1. Aut, L = {id.}.

2. L't ={a € L:idr(a) =a} = L.

3. KcLY={a€eL:v(a)=aVyeqG}.

4. Pelo Teorema [4.1.3] temos:

LY = K & L D K é uma extensdo galoisiana.

Proposicao 4.2.2. De acordo com as notagoes acima, temos:

(a) Se My, My sdo corpos tais que K C My C My C L entdo Auty, L C Autpy, L.
(b) Se Hy C Hy sdo subgrupos de Autyx L entdo LH2 C LH1.
(¢) Para todo corpo intermedidrio M com K C M C L, tem-se M C LA%nmE,

(d) Para todo subgrupo H de Auty L, tem-se H C Autpu L.
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Demonstracao: (a) Considere os corpos K C M; C My C L. Seja v € Autyy, L.
Como M; C M,, entdo ~ fixa M; e dai v € Autyy, L.

(b) Sejam os grupos Hy C Hy C G, v € H, e a € L*2. Como v € H; C H,, entdo
y(a) = a. Logo a € L.
(¢) Seja M um corpo intermedidrio da extensao L D K. Por defini¢do os elementos

de Auty L fixam M, logo M C LA“mE,

(d) Seja H um subgrupo de G. Entao um elemento v € H C G é um automorfismo
de L que fixa L logo H C Aut(pmyL.

OJ

Considerando os corpos K C My C My C L e os grupos id;, C Hi C Hy C G =

Auti L, temos as correspondéncias abaixo:

K C M,y - M, C L

AUtKL D) AutMlL D AutMQL D) {ZdL}

G D Hy D Hy D> {idp}

K c LY c L™ ¢ L" L.

Agora vamos demonstrar o Teorema Fundamental de Galois:

Teorema 4.2.1. (Teorema Fundamental de Galois) Se L D K € uma extensao galoisiana,

entao:

(a) Para todo corpo intermedidrio M, com K C M C L, tem-se [L : M| =| Autpy L | e
(M : K] = (G : Autpy L) (o indice de Auty L em G).

(b) Para todo subgrupo H de G, tem-se [L : L] =| H | e [L* : K] = (G : H) (o indice
de H em G).

(c) Para todo subgrupo H C G e todo corpo M tal que K C M C L temos que AutpuL =
H e LA™ML — )T

(d) Para todo corpo intermedidrio M, com K C M C L temos que a extensio M O K

¢ galoisiana se, e somente se Auty L € subgrupo normal de G.
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(e) Para todo corpo intermedidario M, com K C M C L, se M D K € galoisiana entdio
(M : K] =| AutxgM | e G/Autpy L ~ Auti M.

Demonstracao: (a) Seja M um corpo intermedidrio da extensao L D K. Como
L D K é galoisiana, entdo L D M também é galoisiana. Pelo Teorema [£.1.3] segue
que: [L : M] =| AutyL | e como [L : K| =| AutgL |= [L : M][M : K], temos
M : K| =|G|/|AutyL|= (G : AutyL).

(b) Seja H subgrupo de G e M = L. Sabemos pelo item (a) que:

[L: M] =| AutyL | e[M : K] = (G : Auty/L).

Por outro lado, pela Proposicao item (d), tem-se: H C Auty L, entdo [L :
M) =| Auty L |>| H |.

Utilizaremos um argumento semelhante ao usado na demonstracao do Teorema
4.1.3l Suponha H = {7, = id, 2, ..., 7} € por absurdo suponha | Auty L |>| H |. Logo
[L: M] > n.

Assim, existem (n + 1) vetores u, usg, ..., Uy, Upr1 € L linearmente independentes
sobre o corpo M. Considere agora o sistema linear homogéneo com n equagoes e (n + 1)

incégnitas ay, ag, ..., a1 € L :

Y (ur)ar + y(ug)ag + ... + 71 (Unt1)anyr =0
Yo(ur)ar + v (ug)ag + ... + Yo(tnt1)any1 =0 (4.2)
P)/n(ul)al + 7n(u2)a2 + ...+ P)/n(un-&-l)an—%-l = 0.

Entdo existe uma solugio nao nula (ay, as, ..., a,+1) € L™ Tomemos uma solugao
nao trivial de (4.2)) com o maior niimero de zeros possivel nas coordenadas (ay, az, ..., ay41),
assim denotaremos por aj, as, ..., a, os a.s nao nulos dessa solucao, isto é, reorganizando

podemos supor

ay % O,CLQ # 0, ceey Qe # O,ClrJrl = O, ey A1 = 0.

Multiplicando o sistema por a;® se necesséario, podemos assumir a; = 1. Temos
que a solugao (1,as, ..., a,,0,...,0) € L™ com 1,as, ...,a, ndo nulos, é uma solugao de
(3) com um nimero maximo de zeros. A primeira equagao ¢é :

Uy + usas + ... + ura, = 0, pois y; = id.

Como {uy,us, ...,u,} é L.I sobre M, entdo nem todos os a; sao elementos de M.
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Logo reorganizando novamente os valores, podemos supor ay ¢ M = L. Assim,

existe 7 € H tal que y(az) # as.
Aplicando v ao sistema (4.2]) temos:

(i (ur)) +v(n(ug)az) + ... +v(n(ur)a,) =
Y(v2(u1)) +v(1e(ug)as) + ... +v(ra(ur)a,) =

(1)) +y(Yn(uz)az) + ... + 5y (Valur)a,) = 0.

Mas como v € H e H = {7, ..., } entao {y7,...,7m} = H, ou seja, o sistema
(4.3) é uma permutacao de (4.2)):

Y1(u1) + 71 (u)y(az) + ... + 7 (u)v(ar)

0
Yo(ur) + y2(uz)y(az) + ... + y2(u)v(a,) = 0

(4.4)

Yo (1) 4 Yo (u2)y(a2) + ... + Yo (ur)y(ay) = 0.

Subtraindo o sistema (4.2)) de (4.4]), temos:

0+ v (uz)(az —(az)) + ... + nlur)(ar = v(ar))
0+ y2(ug)(az —(az)) + ... +72(ur)(ar = v(ar))

0
0

0+ yn(uz)(az2 = y(az)) + ... + y(ur)(@r = y(ar)) = 0
Como as # y(az) = az —y(az) #0 e

(07 (aQ - 7(‘12))7 (CL3 - 7(&3»7 st (aT - 7((13))7 07 e O)

¢ uma solucao de (4.2)) com no maximo r — 1 coeficientes nao nulos.

Logo, temos uma contradi¢cao com a minimalidade de r de coeficientes nao nulos.

Portanto | Auty/L |=| H |, ou seja, H = Auty;L e obtemos o que queriamos.

c) Pelo item (b), j& temos que H = Aut;u L. Resta provar que LA%“ME = M. Seja
M um corpo intermediario da extensao L O K. Notemos H = Auty L. Como H fixa M,
entao M C L C L, ou seja, [L: M] = [L: L¥)[L# : M]. Pelo item (b), [L: L] =| H |
e pelo item (a), [L: M] =| H|.

Logo, [LH : M] =1, isto é L = M.
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d) Segue imediatamente do Teorema [4.1.2) M D K galoisiana se, e somente se,

e) Sabemos do item (a) que (G : Autpy L) = [M : K], resta provar que para todo

corpo intermediario M da extensao L D K, tal que M D K seja galoisiana, temos que:

G/Auty L ~ Autg M.

De fato, comoM O K ¢é galoisiana, pelo Teorema [4.1.2] temos que para todo

o € G = AutgL tem-se 09 = 0 |yy€ Autx M portanto, podemos definir:

¢:G— Autg M

o 00=0 |u -

Vemos que ¢ é homomorfismo de grupos. De fato, sejam o, 7 € G, entao ¢(oco7) =
(coT) |m= 0 |moT |u= (o) o &(7).
Observe também que: o € Ker(®) < ®(0) = idy < 0 |y=idy < 0 € Auty L.

Por outro lado, como L D M é uma extensao galoisiana, entao pelo Corolario
m, para todo og € Aut M, existe o € Auti L, tal que o |p= 09, logo ¢ é sobrejetor.

Pelo Teorema de homomorfismo, temos:

G/Auty L ~ Auty M.

O seguinte diagrama ilustra a correspondéncia de Galois:

Lid = L — {ZdL} = AUtLL
L = M —H = Autpy L
L¢ = K —C¢ = Autg L.

Exemplo 4.2.1. Seja L = Gal(z® —2,Q) o corpo de decomposicio do polinomio f(x) =

o 2T 1 V3

3 —2. As 3 raizes de x°—2 sdo /2, /2u e </2u?, onde u = cos?qLisen? = —§+17.
Temos entio que L = Q[v/2,u].

Logo L D Q é uma extensao normal cujo grau é 6.
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Todo o automorfismo ¢ de G = Galg(Q(+/2,u)) ficam completamente determinado por
sua acio em v/2 e w.

o1 V2 V2, u—u

02 V2= V2, u—s u?

o3 V2= V2u, u—u

oy V2 V2u, u—

051 V2 V2uP, ursu

agz\s/il—>\3/§u2, u > u’
G = {01,02,03,04,05,06}

Abaixo os diagramas que descrevem a correspondéncia:

Exemplo 4.2.2. Seja L = Gal(z* —2,Q) o corpo de decomposicio do polinémio p(x) =
zt — 2, cujas raizes sao: /2, —v/2, iv2 e —iv/2, onde i = /—1.

Como [Q[i, v2] : Q[i]] = 4 e [Q[i] : Q] = 2, temos [Q[i, v2 : Q] = 8.
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Os automorfismos o de Galg[Qli, v/2,1] sdo:

01:\4/§i—>\4/§, )
02:\75r—>{4/§, 1+ —1
03:\75»—>—\4/§, 11
04:\75H—\7§, 1= =1
o5 V2= iv2, i
06 V2= iv2, i —i
o7 V2 —iv2, i
o5 V2 —iV/2, i —i

Abaizo os diagramas que descrevem a correspondéncia:

G
/ ‘2 X
<0427 O[4> <Oé5, > <a67 Oég>

S (I S LN
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5 Consideracoes finais

Ao término deste trabalho foi possivel compreender os contetidos basicos ao enten-
dimento da teoria de Galois. Este trabalho possibilitou a compreensao, de forma simples,
a teoria dos corpos. Que de um corpo base se pode construir um corpo maior que o con-
tém, ao qual chamamos de extensdo. Também foi possivel compreender as propriedades
das extensoes, os elementos e as extensoes algébricas e transcendentais. No capitulo qua-
tro, podemos compreender a correspondéncia entre extensoes intermediarias e subgrupos
de Galois. Neste trabalho foi possivel um conhecimento maior nos contetidos da Algebra
Abstrata.
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