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Resumo

O conceito de agao parcial tem se propagado rapidamente em aspectos de sistemas di-
namicos, assim como algébricos. Comecaremos este trabalho apresentando pré-requisitos da
teoria de grupos, como acao de grupo; e a definicdo de skew anel de grupo que se relaciona
diretamente com os produtos cruzados advindos das C*-dlgebras. Assim, veremos a defini¢cao
puramente algébrica de acdo parcial, e apresentaremos a estrutura de skew anel de grupo par-
cial A x, G. Com isso, definiremos a propriedade de (L, R)-associatividade, que auxilia na
caracterizacdo da associatividade de A x,, GG, fundamental para o resultado final deste trabalho,
quando mostramos que satisfazendo certas condicdes, é garantida a existéncia e unicidade de

uma a¢do global envolvente a uma agdo parcial dada.

Palavras-chave: Acdo parcial de grupo. Skew anel de grupo parcial. A¢ao envolvente.
Algebra abstrata.




Abstract

Partial action concept has spread quickly among mathematicians, in dynamical sys-
tems’ aspects, as well in algebraic point of views. We start out this dissertation presenting
requirements needed in Group theory, like group action; also the definition of skew group ring
that relates directly to those crossed products arised from C*-algebras. Therefore, we shall see
the purely algebraic definition of partial action «, and present the structure of skew group ring
A %, G. Thereby, we define the property of (L, R)-associativity, it assists us to characterize the
associativity of A x, GG, fundamental for the final result of this work, when we show that sa-
tisfying certain conditions, the existence and uniqueness of a global action enveloping a given

partial action is guaranteed.

Key-words: Partial group action. Partial skew group ring. Enveloping action. Abstract
algebra.
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Introducgao

Este trabalho trata de resultados recentes sobre acdes parciais; termo cunhado para re-
ferir de modo geral, e dar inicio a teoria que tem ponto de partida em (Exel 1994), quando
fora introduzido um teorema de estrutura no estudo de C*-dlgebras sob acdo do grupo espe-
cial ortogonal de rotacdes proprias no plano complexo; isomorfismos entre dois ideais de uma

determinada 4lgebra foram desde entdo chamados de automorfismos parciais.

As C*-dlgebras foram primeiramente consideradas nos estudos de John von Neumann
e Schrodinger, com contribui¢des a mecanica quantica na década de 20; sdo dlgebras associ-
ativas sobre um espago normado completo pela métrica induzida pela norma || - ||, com uma
involugdo x — x* satisfazendo ||z*z|| = ||z||? para todo elemento x da dlgebra. Estas algebras,
apesar de serem elementos importantes na Teoria de Operadores e na Analise Funcional como
abstracdes do contexto genérico dos operadores auto-adjuntos, ndo sao o tema principal deste
trabalho, mas sdo as raizes das acdes parciais. Ainda em (Exel 1994), qualquer C*-dlgebra que
sofre acdo definida do grupo SO(2), surge como resultado de uma construg¢do que generaliza

produtos cruzados especificos.

Em perspectiva, outras tantas estruturas algébricas se relacionam sequencialmente como
um produto cruzado, que é comumente definido como dlgebra de von Neumann; mas a grosso
modo espera-se a compatibilidade com a estrutura de anel de grupo, de um grupo construido

via produto semidireto.

No decorrer deste trabalho nos concentraremos aos aspectos dos produtos cruzados
presentes nas teorias de anéis e mdodulos, baseado no "pivo"da atencdo dada pelos algebristas,
a publicacdo (Dokuchaev e Exel 2004); onde sdao definidas acdo parcial de grupo sobre uma

algebra, e as skew dlgebras de grupo. Com essas defini¢des, Exel e Dokuchaev discutem uma
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grande e importante diferenca, ao comparar os contextos puramente algébrico e da Teoria de

Operadores, que € a questdo da associatividade.

Mesmo depois de uma década desde a publicacio (Dokuchaev e Exel 2004) que norteia
os capitulos 3-5 deste trabalho, estdo sendo desenvolvidas pesquisas sobre agdes parciais, o
que nos permite afirmar o inicio de uma teoria. “A histéria da matemdtica é composta por
momentos nos quais um aparente fim de linha simplesmente abre novas portas e desencadeia

novos progressos’ (Batista 2017, p. 35).

No sentido algébrico a primeira discrepancia ocorreu quando fora verificado a existén-
cia de possiveis exemplos da recente estrutura de skew dlgebra de grupo parcial que nédo sa-
tisfaziam a associatividade. Estdo sendo estudadas a¢des parciais e suas implicacdes na Teoria
de Galois como em (Freitas e Paques 201 1) entre outros (5; 18), assim como para dlgebras de
Hopf (Freitas 2010), e acdes parciais de grupdides e outras estruturas algébricas (Flores 2011).

Existem inclusive defini¢des andlogas as da Teoria de Representacao de Grupos (4).

O objetivo deste trabalho é percorrer os primeiros resultados algébricos sobre acdes
parciais. Preliminarmente no Capitulo 1 apresentamos resultados principais sobre Teoria de
Grupos, no que diz respeito a definicdo de acdo de grupo. Apresentamos desde os axiomas
que caracterizam uma ag¢do, até as definicdes de sequéncias de grupos e consequentemente
produto direto e produto semidireto de grupos. Exibimos condi¢des para que um grupo possa
ser construido como produto direto de alguns dos seus subgrupos, em seguida apresentamos
a definicdo de skew anel de grupo (Passman 1990; Passman 1986) e correlacionamos com a

estrutura de produto semidireto .

No Capitulo 2 definimos uma a¢do parcial de grupo em uma construc¢do ilustrada a partir
de restricdes em cima de um conjunto e fung¢des parciais; similarmente sobre uma K-dlgebra
e isomorfismos parciais (Ferrero 2009). Apresentamos exemplos simples de a¢des parciais de
grupos, sem distanciar do objetivo principal do trabalho, ainda que existam a¢des parciais sobre
objetos além dos conjuntos e K-algebras. Junto com a defini¢do de agdo parcial de grupo que
remete a definicdo de acdo de grupo, determinamos o que é chamado de skew anel de grupo

parcial (Ferrero e Lazzarin 2008).

Um breve respaldo sobre a dlgebra de multiplicadores € exposto no Capitulo 3, cuja
primeira parte do titulo adotamos um codinome para esta dlgebra; uma vez que na Teoria de
Moédulos recaimos a caracteristica intrisseca das dlgebras de multiplicadores, que € a proprie-

dade do duplo centralizador (14).

No Capitulo 4 vamos finalmente discutir a questdo da associatividade do skew anel
de grupo parcial, que nem sempre acontece naturalmente; mostraremos uma primeira carac-

terizacdo de skew anel de grupo parcial associativo com a ajuda dos resultados do capitulo
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precedente.

O Capitulo 5 tem o objetivo especifico de garantir, com o ultimo e importantissimo
resultado, resposta para a pergunta: “Uma certa ag¢do parcial sempre possuird uma agdo glo-
bal?” Visto que dada uma acdo de grupo global, mostramos sem perda de generalidade, que
¢ sempre possivel construir uma agdo parcial. E se a resposta para a pergunta supracitada for

positiva, entdo chamamos esta acao global de envolvente.

Consideramos que o leitor esteja familiarizado com as teorias de grupos, anéis e cor-
pos a nivel introdutdrio; por ultimo, como apéndices, apresentamos alguns resultados e de-
finicOes pertinentes sobre K-dlgebras (dlgebras sobre um corpo) e um pouco da Teoria de
Modulos. Caso o leitor ndo esteja familiarizado, o mesmo pode consultar: (Jacobson 1985;
Jacobson 2009; Lam 2001).
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CAPITULO 1

Pré-requisitos

1.1 Acao de Grupo

Definicao 1.1.1. Dizemos que um grupo (G, -) age (a esquerda) num conjunto X se existe uma

funcdo ¢ : G x X — X tal que, ao escrever g(x) para (g, x), para qualquer g € G temos:

(i) (g1-92)(x) = g1(92(x)), Vg1,9: € G,Vx € X;

(ii) 1g(z) = x, sendo 1 a identidade de G, Vx € X.

Dizemos alternativamente que, GG age sobre X via 1), ou ainda que, 1) é uma agdo de
G sobre X.

De forma andloga definimos a agdo a direita de X pela operacdo de X x G em X,

escrevendo (x)g para a aplica¢do da operagdo sobre o par (x, g).

De modo geral, vamos nos referir as a¢des pela esquerda, e as demonstracdes seguem

de forma andloga para as acOes a direita.

Comumente, dado um grupo G, chamamos um conjunto X de um G-conjunto quando

G age sobre X e chamamos nesse caso, a aplicacdo 1 é dita uma G-acao.
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Observacao 1.1.2. Se g é um elemento de um grupo G que atua sobre um conjunto X, entdo a

funcdo g : X — X, que leva x em g(x), é uma bijecdo.
Isso define ainda um homomorfismo x : G — Sx de GG no grupo de simetrias de X.
De fato, supondo um elemento arbitrario g de um grupo GG que, por sua vez, atua sobre
um conjunto X, entdo requeremos a bijetividade de g : X — X.

A aplicacdo € claramente injetiva, uma vez que:

g(x) =g(y) = g 'g(x) = g '9(y) = la(z) = la(y) = = = y;

assim como a aplicacdo é também sobrejetiva, pois dado z € X temos que:
g7 (9(2)) = (g7'9)(2) = La(2) = 2.

Logo, g € uma aplicacdo associada ao elemento que o nomeia, e sobretudo uma aplica-

¢do bijetiva, desse modo temos que g € Sx.

Agoraafungdo x : G 2 g — (g : X — X) € Sy é um homomorfismo de grupos,
pois Vz € X, e Vg, h € G, temos que x(gh)(z) = (gh)(z) = g(h(z)) = x(9)(x(h)(z)), logo
x(gh) = x(g) o x(h).

Exemplo 1.1.3. A Figura 1.1 a seguir, serve para ilustrar a acdo de um grupo sobre um he-
xdgono. Em particular, definimos o conjunto X como sendo o conjunto dos 6 vértices de um
hexdgono; seja G := Zs = {e,h} um grupo de ordem 2, cujo elemento e fixa os pontos
(vértices) do hexdgono, enquanto o elemento h reflete 0 hexdgono através da reta suporte do

segmento que liga os pontos (vértices) 3 e 6.

4 5

Figura 1.1: Acdo de grupo sobre um hexdgono.

Seja1) : G x X — X uma a¢do de um grupo G num conjunto X. Dizemos que GG age
fielmente sobre X se o homomorfismo x : G — Sy for injetivo (Ker(x) = {1g}).
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Ou ainda, dizemos que G age fielmente sobre X se o unico elemento de G, que fixa
todo elemento de X, é a identidade 15 € G. Nesse caso, identificamos G como I'm/(x) e vemos

GG como um subgrupo de Sx.

A agdo de grupo do Exemplo 1.1.3 é fiel (G age fielmente sobre X), e identificamos
G em tal exemplo com um subgrupo H = {(1),(15) o (24)} de D¢ (grupo de simetrias do
hexdgono) via homomorfismo de grupos. Onde (15) e (24) sdo ciclos que representam como os

vértices permutam quando o conjunto sofre a acdo.

Exemplo 1.1.4. Uma representagdo grdfica que facilita a visualiza¢do da a¢do do grupo G :=
Zs = {e, g, g*} sobre um conjunto X com 8 elementos, um cubo geometricamente, é dada pela
Figura 1.2. Vale ressaltar que a ag¢do é via rotagdo, onde g(X) rotaciona o cubo 2w /3 através

da reta suporte do segmento que une os vértices opostos 2 e 8.

\
\
g\
\
\
\
2 1
/\
S
Y
e A
3 i \
A :
' \
i A\
I \
| \
1 \
1
\
6 :_ ________ N 5
e A\
7 \
i \
,/ \
7 2 \ 8

Figura 1.2: Acdo de grupo sobre um cubo regular.

Desse modo H = {(1),(163) o (457), (136) o (475)} € o subgrupo de S, (grupo de
rotacdes regulares do cubo), que identifica o grupo G do Exemplo 1.1.4; com essa identificacdo

temos que G age fielmente.

Similar ao que fora dito sobre o Exemplo 1.1.3, (163) o (457) e (136) o (475) sdo
representagcoes de como os elementos do cubo permutam. Mais especificamente escrevemos
(163) por exemplo, pois com a agcdo g(X) o vértice 1 passa a ocupar o lugar do vértice 6,
enquanto 6 ocupa o lugar de 3, este ultimo que ocupa o lugar de 1; o mesmo entende-se pelos

demais ciclos.
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Definicao 1.1.5. Se um grupo G age sobre um conjunto X, entdo
Stabg(x) ={g € G ; g(x) =x};
é chamado o estabilizador de x, isto é, o conjunto de elementos de G que fixam x em X.

O estabilizador Stabg(z) é um subgrupo de G, também chamado de subgrupo de
isotropia de = em G. De fato, Stabg(x) # @ pois 1¢ € Stabg(z) e:

(i) Se g, h € Stabg(z), entdo (gh)(x) = g(h(x)) = g(z) = x,logo gh € Stabg(x);
(i) Se g € Stabg(x), entdo g7 (z) = g7 (g(z)) = g 'g(z) = z, comisso g~ € Stabs(x).

Definicao 1.1.6. Seja G um grupo agindo sobre X. O subconjunto de X
Orbg(z) ={y € X ; y =g(x), paraalgum g € G} ={g(x) ; g € G};

é chamado de orbita de x em G.

Proposicao 1.1.7. Seja G um grupo agindo sobre X.

A relagdo ~ em X, de forma v ~ y < 3g € G;y = g(x), é uma relagdo de equiva-
léncia. Desse modo, as orbitas distintas de X sob a acdo de G originam naturalmente uma

particdo de X.

Demonstragcdo. Precisamos verificar as trés propriedades que definem uma relacdo de equiva-
1éncia, reflexividade, simetria e transitividade. Dado x € X entdo x ~ x ja que z = 1g(z).
Além disso, se ¥ ~ y para algum g € G tal que y = g(z), entdo g~ (y) = z desse modo y ~ .
Por tltimo, temos que se x ~ y e y ~ z entdo Jg, h € G que garantem y = g(x) e z = h(y),
das dltimas duas igualdades, temos z = h(g(z)) o que implica em z = hg(z), logo = ~ z ja
que hg € G. Portanto ~ é uma relacio de equivaléncia sobre o conjunto X. Considerando as

classes para cada elementoy € X temos {x € X; x ~y} ={z € X; y = g(z)} = Orbs(y).

Claramente, um conjunto € particionado via uma unifo disjunta de classes de equiva-
l1€ncia sobre uma relacdo de equivaléncia, entdo se X € um G-conjunto, temos que X € a uniao

das orbitas disjuntas. ]

Em outras palavras, Orbg(x) € a classe de equivaléncia do elemento x, com respeito a

relacdo de equivaléncia determinada entre x e um elemento y se existir g € G tal que y = g(x).

No caso da existéncia de uma unica 6rbita no G-conjunto X, dizemos que a agao é

G-transitiva, ou similarmente dizemos que o grupo age por transitividade.
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Observacio 1.1.8. Sejam G um grupo e H < G um subgrupo, entiio G age sobre X = G /H
via g(xH) = g(x)H onde g,z € G.

Vejamos que no caso da compatibilidade de classes laterais tH = yH, entdo tere-
mos a seguinte implicacdo (gx) ' (gy) = v g7 gy = x7 Ly, isto é, como H é subgrupo,
(97)"'(gy) € H, desse modo g(x)H = g(y)H; assim garantimos a boa defini¢do da acdo
do grupo. E evidente que 1¢(x)H = xH sendo 1g o elemento identidade do grupo G. Mas
ainda (gh)(x)H = g(h(x))H, e entdo concluimos que estd definida uma G-agdo, chamada de

G-acdo usual, sobre um subgrupo quociente.

Em particular, ao denotarmos por 1 a classe lateral trivial de H, temos sempre uma

agdo G-transitiva quando o G-conjunto em questdo for suficientemente X := 1G.

Lema 1.1.9. Seja G um grupo que age sobre um conjunto X, para x € X arbitrdrio, tomando

H = Stabg(z) a aplicagdo a seguir é uma bijecdo Vg € G :

©: G/H — Orbg(x)
Hgw g *(z) .

Demonstracdo. A boa defini¢do da aplicagdo proposta pelo lema € garantida pela observagao

anterior, jd que Hg = Hk = k = hg para algum h € H = Stabg(x), teremos entdo que:
k= (2) = (hg) ™! () = g 'h 7 (z) = g7 (W7 (2)) = 7' ().

A sobrejetividade da aplicagdo ¢ € garantida pela defini¢do de 6rbita do elemento z. E
a injetividade é advinda de que p(Hg) = ¢(Hk) implica em ¢~ '(x) = k~!(z), que nos da
portanto kg~!(z) = z, desse modo kg~ € H = Stabg(x). Logo, ¢ é uma bijec¢do. O

Vale ressaltar que ¢, como definido pelo recém provado lema, ndo é um homomorfismo,
ja que G /H € apenas um conjunto de classes laterias pelo fato de H := Stabg(x) ndo ser
necessariamente um subgrupo normal de G; além do fato das 6rbitas comumente ndo terem a

estrutura de grupo.

Teorema 1.1.10. Se G age sobre X, entdo para cada x € X temos
|G : Stabg(z)] = |Orbe(z)].
Ainda, por Lagrange, se o grupo G for finito, entdo:

|G| = |Stabg(x)||Orbg(x)| .




Capitulo 1. Pré-requisitos 23

Demonstragdo. A prova desse teorema € resultado imediato do Lema 1.1.9 anterior. [

Vale ressaltar que dado um grupo (G, -), podemos definir a¢cdes de GG sobre si mesmo.

As mais comuns sio:

(i) G age sobre si mesmo por multiplicacao:

P :GxG—=(GE
(g,h) — g(h) = gh ;

(i) G age sobre si mesmo por conjugagao:

Py :GXG— G
(9,h) = g(h) = ghg™" ;

De fato, dado um = € G arbitrério, gh(x) = g(h(z)) e claramente 1¢(z) = (x). No
caso da operagdo definida por 15, temos:

g(h(x)) = g(hah™") = ghah™'g~" = ghz(gh)~" = gh(x);

E mais uma vez 1¢(7) = 1lgrls' = 7.

Quando G é um grupo abeliano, chamamos estas duas a¢oes definidas nos itens acima

de acoes triviais.

Proposicao 1.1.11. Suponhamos que G age sobre si mesmo por conjugacdo, as seguintes afir-

magoes sdo equivalentes:

(i) z € Z(G) = {z € G; gz =xg,Yg € G} (0 centro de G);
(i) Stabg(z) = G;
(iii) Orbg(z) = {z};

(iv) |Orbg(x)| = 1.

Demonstragdo. (i)=-(ii) Supondo =z € Z(G) = {z € G; gr = xg,Yg € G}. Queremos

explicitar o estabilizador de x, que por defini¢do é Stabg(x) = {g € G;g(x) = z}; como a
ac¢do é por conjugacdo, g(r) = r & grg™!

para todo g € G assim Stabg(z) = G.

= x & gxr = xg, que estd garantido por hipdtese
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(ii)=-(iii)=-(iv) Temos que Orbs(x) é o conjunto formado pelos elementos y € X tais
que, para algum g € G, y = g(x); isto é, y = gwg~'. Como por hipétese Vg € G, temos
)

€,
g(z) =y = grg~! = x, de imediato Orbg(x) = {z}, assim |Orbg(z)| = 1.

Ainda pelo Teorema 1.1.10, temos:

|G : Stabg(z)] = |Orbe(z)| < [G : G] =1 = |Orbg(z)|.

(iv)=-(i) Supondo que |Orbg(z)| = 1, desse modo, existe um tnico y € X := G tal
que y = g(x) para dado g € G. Por conseguinte y = gzg~' € yg = g; nos resta que T = y.

Disso x é um elemento central de GG, ou seja, z € Z(G). O

Defini¢iio 1.1.12. Seja G um grupo. O subgrupo Ng(H) = {g € G;gHg™' = H} de G ¢

chamado de normalizador de H em G.

Definicao 1.1.13. Seja G um grupo. O subgrupo Cq(H) = {g € G;gh = hg,Yh € H} de G

é chamado de centralizador de H em G.

1.2 Produto semidireto de grupos

Definicao 1.2.1. Uma sequéncia de grupos é uma colegdo finita ou infinita de grupos e homo-
morfismos {p,, : G, = G,11}. Tal sequéncia é exata se, e somente se Ker(p,.1) = ¢(G,).
Notacao:

G G P G B

Se um dos simbolos 1 — G ou G — 1 acontece (onde 1 representa o grupo trivial

formado por um tinico elemento), o0 homomorfismo é o vinico possivel.

Um homomorfismo A — B é injetor se, e somente se, | — A — B é exata, e sobrejetor
se, e somente se, A — B — 1 ¢ exata; e é um isomorfismo se, e somente se, | - A — B — 1

é exata.

Uma extensdo de um grupo H por um grupo F' é uma sequéncia exata (também cha-

mada de sequéncia exata curta) 1 — H LGAF 5L

Proposicao 1.2.2. Se 1 — H % G A F — 16 uma extensdo de H por F, entdo F = —MG e

W é um isomorfismo de H em 1)(H ).

Demonstragdo. Pelo uso combinado da Definicdo A.2.9 e do Teorema de Isomorfismo de No-
ether (NOETHER 1.) , temos que Im(p) = G/Ker(p), sabendo que Im(p) = F ji que a

aplicagdo é sobrejetora, e Ker(p) = 1(H ) porque a sequéncia é exata. O
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Definicao 1.2.3. O Produto direto de grupos H x F' é uma extensdo de H por F. De forma
precisa, se 1 : H — H X F € definido por 1)(h) = (h, e), onde e é o elemento neutro de F. E
¢ : H x F — F édefinido por p(h, f) = f, entdo claramente 1\ e ¢ sdo homomorfismos e;

1> HY% HxF%F 1 éuma extensio de H por F' .

Nem sempre um grupo G € tal que podemos construi-lo exatamente como produto
direto de alguns dos seus subgrupos. Queremos condi¢des para que um grupo seja produto

direto de dois de seus subgrupos. Vejamos:

Proposicao 1.2.4. Sejam H, K subgrupos de um grupo G. O niimero de formas distintas de

escrever cada elemento do conjunto HK na forma hk comh € He k € K, é |H N K|.

Assim, se |H N K| = 1, entdo cada elemento de HK pode ser escrito de forma tinica

como um produto hk.

Demonstracdo. Lembremos que para um dado grupo G e dois de seus subgrupos H, K, temos
|H||K| = |HK||H N K|. Definindo uma rela¢do de equivaléncia ~ sobre o conjunto X :=
{(h,k) € Hx K},istoé, o conjunto dos pares (h,k)onde h € Hek € K;por (h, k) ~ (I, k')
se hk = h'k'. De fato V(h, k), (W', k'), (z,y) € X:

() (h,k) ~ (h,k); hk = hk;
(i) (h,k) ~ (W, k') = (W, k') ~ (h,k); hk = W'k < W'k = hk;
(i) (h, k) ~ (B, K )e (W, E) ~ (z,y) = (h, k) ~ (z,y); hk = WK WK = zy < hk = xy.
Temos que o niimero de elementos numa classe de equivaléncia de X € o nimero de

formas de escrevermos hk como um elemento de H K, e o nimero de classes de equivaléncia
de X é exatamente |H K|.

Notemos que:
hk = 'k < (B)'hk = (B) WK < (W) 'hk = K
s W) hk(k Y =KE Y e W) Th=FKk"') eHNK
< h(HNK)=hHNK);
Portanto, existem |H N K| escolhas para k' dado h; conhecido k € K, temos k' = (k') ~'hk,
como |H N K| = 1, a forma como escrevemos cada elemento de H K € unica. ]

Teorema 1.2.5. Sejam G um grupo, H e K subgrupos de G. Se H, K sdo ambos normais em
GeHNK ={lg}, entdo HK = H x K.
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Demonstragdo. Sabemos que H K € a priori subgrupo de G, e H <1 G implicaem k~'hk € G
para qualquer h € H, e em particular para todo k € K.

Similarmente, como K <1 G, temos h~ 'k~ 'hk € H, e também h~'k~'hk € K, como
HNK ={lg}, h 'k~ 'hk = 1¢, ouseja, h 'k~ 'hk = 1 & (kh)"'hk = 1 & hk = kh, para
quaisquer h € He k € K.

De acordo com a Proposicao 1.2.4, cada elemento de H K pode ser escrito de forma
unica, como hk paradados h € H, k € K.

Entdo a aplicacdo ¢ : HK > hk — (h,k) € H x K estd bem definida e é bijetora.

Resta-nos verificar que a aplicacdo € um homomorfismo, vejamos que:

o(hkWE) = o(WI'KK') = (hi, kK')
= (h, k)(W', K') = @(hk)p(D'K).
[]
Definicdo 1.2.6. Se H, K < G, HN K = {lg}, entdo HK = {hk; h € H 'k € K} éo

Produto direto interno de H ¢ K. Enquanto H x K é dito Produto direto externo.

Existem situagcdes em que G = H K para subgrupos H, K, mas GG ndo é isomorfo a
H x K necessariamente. Entre as mais importantes destas situagdes estd o produto semidireto,
que generaliza a nocdo de produto direto de dois grupos, mas ndo requer que ambos H e K

sejam normais a um terceiro grupo.
Teorema 1.2.7. Sejam H, K grupos e p : K — Aut(H) um homomorfismo.
Denotamos por | - | a agdo, a esquerda, de K sobre H determinada por .

Seja G o conjunto {(h,k); h € H, k € K}, e definamos a multiplicacdo em G pela
regra

(hla k1)<h27 k?2) = (hl(lﬁ : h2)7 kflk‘Q);
Entao:

1. G é um grupo de ordem |H|| K|,

2. H:={(h1g); h€ H}, K := {(1y,k); k € K} sdo subgrupos de G isomorfos a H
e K respectivamente, com H < G, e HN K = {15}. Assim G = HK;

3. VYhe H, k€K, fazendo h = (h, 1), k = (1, k), temos khk™" = (k - h, 1).

Demonstragdo. Primeiro precisamos verificar que GG tem estrutura de grupo, o que decorre

naturalmente pelo fato de | - | ser uma ac¢do do grupo K sobre H, assim a operacdo como
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definida é claramente fechada em G. Mais ainda (h;, k;) € G, Vi € {1,2,3}:

(R, 1) (o, ko) (R, k3) = (ha(ky - ha), kiks) (s, ks)
(h1< )(kle h‘3) k1k2k3>
(ha(ky - ha)(ky - (kg - ha)), kikoks)
= (ha(ky - (ho(ks - hs3))), ki (kaks))
= (hu, k1) (ha(ks - h3)), kaks)
= (a1, k1) [(ha, k2) (hs, k3)].

Além disso, (1,1x) é o elemento identidade de G, € (h,k)™' = (k' - b=t k7).

Vejamos:

(L, 1) (h k) = (Lu(1k - h), 1xk) = (1gh, k) = (h, k);
(hyk)(La, 1x) = (R(k - 1a)), klk) = (h, k);
(k) (k™ B kY = (A(k - (kY- ), kb))
= (R((kE™Y) - 271), 1K)
= (h((1k) -h™ 1), 1) = (hh™ ', 1) = (1u, 1k);
(k_l ~h, k_l)(h k) = (k™ ! h_l(k‘_l - h), k’_lk)
= (k7' 1y, 1x) = (1, 1k)

Vale ressaltar que as passagens * anteriores (entre outras) sao garantidas pelo fato da
acdo ser determinada por ¢ que € definida de K no grupo de automorfismos de H. Nao nos

remanesce divida que |G| = |H|| K|. Agora consideremos os conjuntos:

H:={(h1g); h€ H}e K := {(1y,k); k€ K}.

As aplicagdes H > h +— (h,1x) € He K 5 k — (1y,k) € K, sdo claramente bije-
tivas. Resta-nos mostrar que sao homomorfismos, o que é subentendido por meio da restricao

da operacgdo global.

(h, 1[()(]1/, 1[() = (h(lK : h/) 1K1K) = (hh,, 1K);
(1, ), &) = (L (k- 1), kK') = (1, kK').

Entendemos H e K como subgrupos de (G, e os isomorfismos acima nos permitem

pensar H e K como subgrupos de G. E 6bvio que H N K origina naturalmente AN K = {1¢},
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portanto H N K = {(1x,1x)} e HK = G uma vez que:

(h, 1) (Li k) = (h(Lie - 1nr), 1ck) = (Alg k) = (B, k).

Para os demais itens do teorema, ainda precisamos provar que H € normal em G, e que
implicitamente a a¢do entre os grupos € via conjugacdo em G pelo homomorfismo original ;

ambas afirmagdes sdo resultados de:

Lo, K)(hy 1) (K71 - 1y, k1)

(L, B) (B, 1) (1, B) ™ = (
= (1g, k) (h, 1) (1, k7Y
= (
= (

k- h) k)(]-H?k_1>
k-h,1g),

ou seja,

khk™" = (1, k) (h, 1) (Lgg, k)"

= (pr(h), 1)
= (k-h1g) € H

Isto demonstra que K < Ng(ﬁ), e como H < NG(I:I) e G = HK; entdo temos que
Ng(H) =G, isto é, H < G O

Definicao 1.2.8. Chamamos o grupo G como construido no Teorema 1.2.7 de Produto Semi-
direto de H e K com relagdo a p, escrito como H %, K, ou simplesmente por H x K quando

0 homomorfismo ¢ for claramente subentendido.

Um grupo G € um produto semidireto se existe H <1 G, K < Gtalque G = HK e
HnN K ={1}.

Proposicao 1.2.9. Sejam H e K grupos e p : K — Aut(H) um homomorfismo. As seguintes

afirmacoes sdo equivalentes:

(i) A aplicacdo (de conjuntos) identidade entre H x K e H X K é um homomorfismo de

grupos (e portanto um isomorfismo);
(ii) ¢ : K — Aut(H) é o homomorfismo trivial;

(iii) K < H x K.
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Demonstracdo. (i)=-(ii) Pela defini¢do da operagdo no grupo H x K temos Vh, h' € H,Vk k' €
K:
(h, k)(W K'Y = (hpr(R'), kK'Y = (h(k - 1), kK).

Pela hipétese (i), (h, k)(h', k') = (bR, kk'),logo (h(k - h'), kE") = (hR', kK').

Portanto k& - ' = h/, isto é, k fixa H, e pela arbitrariedade de k, temos que ¢ é o

homomorfismo trivial, K atua trivialmente sobre H.

(ii)=(iii) Se ¢ ¢ trivial, entdo a acdo de K sobre H ¢ trivial como concluido an-
teriormente, portanto, os elementos de H comutam com os elementos de /K. Em particular
H < Ng(K),ecomo K < Ng(K)eG =HK;entio G < Ng(K) <G, istoé, K < G.

(iili)=-(i)) Se K < H x K, entdo para todo h € H e para todo k € K, o comutador
[h, k] = h ™'k~ 'hk pertence a HN K = {15}. Assim hk = kh e a agdo de K sobre H € trivial
mais uma vez. Logo, a multiplicacdo no produto semidireto € a mesma que no produto direto,
Vh,h' € HVEk K € K:
(h,k)(h' k") = (hh', kK.

Pela arbitrariedade dos elementos dos grupos, temos que Id : H x K — H x K é como

consequéncia um homomorfismo de grupos, € portanto um isomorfismo. [

Teorema 1.2.10. Suponha que G é um grupo com subgrupos H e K tais que

(i) H <G, e;

(ii) HNK = {1g}.
Seja ainda o homomorfismo:

v: K — Aut(H)
ks ot H — H; on(h) = khk™.

Entdo HK = H x, K. Em particular, se G = HK com H e K satisfazendo (i) e (i) deste

teorema, entdo G ¢é o produto semidireto de H e K.

Demonstracdo. Notemos que, como H <1 G, HK é um subgrupo de G. Pela Proposicio 1.2.4
todo elemento de H K pode ser escrito de forma tnica como hk, para algum h € H e algum
ke K.

Portanto, a aplicacdon : HK > hk — (h,k) € H x K é uma bije¢do de H K sobre
H x K. Resta-nos mostrar que é homomorfismo, Vh, h' € H,Vk, k' € K:
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n(hkR'E') = n(h(kR'k~")kK')
= n(hpr(h)kK)
= (hex(h'), k)
= (h k)(W, )
= n(hk)n(W'K).

Logo,n: HK — H x K é um isomorfismo. [

Definicao 1.2.11. Seja H um subgrupo de um grupo G. Um subgrupo K de G é chamado um
complemento para H em G se G = HK e HN K = {1¢}.

1.3 Skew anel de grupo

Definicdo 1.3.1. Sejam R um anel, G um grupo finito e p : G — Aut(R) um homomorfismo

de grupos. Chamamos de skew anel de grupo de G sobre R induzido por p como sendo:

Rwa—{Zagg ;ageR};

geG

onde a adicdo é trivial termo a termo, e a multiplicacdo é estendida por linearidade:
agg - bnh = agp(g)(bn)gh .

Sem perda de generalidade omitimos os somatorios ao definir a multiplicagdo acima,

uma vez que dados z,y € R X, G de modo que x := }_ aggey:= > byh, operamos:
e heG

Ty = (2 agg) (hzszhh) = ZZé (%::eag%(bh)) 14

Proposicao 1.3.2. Na generalidade da defini¢do, qualquer skew anel de grupo R x, G' é um

anel. Em particular, quando R for anel com unidade, teremos um anel R x, G com unidade.

Demonstracdo. Como definido, o skew anel de grupo possui de fato uma estrutura de anel,
basta verificarmos os axiomas que estruturam a segunda operacao (multiplicacdo) em um anel,

ja que por construgdo R X, G tem estrutura de R-moédulo livre cuja base € G.
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Supondo g, h, ¢ € G arbitrérios, para os quais a4, by, ¢, € IR, temos:

(aggbrh)cel = (agpy(bn)gh)cel = agpy(bn)@gn(ce)ght

®) agpq(brpn(ce))g(hl) = azg(brpn(ce)hl)

= ayg(byhcl) .

A passagem (*) acima decorre do fato de ¢ ser um homomorfismo de grupos. Portanto
a multiplicagdo € associativa. Semelhante a presun¢do da identidade da dlgebra de grupo como

na Definiciao B.1.10, temos que 1z1s € a identidade multiplicativa do anel.
agglrlc = agps(1r)(9lc) = agg = 1rp15(ag)(1eg) = 1rlgayg -

Os axiomas de distributividade sdo a seguir verificados, sejam g, h,{ € G e ag, by, co €
R, temos:

aggbph + aggcel = agoq(bp)gh + agp,(ce)gl
= ag(pg(br)gh + ¢4(ce)gl) = ag(1rgbph + 1rgeel)
= ay(g(bnh + col)) = ayg(bph + cof)

brhayg + cilayg = brn(ag)hg + cope(ag)ly
= (bnen(ag)h + coppe(ag)l)g = (byhagle + cilagla)g
= ((buh + cel)ag)g = (bnh + cil)agyg -

Em vista do que verificamos, o skew anel de grupo R X, G tem estrutura de anel. [

Exemplo 1.3.3. Um exemplo mais simples de skew anel de grupo é quando definimos para
um anel R arbitrdrio, e um grupo finito G, um homomorfismo de grupos trivial p : G > g —
Idp € Aut(R) para todo elemento g € G. Desse modo, R %, G é exatamente o anel de grupo

RG] usual, jd que em termos de qualquer elemento g do grupo G, e Vr € R, temos pg(r) = .

Proposiciio 1.3.4. O skew anel de grupo R[N] x, H é um anel de grupo R|G] originado a
partir do grupo G construido via produto semidireto G = N x H, considere a componente
aq,g como sendo o par (ag, g). Notemos que ©(g)(bn) = ¢4(bn) = g(by). Assim (ayg)(bph) =
(ag, 9)(bn, h) = (ag(g - bn), gh) = ag(g(bn))gh.

Demonstragdo. Sejam R um anel e G um grupo finito. Sejam ainda H, N dois subgrupos de
G, onde N < G e existem condi¢des para que G = N x H, isto €, o homomorfismo de

subgrupos entre e o grupo de automorfismos de N é dado via conjugacdo. Desse modo o
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homomorfismo ¢ a seguir estd bem definido Vg € N,h € H e a, € R:

¢ : H — Aut(R[N])
h @(h):= ¢, : R[N] = R[N]
agg aghgh_1

Queremos exibir um homomorfismo de grupo que seja equivalente a multiplicagdo
usual. Requeremos portanto Vg € N,Vh € H e Va, € R, levando em conta o isomorfismo
trivial entre R[N| x, H e R[N x H]:

Y : R[N] %, H 3 (ag9)h — aggh € R[N x H] .

A aplicacdo 1) € um homomorfismo, em particular um isomorfismo de anéis.

Tomando z,y € R[N] x, H de modo = := (a,9)h e y := (byg')h'. Verificamos
Vg,9' € N;Vh,h' € H eVa, € R:

(x) +¥(y) = ¢((agg)h) + ¢((byg')h')
= (ag)gh + (by)g'H’
= ¥ ((agg)h + (byg')')
=¥z +y)

O critério da multiplicagdo € verificado ao equipararmos ¢ (x)1(y) = ¥ (xy):

V(@)Y (y) = ¥((agg))v((by g )I)

= (ag)gh(by)g'h’

= agPen(by)ghg'h'

= a,ghbyh™ g~ ghg' I’

= ayby (ghg')h 'hh' = a,byghg'h'

U(zy) = P((agg)h(by g )

U(aggen(by g’ hh')
V(agghbyg'h ™ hh)
U((aghy gg')hh™ hh)

= a,by g9’ hh' = a,byghg'h'

As duas passagens * acima sdo validas por /N ser normal a G, e H < G, e o homo-
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morfismo ¢ que induz a agdo estd definido de H no grupo de automorfismos de R[N]. Por fim,
¥((1rle)le) = 1rlcle = 1rlc. O
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CAPITULO 2

AcOes Parciais

Definicao 2.1. Sejam G um grupo com identidade 1 e um conjunto X. Definimos como ag@o
parcial o, de G sobre X, o par de colecoes o = ({Dy}, {ay}), de subconjuntos {Dy}gec € X

e aplicagoes bijetoras {oy}gec; g @ Dyg-1 — Dy, tais que:

(i) Di, = X;
(ii) o, (Dh N Dy-1) C Dgpy-1;

(iii) ayoan(z) =agm(z); Vo€ a; (DpN Dy1).

Notemos que (iii) € critério de uma acdo de grupo comum, mas que fica definida para
elementos restritos em X. Assumindo a composicao de a¢des pela esquerda da igualdade, no-
. . . 1
tamos que como oy, : D1 — Dy e oy : Dy-1 — Dy, necessariamente « € oy, (DN Dy-1) C
D41, permitindo-nos entender ay, como extensdo de ay o ay,.
Como cada ay € bijecdo, o fato de que oy o g1 = Qg1 = 1, = Iang_1 implica que

Qg1 = oz;l. O que seré reforcado mais adiante.

Agora olhando para a condicao (ii)

Oéﬁl(Dh N Dg—l) - D(gh)—l
g Dh—lg—l;
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como a;, " é definido de D, em Dy, 1, temos o, ' (Dj, N Dy-1) C Dy-1;
o, (DN Dy-1) € Dy-1 N D141
se fizermos h = h™=' e g = gh:
;21 (Dp—1 N Dy-14-1) € Dy N Dy
aplicando a;l, e usando (iii):

a,jl(a,}ll (Dh—l N Dh—lg—1>> - Ozﬁl(Dh N Dg—1>
D1 N Dh—lg—l - Ocﬁl(Dh N Dg—l);

assim obtemos a igualdade:

Oéﬁl(Dh N Dg—l) =Dy N D(gh)—l.

Com essas observagdes feitas e como ay. (D1, N Dy,-1) = aj, (X) = X, para validar

as manipulacdes anteriores verificamos da seguinte forma:

a1, 0 o, () = oy, (2)
a1, 0 Qi 0 (1) = a0y ()

ay,(x) = Idx(x) = x;
e agora, com g = h~! no item (iii) da Definicio 2.1; Vo € a;, (D, N Dy,) = Dj-1 :
a,t o ap(x) = a1y () = Idp, _, () = ;

agora, tomando g = h e h = h~! em (iii), também da Definicdo 2.1, teremos que Vz €
Oé}:,ll (Dh—l N Dh—l) = Dh .

Qy, © Oz,jl(x) = app-1(2) = Idp, ) = .

Conseguimos perceber portanto que ;' = a1
h h

E por fim exibir condicdes (i’) - (iii’) equivalentes as condi¢des (i) - (iii), respectiva-

mente, na Defini¢do 2.1:

(i’) ar,(x) =2 Vo € X, ouseja: ay, é aaplicagdo identidade 1dx;
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(ii’) ag(Dp N Dy1) = Dy N Dy;

(iii’) agn(v) = ag(an(x)) Vo € Dy N Digpy-1.

Para facilitar a compreensao da defini¢do e das condi¢des de uma acdo parcial, podemos

representar graficamente na Figura 2.1 a seguir:

Figura 2.1: Representacio grifica de uma acéo parcial de grupo.

Esta definicdo surge a partir da restricao de uma agao global 5 do grupo G sobre um
conjunto Y tal que X C Y. E as condi¢bes sdo advindas da manutencdo dos axiomas que
definem uma agdo de grupo ainda que seja feita a restricdo sobre o conjunto Y. Sendo 3 a
acdo de um grupo G sobre um conjunto Y, que indexa para cada elemento g de GG bijecdes em
Y dentro de algum subconjunto X C Y, por defini¢do, 5,(X) C Y. Ainda que a intersecao
entre X e (,(X) seja vazia. Se quisermos definir uma agdo « que esteja restrita a X, esta
fard sentido se para algum subconjunto ndo vazio D, C X indexado por elementos de G,
D, = X N B4(X), por questdo das bije¢des. Dessa forma, ¢, : D,-1 — D, é dada da seguinte

maneira: ay = fy[p__,, podendo ser visto mais facilmente na Figura 2.2:

Figura 2.2: Representacdo da restricdo da acdo global 8 em Y numa ac¢do o em X.
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Até agora definimos e analisamos uma tnica acdo parcial do grupo (G sobre o conjunto
X. Seria interessante poder comparar duas agdes parciais e avaliar a semelhanca entre elas.

Para isso definimos os morfismos entre agcdes parciais.

Definicao 2.2. Seja G um grupo e sejam X e X' dois conjuntos tais quais G age sobre cada um
destes, via oy e o/g respectivamente em seus subconjuntos Dy-1 e D;_l para g em G. Definimos
como morfismo entre agdes parciais, de o em o/, a aplicacdo ¢ : X — X', tal que: Vg € G e
Vx € Dgfl

(i) (Dy) C Dy
(ii) ag(p(z)) = p(a(z));

isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

(03
_1$D9

“Oi/l“”

D2y
g1 g

Observacao 2.3. Vale de forma andloga a Definicdo 2.1 de acdo parcial de grupo no caso
do conjunto X ser uma K-dlgebra A associativa. Adicionamos as condigdes, que para todo
g em G, cada Dy antes subconjunto de X, seja agora ideal de A, assim como as bije¢oes
oy sejam isomorfimos de dlgebras. Notemos que neste contexto, se na Defini¢do 2.2 0 mor-
fismo ¢ serd entendido como o morfismo de dlgebras ¢ : A — A, este iltimo serd um
monomorfismo/epimorfismo/isomorfismo de dlgebras se p|p, for respectivamente um mono-

morfismo/epimorfismo/isomorfismo.

Exemplo 2.4. Seja o grupo de Klein, G = {1¢, g, h, gh} tal que g* = h? = (gh)* = 1g, e

a b
)

consideramos a acdo parcial o de G sobre X da seguinte maneira:

D, =X
a 0
Dg:Dgl:{<0 C)} ’
b
pe-oe={(03)
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De modo semelhante:

a b b a
o = e Dy ;
h(o 0) 0 0 "
0 b 0 c
= e D, .

Notemos que as intersecoes entre os subconjuntos satisfazem as bijecoes definidas,
assim como as composigoes, a agcdo de G sobre X via o = ({Dg}geq, {0y }tsec) € facilmente

verificada.

Exemplo 2.5. Seja X = R3, e seja G o grupo ciclico de ordem 4 gerado por g. Podemos notar
que G age parcialmente em R® via « = ({D,} e, {@y}gec), sendo:

D, = R?;

D, ={(z,y,2) € R* 2z =0},

Dy ={(z,y,z) € R% y=0}, e

Dy = {(x,y,2) € R*; x = 0}. Com as seguintes bije¢oes:

ag: Dg 3 (0,a,b) = (a,b,0) € Dy,

g Dy 3 (a,0,b) = (b,0,a) € Dpe, e;

ag Dy 2 (a,b,0) — (0,a,b) € Dys.
Definicao 2.6. Seja um grupo G que age parcialmente via o sobre uma dlgebra A, definimos

como skew anel de grupo parcial correspondente a “o”, o conjunto de todas as somas da

forma apresentada:
Ax, G = {Zag(Sg:agEDg};
geG

onde 64 de cada termo da soma finita é simbolo de indexagdo que indica a posigdo do elemento

COI’7"€Sp01’ld€l’lt€ na somd.
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A operagdo de adigcdo do skew anel de grupo parcial é a adig¢do usual, enquanto o pro-

duto para quaisquer g e h em G é dado da seguinte forma: (agy0,)(bpon) = og(ay-1(ag)bp)dgn.

Interessa-nos estudar a associatividade da estrutura de skew anel de grupo dentro do
contexto de acdes parciais. Para tanto precisamos estudar alguns resultados da dlgebra de mul-
tiplicadores, estes resultados far-se-do necessdrios para condicionar o caso do skew anel de
grupo parcial ser associativo. Mas antes de apresenta-los, provamos que A x, G é um K-

modulo, sendo K anel comutativo com unidade.

Proposicao 2.7. O skew anel de grupo parcial R, = A X, G é um K-mddulo com aplicacao

definida por k < > ag(59> = Y (kay)dy, paratodosk € Ke Y a,0, € Ry.
geG geG geG

Demonstragdo. Sendox = 3 agz0,ey = >, bpd, ambosem R, et, £ € K.
geG helG

Precisamos verificar os axiomas que definem um modulo.

(*) Notemos que em z, a, € Dycq; assim como by, de y estd em algum ideal que €

K-élgebra e portanto K-mddulo.

(t+ 0z =(t+0))_ agdy =D (t+ agd,

geG geG

®) Z (tagy + lay)d,

geG

= Z(t%)(sg + Z(Eag)ag

geG geG
= tz agy0y + EZ g0,
geG geG

=tx +lx

tlx+y) =t (Z agly + > bhéh)

geG heG

(*:) t Z (agég + bh5h)

g,heG

= Z (t(ag5g + bh(;h))

g,heG

—

; Z (tagég + tbhéh)

g,heG

= Z tagég + Z tbh5h

geG heG

=

=1t> agly+1Y bpdy = tx +ty
geG heG

(th)z = () agdy = > _((tl)agy)d,

geG geG
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Z (t(Lay))d, —tZEQQ

geG geG
= ( EZ ag0y) =1 (¢x)
geG

]

Observacio 2.8. E importante percebermos que por garantia da linearidade nas operacées
da Proposicdo 2.7, e K ser anel comutativo com unidade, teremos para dois elementos x e y do
skew anel de grupo parcial R, a possibilidade de cada um estar em uma subdlgebra indexada
por elemento distinto do grupo G. E como dito, por linearidade, aqui desconsideramos a soma
finita na definicdo destes elementos; garantimos por conseguinte a bilateralidade de R,, como

K-modulo, entdo, para v = a,6, € Ry, y = bpd, € Ry, e { € K temos:

U(zy) = L((agdy)(bndn)) = oy (g1 (ag)brdgn))
lag(ag-1(ag)bn))dgn = ag(ag-1(Lag)br)dgn
(Cag)dg)(brdn) = (£(agdy))(brdn)
lx)y
Uzy) = £((agdy)(bndn)) = L(ag(cg-1(ag)bndgn))
= (Lag(ag-1(ag)bn))dgh = (ag(€(cg-1(ag)bn)))dgn
= (ag(ag-1(ag)(€bn)))dgn = (agdy)((Lbr)on)
= z(ly)

= (
= (
= (

Com isso ((zy) = (lx)y = x(Ly).




41

CAPITULO 3

Um duplo centralizador: A Algebra de Multiplicadores

Neste capitulo discorreremos sobre uma dlgebra em especifico, a dlgebra de multiplicadores,
uma K-dlgebra particular que estd diretamente ligada ao caso em que o skew anel de grupo
parcial é associativo. Damos destaque aos resultados que direcionam a (L, R)-associatividade

para ideais de uma K-dlgebra.

Definicao 3.1. Seja K um corpo, e seja A uma K-dlgebra associativa. Definimos como multi-

plicador de 7 < A o par (L, R) de K-transformacdes lineares de I, que satisfaz:

(i) L(ab) = L(a)b;
(ii)) R(ab) = aR(b);

(iii) R(a)b = aL(D).

No caso de K possuir unidade, temos: L(14) = R(14).

Exemplo 3.2. Seja K um corpo, e seja A uma K-dlgebra associativa com unidade. Um mul-
tiplicador de Z < A é o par (L., R,) de K-transformacées lineares de I, definido para algum
x € Avia:

L,:T>a—xacZ, e;

R,:T>a—ar el
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Quando, para alguns resultados, for indiferente o elemento x na dlgebra A que relaci-
ona o multiplicador, podemos omitir a notacdo de x no par, tratando o multiplicador simplis-

mente por (L, R).

De modo geral chamamos L / L, de multiplicador a esquerda de Z, e R / R, de mul-

tiplicador a direita de 7.

Definicao 3.3. A algebra de multiplicadores ) (Z) de uma dlgebra T < A é o conjunto de
todos multiplicadores de L, quais para dois multiplicadores (L, R) e (L', R') em M(Z) e um

elemento k do corpo K, as operacées sdao dadas por:

k(L,R) = (kL,kR);
(L,R)+ (L',R)=(L+L R+ R);
(L,R)(L',R) = (Lo L',R o R).

Observacao 3.4. Para quaisquer x,y € A, as transformagdes, que constituem um multiplica-

dor, sdo lineares, dessa forma:

Lay(a) = (zy
Ly (a) = (kx

Analogamente:
Ryyy(a) = (a)(z +y) = ax + ay = Ra(a) + Ry(a) = (Re + Ry)(a);
Ryy(a) = (a)(zy) = (ax)y = (Ra(a))y = Ry(R.(a)) = Ry o Ra(a);
Rie(a) = (a)(kx) = k(ax) = k(R.(a)) = (kR:)(a).

A construgdo de cada multiplicador com transformacdes lineares, a unidade da dlgebra
A e as operacdes que definem M (Z), garantem que esta dltima é uma dlgebra associativa, cuja

unidade € o par (L; ,, Ry ,) qual cada entrada € a transformagdo identidade lateral.
Ainda assim, para verificar os fatos mencionados, enunciamos a proposi¢cao a seguir:

Proposicao 3.5. M (T) é uma K-dlgebra associativa com unidade, onde 1,7y = (Idz,z 1d)
equivale ao par (L, ,, Ry ,), ou seja, a unidade de M(I) é formada pelas transformagdoes

identidades laterais em 1.

Demonstragdo. Paraj, k € Ke (L;, R;) € M(Z)comi € {1,2,...}. Aqui os indices dos mul-
tiplicadores ndo tém relacdo com o elemento indexador da algebra, mas apenas para distinguir

cada um dos operadores e analisar a questdo da associatividade.
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Levando em consideracao que cada multiplicador é uma aplicacdo K-linear, temos:

[(L1, B1)(La, R2)|(Ls, Rs) = (L12, R1)(Ls, R3)
= (L12)3, R321))

= (Lu(23), R(32)1)

= (L1, R1)(Los, R32)
= (L1, R1)[(L2, R2)(Ls, R3)];
((Jk) Ly, (k) Ry)
= (j(kL1), j(kR1))

J
J

(k) (L1, By) =

kL., kR))

(
(k(Ly1, Ry)).

Por altimo, mas ndo menos importante, precisamos provar que

k[(L1, R1)(La, Ro)] = [k(L1, R1)|(L2, Ro) = (L1, Ry)[k(L2, Ra)l;

mas de fato:
k(Lb Rl)(L27 RZ) = k(L127 RZl)
= (kL12, kR2)
= ((kL1)La, Ra(kRy))
(kLla le)(LQ) RQ)
= [k(L1, R1)](L2, Ry);
analogamente:

k(Lb Rl)(L2>R2) - k(L12>Rz1)
= (L1(kLa), (kRg)Ry)
= (L1, Ry)(kLs, kRs)
= (L1, R1)[k(La, R2))

Isso porque k estd em K, e portanto comuta com os indexadores de cada multiplicador. E de
imediato que (L1 ,, Ry, ) (L1, R1) = (Lq, Ry) assimcomo (Lq, Ry)(L1 ,, R ,) = (L1, Ry). O

Observacao 3.6. A aplicacdo ¢, como definida abaixo, é um homomorfismo de K-dlgebras.

¢: T — M(T)
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x> (Lyy Ry) -

Queremos mostrar que Vz,y € Z e k € K temos:

Consequentemente, levando em consideragdo a Observacao 3.4, temos:

Pz +y) = (Lx+y7 Rx+y> = (L, + Ly, Ry + Ry) = (La, R.) + (Ly7 Ry)
= ¢(z) + o(y);
¢(xy) = (Lay, Roy) = (LaLy, RyRy) = (Lo, Ry)(Ly, Ry)
= o(x)o(y);
¢(kz) = (Lka, RBiy) = (kLy, kRy) = k(Ly, Ry) = k().

Definicdo 3.7. Dizemos que uma dlgebra 7 ¢ nao degenerada se ¢ : T — M(Z) for um

monomorfismo.

Notemos que, se o nticleo do homomorfismo ¢ for apenas o zero, o homomorfismo sera
injetivo. Por outro lado, pela definicdo da aplicacdo, constatamos que o par de multiplicadores

que leva ao nucleo da aplicacdo sdo na verdade os anuladores a esquerda e a direita de Z em Z.

De forma geral, sendo Z um ideal da dlgebra A, entdo consideramos um homomorfismo
1 tal que ¢ = 1|z, definido do seguinte modo ¢ : A > a +— (L4, R,) € M(Z), cujo niicleo é a
interse¢@o dos anuladores a esquerda de Z em .4 com os anuladores a direita também de Z em

A.
CAnnA(Z) = {a € A; Vo € T,ax = 0} € o anulador a esquerda de Z em A, e;
r.Anna(Z) = {a € A; Vo € Z,za = 0} é o anulador a direita de Z em \A.

Assim, Ker(¢) = L. Ann(Z)Nr.Ann4(Z), e portanto Z é dlgebra ndo degenerada se,
e somente se, para todo elemento ¢ em Z e a # 0; existe um elemento b # 0 também em Z tal
que ab # 0 ou ba # 0.

Podemos observar os nicleos para estes homomorfismos assim:

Ker(¢) ={z € T; ¢(zx) =Ou)}
={z€Z; Li(a) = Ri(a) = 0z,Va € I}
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={z€Z; xza=ax=0,Ya €T}
= (. Annz(Z) Nr.Annz(Z).

E no caso do homomorfismo 1):

Ker(y) ={y e A; ¥(y) =O0ma)}
={ye A; L,(a)=R,(a)=0z7,Va € T}
={yeA; ya=ay=0,Ya €T}
=0 Anns(Z) Nr.Anny(Z).

Para os proximos resultados apresentados, assumiremos Z < .A como uma K-élgebra; e
M(Z) como a K-dlgebra dos multiplicadores de Z.

Mantemos também as defini¢cdes anteriores dos homomorfismos de dlgebras 1) e ¢ tais
quais: ¢ = ¥|z.

Proposicao 3.8. As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
(i) ¢(Z) é um ideal de M (ZT);

(ii) ¢ : T — M(ZI) serd um isomorfismo se, e somente se, T for uma dlgebra com unidade

Demonstra¢do. (i) Sejam x um elemento na dlgebra Z, e (L, R) um elemento arbitrério de

M (Z). Sabemos que a imagem correspondente a = por ¢ serd (L., R,). Queremos que
(Ly, R.)(L,R) = (L,L,RR,),e (L,R)(L,, R;) =

= (LL,, R, R) estejam em ¢(Z). Note-
mos que Va € Z:
(LoL(a)) = Lo(L(a))
(RR,(a)) = R(R,(a)) = Rlaz)
(LLy(a)) = L(La(a))
(RyR(a)) = Ry(R(a)) = R(a)r = aL(x) = Ri@)(a)

Assim (Lx, Rx)(L, R) (LR RR ) (L, R)(Lx, Rx) = (LL(x), RL(x))- Como R(ZE)
e L(x) estdo em Z;

¢(x)(L, R), (L, R)p(x) € ¢(Z) € M(Z).

(ii) (=) Por hipétese ¢ é um isomorfismo, e sabemos que M (Z) é uma K-dlgebra com uni-

dade (L., Ri,). Da sobrejetividade de ¢, 3z € 7 tal que ¢(x) = (L., Ri,), desse
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modo:

za=17a
Lo, R,) = (L., Ry,) & T Vaerz
v z

(<) Supondo agora, que a dlgebra Z possui unidade 17, entdo ¢(17) € ¢(Z) C M(Z).
Como ¢ é um homomorfismo de dlgebras ¢(17) = 1 M(z)- Precisamos provar a bijetivi-
dade da aplicagdo ¢. Dado y € M (Z) arbitrario, denotamo-o por (L., R,), sem perder a

generalidade; analisando os multiplicadores laterais, temos Va € Z que:

b.
8
—~
S
~

I

L:(1za) = Ly(1z)a = LLm(lz)(a)a ¢
Rx(l_’[ CL) = G,Rx(lj:) = RRx(lz)(a).

oy
8
—
=
S—

I

Logo, (L, R) = (L a4), Rr.(15)), além disso:
L.(1z) = 17L.(17) = R.(17)1z = R.(1z);

uma vez que ¢ ¢ homomorfismo, tomamos x = z(1l7) = (17)z; e ¢(z) = y. Para a
injetividade, exibimos o nticleo da aplicacdo, seja agora ¢(z) = (L, R,) = (0,0), isso
acontece apenas se Va € Z tivermos L, = 0e R, = O;ousejaxa = 0 = az; em
particular, assumindo a = 17, 217 = 0 = 17z < x = 0. Como Ker(¢) = 0, a aplicagdo

¢ injetiva, e portanto um isomorfismo.

O

Com a preocupacdo da comutatividade entre dois multiplicadores laterais para uma

algebra preferencialmente ndo unitdria, (i.e.)
RoL=LoR; (3.1)

sendo os pares (L, R) e (L', R’) pertencentes a dlgebra de multiplicadores de uma dlgebra
7, queremos caracterizar as dlgebras que respeitam o que definiremos a seguir por (L, R)-
associatividade. Na maior parte dos casos, a formula € mantida por questdo da associatividade,
vejamos que, parax, 2’ € ZaAe (L, R) = (L, R,), (L', R') = (L, Ry):

Ry (Ly(a)) = Ry(za) = (za)z’ = z(ax’) = Ly(ax’) = L,(Rw(a)).
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Definicao 3.9. Dizemos que uma dlgebra T é (L, R)-associativa, se para dois pares de multi-

plicadores (L, R) e (L', R'), pertencentes a dlgebra de multiplicadores M (T), obtivermos:

RoL=LoR.

Duas condi¢des suficientes para a (L, R)-associatividade de uma algebra Z sdo dadas

pela proposicao a seguir:

Proposicao 3.10. Uma dlgebra T é dita (L, R)-associativa se qualquer uma das duas condi-

¢oes abaixo for satisfeita.

(i) Z for uma dlgebra ndo degenerada; ou

(ii) L for idempotente.

Demonstragdo. Para a demonstracdo dos itens, assumimos os pares (L, R) e (L', R') perten-

centes a dlgebra de multiplicadores M (Z); com a, b € Z. Como visto:

L(R'(a))b = L(R'(a)b) = L(aL'(b)) = L(a)L'(b) = R'(L(a))b.

De forma andloga, b(L(R'(a))) = R(b)R'(a) = R'(R(b)a) = R'(bL(a)) = b(R'(L(a))).
Isso nos garante que L(R/(a)) — R'(L(a)) € Ker(¢) = L. Anng(Z) Nr.Annz(Z).
Vejamos que as relacdes acima identificadas sdo apenas a exibicdo da associatividade,

comutatividade da composi¢cdo de multiplicadores laterais indexados por elementos distintos,

R' o L = L o R/, ainda que operada com elementos da algebra.

Por hipétese do item (i), Z é ndo degenerada, ou seja, ¢ € monomorfismo e portanto a
igualdade L(R'(a)) = R'(L(a)) é validaVa € Z,entdo LoR' = R'oLe T é (L, R)-associativa;

Agora por hipétese do item (i7), suponhamos que Z é idempotente, com isso queremos
que a igualdade L'(R(a)) = R(L'(a)) seja mantida para todo a € Z tal que a = ajas com

ay,as € Z. E de fato a igualdade se mantém, notemos que:

L'(R(a)) = L'(R(ajaz)) = L'(a1 R(as)) = L'(a1)R(ay) =
= L'(a1)R(ay) = R(L'(a1)az) = R(L'(a1a2)) = R(L'(a)) (3.2)

Com Z idempotente, temos que Z2 coincide exatamente com Z; tomemos um elemento arbi-
trario a € Z, na melhor das hipéteses ele serd idempotente aa = a, sendo a = ajas para dois

elementos a; e as de Z, condicionando que a, simetriza a; a direita. Com uso de (3.2), vemos
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que para b = 7' | aj;a2; € I teremos:

(Lo R)(b) = (L'oR) (3. avan;)
— Z?:l L’(R(aliagi))
LS R (araz,)

= (R (¢] L/) (ijl CLUCLQZ-)
= (Ro L)(b).

Provamos neste tltimo caso a (L, R)-associatividade de Z. O]

Voltando ao mérito das acOes parciais, estard explicito no capitulo a seguir, que para
discutirmos a associatividade do skew anel de grupo parcial precisamos ter o entendimento da

(L, R)-associatividade dos ideais D, de uma K-algebra.

A caminho de facilitar a identificac@o dessa caracteristica associativa para certos ideais,

enunciamos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.11. Seja A uma dlgebra com unidade. As afirmacdes a seguir sdo equivalentes:

(i) Todo ideal ndo nulo de A é ndo degenerado;

(ii) Todo ideal ndo nulo de A, ou é ndo degenerado, ou é idempotente;
(iii) Todo ideal ndo nulo de A é ndo degenerado a direita (r.Annz(Z) = {0});
(iv) Todo ideal néo nulo de A é ndo degenerado a esquerda; ((.Annz(Z) = {0})

(v) A é semiprima.
Em qualquer dos casos, todo ideal de A serd (L, R)-associativo.

Demonstragdo. (i)=(ii) Essa primeira implicacdo acaba sendo resultado imediato da Proposi-
¢ao 3.10.

(ii)=(v) Se A possui um ideal Z nilpotente nao nulo (i.e. Z™ = 0 para algum n > 1,
n € N, entdo existird um ideal nao nulo 7 < A que € divisor de zero, onde n foi tomado como

0 menor inteiro positivo tal que Z" = 0, dai J = Z"~! #£ 0.

Vejamos que, se J = Z"~!, garantimos que J2 = (Z"1')? = 7?2 C 7" = 0. Mas
desse modo Z nio seria idempotente tampouco nao degenerada, o que por absurdo prova que

A é dlgebra semiprima, conforme a Defini¢dao B.1.9.
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(v)=(iv) Seja Z um ideal de A possuindo um elemento ndo nulo a tal que aZ = {0}.
Entdo o ideal gerado por a € um ideal ndo nulo, e se chamarmos este ideal de J = Aa.4 junto

com a assungdo de 4 unitaria, percebemos que:

J? = (AaA)(AaA) = Aa(AAa)A C AaTA = {0} .

O que viola o fato de A ser semiprima, pois exibimos um ideal ndo nulo J tal que
J? =0.

(v)=-(iii) Como provamos a implica¢@o anterior, de forma andloga e simétrica prova-

mos a atual implicacao.

(iii)=-(i) Agora, seja Z um ideal ndo nulo de A. Por hipétese, para cada a # 0, com
a€Z,Za+#0,3beZ; ba# 0= bL # 0. Em outras palavras, ¢ o0 mesmo que afirmar o fato
de 7 ser ndo degenerado. E pela arbitrariedade do ideal, provamos a implicacao.

Provamos os itens da proposig¢do através do ciclo (i)=-(ii)=-(v)=-(iii) /(iv)=(1). O

Ainda sejam os ideais Z <A, J <.A e um isomorfismo de K-algebras 7 : Z — 7, entdo
notamos que para os pares:
(L, R) € M(Z), e;

(toLom ', moRon™ 1) € M(J);

podemos enunciar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.12. A aplicagdo
T:MZ)— M(J),

definida por 7(L, R) = (tro Lon !, w0 Ron™1) é um isomorfismo de K-dlgebras.

Demonstragdo. Dado um par arbitrario (L, R) € M(Z), temos (to Lon ') e (mro Ron™ ')
definidos para cada multiplicador lateral L e IR, respectivamente, por meio da aplicacdo em
um elemento j da dlgebra J levando em algum elemento nesta mesma algebra. Constatemos
que a composicdo de K-homomorfismos € também K-homomorfimo, que é o caso de cada
componente no par 7(L, R). Mais explicitamente, notemos a composi¢do ro Lo : 7 — J
paraj € J:
moLo(n '(j)=n(L@G))=n(")="j€J.
—

N~
—icT =*icT

De forma andloga mostramos para o multiplicador a direita:

moRo(r'(j)) = n(R(i)) =n(i") = j" € J.
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E por arbitrariedade dos multiplicadores, mostramos a boa defini¢do de 7.

Precisamos verificar agora se o conjunto dos pares (mo Lon ™!, mo Rom~!) caracteriza
uma algebra de multiplicadores, de acordo com a defini¢do. Como 7 < A fica quase explicito

as propriedades dadas na Definicao 3.1. Mas vejamos que para z,y € J:

(moLon )(zy) =mo L(r ' (x)r ' (y)) = m(L(n~" (x))mm " (y))
(moLorm')(x)y;
= (7! (z)(Rr~'(y)))
y=az(roRom H(y).

Sabemos também que para x € J,3z € Z; w(z) = y, com isso:

(moRor )(z)y=(moRon ')(z)r(z) = n(R(r'(x))z)

= ("} (2)L(2)) = a(rL(z~(y)))
=az(moLon )(y).

Falta mostrarmos a linearidade da aplicac¢ao para a soma de multiplicadores, multiplica-
¢do para algum escalar do corpo e composicdo dos multiplicadores tomados par a par. Vejamos
que, para (L, R), (L', R') € M(Z) e algum k € K, qualquer que seja j tomado em J teremos:

(mo(L+kL)ort)(j) = (mo (L+kL))(7")(5))
= m(L(r~'(4)) + kL'(77'(5)))
= m(L(r~'(4))) + kx(L'(77"(j)))
=(moLon '+ k(roL or))(j).

De forma andloga vale que 1 o (R + kR )orm™' = (roRon ') + k(mro R om™ 1),
tendo provada a igualdade 7o (L + kL) om ! = (ro Lon ™) + k(m o L' o 7~1) temos que:

7((L,R) + k(L',R)) = 7(L,R) + kx(L', R)).

Ainda:

7((L,R)(L',R)) =7(LL',R'R) = (n(LL )7 ', 7(R'R)7 ")
m(La vl )nt n(Rr'nR)n ™)
(7TL7T71)(7TL/7T71), (rR7 Y (rRr™1))
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= (nLn Y, 7R ) (aLl'n ' aR'x™ )
=7(L,R)7(L', R').

"

Nessa ultima passagem desconsideramos o uso de “o” para denotar a composi¢ao dos

K-homomorfismos na tentativa de ndo sobrecarregar com notagdes.
Agora nos resta mostrar a bijetividade da aplicacdo 7. Reparemos que para algum par
(L,R) € M(J), é de imediato que (m o Lom,m ' o Ron) € M(Z),eassim7(r o Lo
m,m Lo Ron) = (L,R). Mais ainda, seja (L, R) € Ker(7), temos
rtoLor '=0=70Ron'=L=0=R= Ker(7) =0,

pois m e 7! sdo isomorfismos. [
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CAPITULO 4

A associatividade do skew anel de grupo parcial

Nem sempre o skew anel de grupo parcial A x,, G sera associativo, contudo, exibimos
uma caracterizacao de associatividade com o teorema a seguir. Quando uma condi¢do especifica

for satisfeita, o anel A x,, GG serd associativo.

Teorema 4.1. Se A for uma K-dlgebra, e G for um grupo que age parcialmente sobre A via a
agdo parcial o, além disso, se cada ideal D (g € G) for (L, R)-associativo, entdo o skew anel

de grupo parcial A x, G serd associativo.
Demonstragdo. A x, G & associativo <= (adpbd,)cd; = ady(bdycds) Vh, g, f € G e
a € Dy,be Dg,CE Df.

Veremos que a medida que verificamos a igualdade que garante a associatividade do
skew anel de grupo parcial A X, GG, chegaremos a condi¢do de (L, R)-associatividade para os

ideais da 4lgebra.

Pelo lado esquerdo da igualdade temos a composic¢do dada por:
adpbdy = ap(ap-1(a)b)dpg;
vejamos:

(aéhbég)céf = ah(ah-1(a)b)5hgc5f = Opg [Oé(hg)—l (Oéh(Oéh—l (a)b))c} 6hgf-
(*)
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Recordando as condi¢des na defini¢do de acdo parcial, veremos que ,-1(a)b € Dj-1N
D, e portanto o, (ap-1(a)b) € ay(Dp-1 N D,) = Dy N Dy,. Notemos () anteriormente entre

colchetes:

A ng)-1 (o (-1 (a)b))c = ag-1p-1 (ap(ap-1(a)b))c
= ag-10,-1 (g (ap-1(a)b))c

= agq(ahfl(a)b)c € Dgfl N D(hg)fl.

Pelo dltimo pertencimento denotado acima, podemos separar «, aplicando primeiro

Qg, ICPAremos:

(adnbdy)coy = angla(ng)-1 (an(ap-1(a)b))clongs
= ap(aglag-1(ap-1(a)b)c])ong;- 4.1)

Agora pelo outro lado da igualdade:

adp(bdgcdy) = adn(ag(ag-1(b)c))dey
= ap(ap-1(a)ag(ag-1(b)c))Ongs- 4.2)

Para que seja valida a igualdade primeiramente mencionada, precisamos ter para quais-
quera € Dy, b€ Dy, c € Dy:

ag(ag-1(ap-1(a)b)c) = ap-1(a)ay(ag-1(b)e);

igualdade que € obtida ao aplicarmos simultineamente ay,-1 em (4.1) e (4.2) e em seguida

igualando-as.

Notemos que a1 @ D, — Dy-1 € um isomorfismo e a arbitrariedade de a € D), faz
com que ay-1(a) percorra todo o ideal Dj,-1, podemos usar a notagdo a* = «v,-1(a) e escrever

para quaisquer a* € Dy-1,b € D,, c € Dy de modo equivalente a igualdade:

ag(ayz-1(a*d)c) = a*ay(ay-1(b)c). (4.3)

Esta dltima baseada nos isomorfismos indexados por g, 0 que nos permite considerar
porexemploh = f =14 = Dy = D = A, e acima de tudo, afirmar que o skew anel de grupo
parcial A x,, GG sera associativo se, e somente se, a igualdade (4.3) for mantida, quaisquer que

sejam g € G, a,c,€ Aeb € D,. Podemos escrever (4.3) como uma igualdade baseada nos
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multiplicadores do ideal D,:
(ag o Reoag-1)o Lq(b) = La o (ag 0 Reoag-1)(b), (4.4)

validaem D,(g € G), Va,c € A.

Vejamos que em (4.4) consideramos . como multiplicador a direita de Dy, e L,
como multiplicador a esquera de D,, observemos que dessa forma (o o R, 0 ap-1) = R. é
um multiplicador a direita de D, pela Proposicao 3.12. E dizer que L, o R, = R, o L, € dizer
que D, é (L, R)-associativo, com essa condi¢do (adybd,)co; = ady(bdycdy), o que diretamente

infere-nos que ha associatividade no skew anel de grupo parcial. U

Corolario 4.2. Se um grupo G age parcialmente via o sobre uma dlgebra A, sendo que cada
dlgebra D,(g € G) é ou idempotente ou ndo degenerada, entdo o skew anel de grupo parcial

A %, G é associativo.

Demonstragdo. A prova é imediata através do Teorema 4.1 anterior acompanhado da Proposi-
¢do 3.10 que garante a (L, R)-associatividade para cada D,(g € G), ja que por hipétese € ou

idempotente ou ndo-degenerado. [

Definicao 4.3. Dizemos que uma K-dlgebra A ¢ fortemente associativa se para qualquer
grupo G e uma ag¢do parcial arbitrdria o de G sobre A o skew anel de grupo parcial A x,, G

é associativo.

Corolario 4.4. Uma K-dlgebra A semiprima é fortemente associativa.

Demonstracdo. Sejam A uma K-dlgebra semiprima, e G um grupo que age parcialmente via «
sobre 4. Por equivaléncia demonstrada na Proposicio 3.11, cada ideal D,(g € G) da dlgebra
A € ou idempotente ou ndo-degenerado, e por dltimo, o Corolario 4.2 afirma a associatividade
de A x, G. A arbitrariedade do grupo e da agao parcial encaixa a algebra semiprima A como

fortemente associativa. OJ

Exemplo 4.5. Sejam A um K-médulo e K um corpo, isto é, A é um K-maodulo livre, cuja base
é {t,u,v,1}. Como todo elemento do mddulo pode ser escrito por expansdo da base, além de
notar que (A, +) é grupo abeliano pela defini¢do de médulo, precisamos tdo somente exibir
uma operagdo bindria fechada - : Ax A — A, uma unidade para a operacdo e o cumprimento
da condigcdo k(xy) = (kx)y = z(ky); Vk € K, Vx,y € A, para caracterizarmos como

uma K-dlgebra associativa com unidade e com dim(A) = 4.
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Definimos a multiplicagdo por:

vt =tv=u

la=al =a; Vae A

Observemos que com as duas primeiras regras da multiplicacdo tiramos as relacoes de igual-
dade ut = tu = uv = vu = 0, e claramente A é uma K-dlgebra associativa.

Agora sejam o grupo G = (g;9*> = 1) eoideal T < A; T = [v], isto é T é gerado por
v, ou ainda, T = AvA; T = Av jd que A é dlgebra comutativa.

Olhemos que para k; € K, i € {1,2,3,4}, um elemento a € A pode ser escrito como

a combinacdo a = kit + kou + ksv + ky1.

Agoraparaalgumx € T, x = av = (kit+ kau+ ksv+ky1)v = kyu+ kyv. Concluimos
que x € Ku + Kv. Agora por outro lado, se tomarmos um elemento y € Ku + Kv, entdo
podemos escrever y = kyu + kov = kitv 4+ kov = (kit + kol)v assim y € Z. Portanto temos
a igualdade: T = Ku + Kv, que quer dizer nada menos que T é o K-submddulo de A gerado

por u e v.

Definimos por conseguinte um agdo parcial o de G sobre A, onde 7 = D, e A = D,
sdo os ideais, e Id 4 = a1 : A — A juntamente com oy : T 3 kyu+ kov — kv + kou € T sdo

os isomorfismos.

Como o = ({A, I}, {aq,q,}), entendemos o skew anel de grupo parcial pela soma

direta A X, G = Ad; ® Lo,. E mostramos facilmente que A x,, G ndo é associativo.

Notemos que dado o elemento x = t§; + udy, € A X, G, teremos x(vx) # (vx)z.

Primeiro computamos xvx = (161 + udy)(td1 + udy)

xx = 101101 + to1udy + udgudy + udytd;
= a1(oq-1(t)t)d1 + (-1 (t)u)dy + ag(g-1(u)u)dy + ag(og—1(uw)t)d,
= ay(tt)d1 + aq(tu)dy + ay(vu)d, + ay(vt)d,
= a1(0)6; + a1(0)d, + a4(0)d, + ay(u)d, = vd,.

Agora por um lado:

z(xz) = (t6; + udy)(vd,) = (td1v0, + udyvdy)
= o (a1-1(H)v)dg + ay(ag-1 (u)v)d,
= a;(tv)d, + ay(v*)d, = ay(u)d, + a,(0)d, = ud,.
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E por outro lado:

(zx)x = (v0,)(td) + udy) = (V4td; + vigudy)
= ag(ay-1(v)t)dg + ag(ag-1(v)u)d,
= a,(ut)d, + ay(u®)d, = ay(0)8, + a,(0)d, = 0.

Portanto, com a desigualdade x(xx) # (zx)x verificada, neste exemplo A %, G ndo é

associativo.

Mais um exemplo de dlgebra ndo-semiprima € dado pela dlgebra das matrizes quadradas

(n x n) triangulares superiores sobre um corpo K, denotada por u7'(n, K).

Proposicao 4.6. A dlgebra A = uT (n,K) é fortemente associativa se, e somente se, n < 2.

Demonstragdo. E valido observar que no caso de n = 1, A é claramente uma éalgebra forte-

mente associativa, fitamos que com n = 1, uT'(1,K) = K.

Agora, no caso de n = 2, percebemos que o unico ideal ndo-idempotente de A é na
verdade o ideal cujos elementos em .4 anulam quaisquer .4-mdédulo simples a direita, ou seja,
a intersec¢@o dos ideais maximais a direita de A que € a defini¢do de J(.A), que € o radical de

Jacobson da dlgebra.

Vejamos que para um corpo K e a dlgebra A = uT'(n, K), o radical de Jacobson J(.A)

serdo todas as matrizes de .4 com zeros na diagonal principal.

Na proposi¢do, quando n = 2, a matriz a seguir com k£ € K é o gerador de J(A)

o)

Dessa forma todos os multiplicadores de J(.A) comutam, logo uT'(2,K) é (L, R)-

unidimensional sobre K:

associativa.

Supondo n > 3 e sendo G = (g) o grupo ciclico infinito, temos que:

A= ’LLT(?’L, K) = (aij) S Knxn; se i > 7, Q5 = 0

E ainda denotemos para algum i, j € {1,2,...,n}, a matriz elementar e, ; como sendo

a matriz cujo unico elemento ndo nulo e igual a 1 estd na posi¢do da coluna j e da linha .

Tomemos os ideais:

Dy = el,n—lK D 6l,n]Ig;

g
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Dg = el,nK S e?,nKa S

Dym =e1,K; |m| > 2.

Juntamente com os isomorfismos Id : agm : Dg-m = Dgm — Dgm € oy : Dg-1 — Dy,
este tltimo definido por oy (zeq 1 + ye1n) = (yer,, + xea,) para quaisquer z,y € K.

A verificagdo de que o« = ({Dy, Dy-1, Dy}, {ag, g1, tgm }) é uma agado parcial é
dada facilmente: costatamos que a intersec¢ao de qualquer par de ideais tomados € o proprio
Dgn o que deixa 6bvio a aplica¢do de qualquer um dos isomorfismos, além do fato de que o
grupo G € o grupo ciclico infinito gerado por g, o que garante a indexag@o na composi¢do dos

1somorfismos.

Agora, por conta de um contra exemplo, mostramos a nao-associatividade de A x, G

neste caso. Perceba que sempre e 1e2, = 0. Segue que:
(61,15162,n69)en—1,n51 = (61,162,7159)671—1,7151 =0.
Mas por outro lado:

61,151(62,n5g€n—1,n51) = 617151(6@(@94(62,n)€n—1,n)5g)
= 61,151(&g(el,n—1€n—1,n)5g)
= el,lélag(el,n)ég = 61,16161,7169

p— , ’n pr— , .
(61 1€1 )59 €1 ndg

Como (e1,161€2.,0¢)€n—1n01 7 €1,101(€2,n0g€n—1,01), entdo A x, G é ndo-associativa
no caso de A = uT'(n,K); n > 3. O
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CAPITULO 5

Acoes Envolventes

No Capitulo 1 trazemos uma representacao grafica, através da Figura 2.2, do que seria
um exemplo natural de uma agdo parcial obtida a partir da restricio de uma acdo global a um
subconjunto ndo necessariamente invariante. Sempre podemos construir uma a¢do parcial «

fazendo uma ou mais restricdes sobre uma acdo global /5.

Na tentativa de consubstanciar essa ideia, aqui reiteramos supondo que um grupo G age

sobre uma KK-dlgebra com unidade B via automorfismos ¢!

B: G — Autg(B)
g+ By

Para um ideal 4 < B3, claramente .4 € um subanel de B e vejamos que para quaisquer
keKea,a,ay € Atemos ka € A e as igualdades a seguir vélidas k(a) = k(1za) = (klp)a
e k(ajaz) = (kay)ay = ai(kas) por manutengdo das operagdes em 3, com isso afirmamos que
A é uma K-subdélgebra de B.

Antes restringimos Y em um subconjunto X ndo necessariamente invariante via (3,
agora consideramos uma K-dlgebra 5 no lugar de Y e um ideal .4 no lugar de X; sendo assim,
precisamos considerar para todo g € G a seguinte interesec¢do D, = AN [,(.A) e a restrigao
oy = 59|Dg_1, isto €, ay : Dy — D, para que possamos verificar facilmente que @ =
({Dy},{c,}) constitui uma acdo parcial do grupo G sobre a entdo K-dlgebra .A. Vamos a

seguir verificar que v é uma agao parcial e diremos que € uma restrigao de 5 a A.
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Como A < B e para algum g € G temos que 3, é um K-automorfismo de B, com isso é
evidente que (,(.A) < B. E por ultimo AN (,(A) = D, < A.

Obviamente, de forma andloga ao que fizemos para o ideal .4 anteriormente, para cada
g € G, Dy serd uma K-dlgebra. Vejamos que, qualquer que seja o elemento x em D, dado um
k € K teremos kx € A, pois pela maneira que construimos o ideal indexado por g, x € A e
A é uma K-dlgebra; mais ainda, kx € §,(A) jd que = € 5,(A) e 5, € Autk(B). Finalmente,
porque kz € Ae kx € B,(A), kv € AN B,(A) = D,.

Antes de verificarmos as condi¢des que definem uma agdo parcial, notaremos para todo

g € G aboa condi¢do de o, assim como verificaremos que 0 mesmo € um isomorfismo.

Tomamos x € D,-1, sabemos que € AN/3,-1(.A), sabemos ainda que pela construgio
ag = Pylp,_, o que implica ao fato de Sy(z) € By(A) N By(By-1(A)) = By(A) N A A
arbitrariedade de x nos permite afirmar o, () = S4(z) € B4(A) N A = Dy, logo, ag(Dy-1) C
D

g

E evidente, com a retomada do passo anterior, a injetividade de ay como um K-homo-
morfismo. E tomando um y € D,, sabemos que existe um elemento € A cujo 3,(z) = v,
e dessa forma, f,-1(y) = z. Notemos que x € AN ;-1 = D,-1, com isso provamos a

sobrejetividade de «, que € entdo um isomorfismo de K-algebras.

Pela construcdo da restricdo nos automorfismos, notamos que a condi¢c@o (i) na defi-
ni¢do de agdo parcial € satisfeita de imediato. A seguir verificamos a condig@o (ii) Dgpy-1 2
a;, ' (D, N Dy-1) pela condigdo equivalente (ii’) ay(D,-1 N Dy) = D, N Dy

Sejam g, h € G quaisquer, por um lado seja = € ay(D,-1 N Dy). Sabemos que havera
um y em Dy—1 N Dy, qual © = a,y(y), isto é z € AN Gy(A). Mas y também estd em Dy, e
existe um isomorfismo oy, : AN B,-1(A) = Dp-1 — D), que nos permite exibir um elemento
2 tal qual y = an(2). Agora @ = ay(y) = aglan(=)) = B,(5(=) = Bun(2) € BlA),
se tivessemos provado a composicao da condi¢do (iii’) poderiamos encurtar nossa verificacao.
Mas vejamos que nosso tltimo passo mostra que © € Dy, mas de inicio z = a,(y) € D,,
entdo, v € Dy N Dy,

Por outro lado, ainda sejam g,h € G quaisquer, € z um elemento em D, N Dyp; a
existéncia de um isomorfismo o, vai garantir que para algum y € D, -1, teremos ay(y) = .
Mas z pertence simultaneamente a Dy, = AN By,(A) o que implica em a,(y) € Bgn(A) =
By (Br(A)),logo, y € Br(A). Vejamos que y pertence também a A, assimy € D), = ANG,(A).
De inicio tomamos x € D, N Dy, tal que x = ay(y), e chegamos ao pertencimento de y em
Dy N Dg—l.

Por tltimo vericamos a condi¢do (iii’) (ay 0 o) (x) = agn(x) Yo € Dp-1 N Digpy-1.

Observemos que ao tomarmos x € Dj-1 N Dgp)-1, dizemos que x € D(yp,)—1 € através do
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isomorfismo «,;, podemos concluir que existe um elemento y tal que a(gn-1(y) = =, que
por sua vez nos permite dizer © = [j-1,-1(y) = [p-1(8,-1(y)) se aplicarmos o isomorfismo
By, teremos que [y,(z) = Py-1(y) € B,-1(A), e portanto nos garante que ap(x) € Dy-1 =
AN By-1(A), pois sabemos que z € Dj-1 e como o, = f|p, , implica ao fato de que
ap(z) = Pr(x) € By-1(A), e sabemos também que oy, (z) € A. Notamos que tomamos um
x € Dp-1 N Dgpy—1 e verificamos que oy, (x) € Dy-1 0 que permite a composi¢do (a0 avp ) ().
Se olharmos por outro lado, como oy, = [y Dy,p-1» Podemos considerar agn(x) = Bgn(x) =
By(Br(x)) = Bylan(z)) = ay(an(x)) = (ay o ay)(x). E finalmente verificamos a validade da

acdo parcial advinda da restri¢ao de J em A.

Seria muito importante sabermos dentro de quais condi¢des particulares podemos ob-
ter uma agdo parcial a partir de uma acdo global, a menos de equivaléncia, esta dltima que

definimos a seguir.

Mas notamos que para tantos automorfismos indexados por elementos de um grupo G,
podemos exibir uma K-subdlgebra de B, seja ela B* = (U,cq 54(A)). Evidentemente pode

ocorrer que B* # B, e € notdvel que S,eq(B*) C B*. De modo semelhante ao feito até agora

podemos definir uma agdo parcial « =
admissivel de [ se B* = B.

B+, € neste caso dizemos que « é uma restricao

Definicao 5.1. Sejam G um grupo, A e A’ K-dlgebras. Para cada x € G, consideramos ainda
uma agdo parcial o« = ({Dy},{c,}) de G sobre A, onde oy : D, — D,; e consideramos
mais ainda uma agdo parcial o = ({Dg},{ay}) de G sobre A, com ay = D). — Dy,
Dizemos que « é equivalente a o' se existir um isomorfismo de K-dlgebras A : A — A’ que

para qualquer g € G tenhamos:

(i) A(Dy) = Dy

(ii) (Noay)(x) = (a0 N)(z) ; Vr & Dy

Definimos a seguir o que seria uma acdo envolvente, ainda que dificultoso seja decidir

quando uma ag¢do parcial dada possuird uma a¢do envolvente (global).

Definicao 5.2. Seja G um grupo, que age via 3 sobre uma K-dlgebra B, e age parcialmente
via « sobre uma K-dlgebra A. Dizemos que ( ¢ agdo envolvente de o se o for equivalente a

uma restricao admissivel de 3 em algum ideal de B.

Podemos ainda definir uma acdo envolvente de forma similar, ainda entendendo G
como um grupo, que age via  sobre uma K-dlgebra B, e age parcialmente via o sobre uma

K-algebra A, vejamos a seguir.
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Definicao 5.3. Dizemos que [3 é uma agdo envolvente de o se existe um isomorfismo de K-
dlgebras \ de A em um ideal de B, tal que, para todo g € G, sdo satisfeitas as seguintes

condigoes:

(i) A(Dg) = MA) N By(A(A));
(ii) Noay)(x) = (ByoN)(x); Vo€ Dy;

(iii) B = (Ugec Bg(A(A)))

Proposicao 5.4. Seja G um grupo que age via [ sobre uma K-dlgebra B, mais ainda, G age
parcialmente via « sobre uma K-dlgebra A. Se 3 é acdo envolvente de «, entdo o skew anel

de grupo parcial A x, G tem uma imersdo em B xg G. Em particular, A x,, G € associativo.

Demonstragdo. Precisamos exibir um homomorfismo entre os anéis A x, G'e B x5 G. Antes
vamos pontuar algumas informag¢des importantes advindas do fato de J ser acdo envolvente de

@, 0 que implica na existéncia de um isomorfismo \ de K-algebras entre .4 e um ideal de B.

Por defini¢do (Ao ay)(z) = (Jy0N)(z) V& € Dy-1, pois sabemos que « € equivalente
a ). Ressaltando que ¥, € restri¢do admissivel de 3.

Dessa maneira definimos a aplicacao:

0: Ax,G—=BxgG

Z agly — Z Aag)d

geG geqG

Notamos a boa defini¢do da aplica¢do pelo fato de a, € D, o que aloca A(a,) em um

ideal em B o que permite de fato a aplicagdo de v, que € restricdo admissivel de /5.

Queremos mostrar que # ¢ um homomorfismo de anéis, € mais ainda, um homomor-

fismo de K-mddulos, que nos permitird fazer mais algumas conclusdes com essa prova.

Sejam z,y € A x, G e k € K, sabemos que = e y sdo das formas x = _ a,0, e
geG

y = Y byd,. Queremos de inicio que #(x + y) = (x) + 6(y). Vejamos:
geG

0 (Z agdy + Z bg(sg) =0 (Z(ag +0g)dy ) = ZX(ag +bg)d,

9eG geG geqG

= 2_(Mag) +A(by))dy = Z Aag)dy + > Abg)d
e

geG

(2 ) (m )
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Queremos agora provar que 0(zy) = 6(z)0(y), e é suficiente provar 0(a,6,b5,05) =
6(ay64)0(brdy) , notamos que indexamos y nesse caso com outro elemento do grupo G. Preci-

samos provar também que 0(kx) = k6(z), observe:

)0gh = (U0 X) (arg-1(ag)bn)dgn
)5gh
(Fq- o) ag)x(bh»(sgh

Além disso,

Onde a passagem (x) € resultado de que Vg € G vale:

(D) = X(A) NI(AA) = Aay) = 0, (A(b,)): by € A
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Podemos facilmente mostrar a injetividade de 6. Tomemos z = Z a,0, € Ker(0),
geq

entdo 0(z) = . A(a,)d, = 0. Mas percebemos que por assumirmos (3 como agdo envolvente
geG
de a e ¥ restri¢do admissivel de /3, pela forma como definimos o skew anel de grupo B xz G

como a soma direta  D;d,, entdo cada elemento de B x5 G tem uma composi¢do dnica, o
geG

que implicaem Vg € G, A(a,) = 0 = a, = 0 pois A € injetiva. Portanto, z = Y a,d, = 0,
geG
e 6 € injetiva.
Antes provamos inclusive que (1 481) = A(14)01 = 1g(ax,c). E isso permite afirmar-
mos que 0 : A x, G — 0(A x, G) é um isomorfismo. Provada a imersdo de A x, G em
B x5 G, na tentativa de mostrar a associatividade de A X, G, basta mostrarmos que B x5 G é

associativa. De fato, para concluirmos tomemos, a0y, bdp, cf05 € B x5 G

(ag04bn0n)ciér = By(Bg-1(ag)br)dngcrdy
= Byn(Bign)—1 (B4 (Bg=1(ag)(bn)))cr)d(gn) s
= By(Bg-1(ag)(bn))Bgn(cr)dg(ns)
= By(Bg=1(ag)bnBn(cr))dgns)

= ag04(bBu(cs)ony)

= ay0q(Bn(Bn-1(bn)cs)ony)

= a,0,(bpOpcsoy).

]

Ja vimos exemplos de skew anéis de grupos parciais que ndo sdo associativos, o que de
fato implica que nem toda acdo parcial admite uma ag¢do envolvente. Precisamos dos seguintes
fatos, relacionados a dlgebras com unidade, antes de enunciarmos um teorema que garante
a existéncia de uma acdo envolvente para determinada acdo parcial cujos ideais da dlgebra

associada respeitam uma condigdo.

Lema 5.5. Seja A = Z Z; uma K-dlgebra definida por uma soma (ndo necessariamente

direta) finita de ideais, onde cada ideal T;; i € {1,2,--- ,n} é uma K-dlgebra com unidade.

Entdo A é uma K-dlgebra com unidade.

Demonstracdo. Fazemos essa demonstracdo por indugdo, no primeiro e mais simples passo,
A serd a soma de dois ideais, sejam estes Z; e Z,, ambos com unidade e sejam elas 17 e 27
respectivamente. Notamos que, como A = Z; + 7, qualquer elemento a € A pode ser escrito

daformaa =z + y, paraalgum x € Z; eum y € Zs.
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Precisamos exibir uma unidade para a K-dlgebra 4. Observemos que dada uma K-
algebra A e um ideal Z < A com unidade 17, dizemos que 17 é um idempotente central de
A, pelo fato de que, para algum a € A, teremos aly € Z e mais ainda aly = 17(alz) =
(1za)lz = 1za € Z, desse modo: 174 =7 = Alz.

Agora pelo modo que supomos a constru¢do da nossa K-algebra A com dois ideais,
temos que as unidades destes ideais sdo idempotentes centrais de .A. E similar as operacdes
feitas com os idempotentes centrais de um anel, queremos que, ou um ou outro idempotente
seja a unidade da K-4dlgebra, o que neste caso implica que 17 + 27 — 1727 = 14,onde 14 é a
unidade de .A. De fato:

a(ly) = a(lz + 27 — 1727) = (x + y) (17 + 27 — 1727)
= xlz + 227 — 2(1727) + ylz + y27 — y(1727)
=x+x2s —22s+ylz+y—ylz=c+y=a ;

(Ia)a= (1z4+27 — 1727)a = (17 + 27 — 1227)(x + ¥)
= 17w + 2720 — (1227)x + 17y + 27y — (1227)y
=x+2zx — 27z + 1zy+y—1lzy=x+y = a.

Teorema 5.6. Existéncia de uma agdo envolvente para acdes parciais.

Seja G um grupo que age parcialmente via o sobre uma K-dlgebra com unidade A.
Entdo o possui uma agdo envolvente [3 se, e somente se, cada ideal D ,c; é uma K-dlgebra com

unidade. Mais ainda, caso a acdo envolvente [3 exista, ela serd tinica, a menos de equivaléncia.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que exista uma ac¢do envolvente 3 a agdo parcial «; e um K-

isomorfismo de dlgebras ¢ de A em um ideal de B que nos da a equivaléncia correspondente.

Da definicdo de acdo envolvente temos, para cada g € G, que ¢(D,) = ¢(A) N
Bg(p(A)) é ideal de B pois ¢(A) e B,(p(A)) sdo ideais de .

E evidente que ©(D,) é uma K-subdlgebra de 3, pois ¢ e (3, sdo K-homomorfismos de

algebras e A é uma K-dlgebra.
Afirmamos que p(14)8,(p(14)) € p(A) N B,(¢(A)) é aunidade de p(D,).

De fato, seja y € ¢(Dy), entdo y = p(a) = B,(¢(b)) para algum a € Ae b € A.

Portanto:

(0(1a)Bg(p(14))y = (2(1.4) By ((14))) By (0(b))
= ¢(14)(By(2(1.4)) B, (2(b)))
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Analogamente y(¢(1.4)3,(¢(14))) = y. Logo, ¢(D,) é uma K-algebra unitdria e isso

nos diz que D, € por si s6 uma K-algebra unitaria.

(<) Por hipétese temos que cada D,c < A é uma K-dlgebra com unidade, e como
ja observado antes, temos que: Vg € G, J1, € A; 1,A = D, = Al,. Isto é, haverd um

idempotente central em A4 para cada g no grupo G.

Agora, seja F = F(G, A) a K-dlgebra de todas as fungdes de G em A, tal que, para
quaisquer fungdes fi, fo € F e elementos g € G, Vk € K, definimos as opera¢des em F da

seguinte forma:

(fi+ f2)(9) = fi(g) + f2(9);
(fl : fz)(g) = fl( )
(kf1)(g) = kfi(9);

mais ainda, haverd uma unidade 1 € F tal que:

Por conveniéncia de notagdo, aqui denotamos f(g) = f|,talque f € Feg € G.

Na tentativa de definir uma agao [ de G sobre F, definimos a seguir:

B G — Autg(F)
g~ B(9) ;

e f(g) = f, ¢ um automorfismo de F definido como a seguir Vh € G

By F —F
fln— flg'h).
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Observemos que para quaisquer funcdes f1, fo € F e elementos g, h,j € G, Vk € K:

By(fi + fo)ln = (fi + f2)(g7'h) = filg™"h) + fa(g™'h)
= By(fD)In + Bo(f2)ln = (By(f1) + By(f2))ln ;
By(fifo)ln = (ffo) (g™ h) = filg'h) falg™'h)
= Byl 1)’hﬁg(f2)|h = (By(f1)By(f2)ln
Bo(kf)ln = (kfu) (g™ h) = k(f1(g™"h))
= k(By(f1)ln) = (kBy(f1))In ;
Boi(f)ln = f1((gd)'h) = (G 97 h) = A1 (g7 h))
= Bi(flg=1yn = Byg(B;(f1))In
= (Bg 0 Bi)(f)|n = ((Bg © Bi)(f))]n-

Com as verificagdes acima evidenciamos a boa definicdo do automorfismo, notamos
também que como S, (kf) = kB,(f), Vg € G, Vk € K, Vf € F, obviamente [,(1r) = 1.
E ainda por 3,; = B, 0 3;, Vg,j € G verificamos que 3 € uma agdo de GG sobre F.

Ainda por hipétese temos que D,c; € dlgebra com unidade, entdo notamos que para
quaisquer g, h € G existe um elemento 1,1, que € na verdade o idempotente de D, N Dj,, e
dessa forma, 1,1, A = D, N D), = Al 1.

Agora, se supormos uma ac¢ao parcial «, temos a igualdade a seguir garantida por de-
finigdo ay(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy, notamos que oy, € isomorfismo, isso nos permite afirmar

que:

ay(1y-115) = 1y1gn. (5.1)

Vejamos que Vg € G, D, <A, logo, Va € A,al, € D,, e definimos uma aplicacdo
p: A— Fporp(a)ly = ag-1(aly).

Observemos que p(a + b) = p(a) + p(b) e que p(ab) = p(a)p(b). De fato:

pla+b)|y =a,-1((a+b)1,) = a,-1(al, + bly)
s (ay) + g (by) = p(@)ly + p(B)y = (o(a) + pO)),
plab)ly = ag1((ab)ly) = ag-1((ab)141,)
ag-1((aly)(bly)) = ag-1(alg)ag-1(bly)
= pla)lgp(b)ly = (p(a)p(b))ly-
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Notemos que p configura um homomorfismo, e mais ainda, tomemos a € Ker(p), isto
é, p(a) = 0= p(a)ly = ay-1(aly) =0, Vg € G, em particular, se tomarmos g = 1, teremos

ag-1(aly) = 0= oy-1(aly) = 0 = a = 0. Garantimos que p ¢ um monomorfismo.

Seja k um elemento de K, podemos ver que:
kp(a)ly = k(ay-1(aly)) = ag-1(k(aly)) = ay-1((ka)ly) = p(ka)l,

Pela arbitrariedade do elemento do grupo, temos que kp(a) = p(ka), e com isso, p
¢ um homomorfismo de K-médulos. Como A tem unidade por seus idempotentes centrais,

p*: A— p(A) é um isomorfismo.

Com todas assungdes tomadas por hipétese, consideraremos uma K-subdlgebra B da
dlgebra F, tal que:
5= (U (oA,
geG
Chegamos ao nosso objetivo, provar que uma restricdo admissivel de 3 € equivalente
a acdo parcial a. Isto é provar que (3 € acdo envolvente de . Para ndo sobrecarregarmos com

notagdes, a partir de agora, manteremos para a restricio admissivel a notacdo [.

Precisamos tdo somente verificar as condigdes que aparecem na Definicao 5.3. Como
isomorfismo )\ consideraremos no mérito da demonstra¢io p* = A, e queremos que \(A) =
p*(A) = p(A) seja um ideal de B. Ja vimos pela Equacio 5.1 dentro do contexto dos idempo-

tentes centrais que para quaisquer g,h € G, oy(1,-115) = 1,14, a partir disso:

Podemos garantir (x) pelo fatode a € Dy-1 e aly—1, € Dy-1 N Dy-1j. Com isso temos:
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Oéh—lg<alg—1h) = Oéh—l(ag(a)lh). (52)

Agora como tese, requeremos que p(.A) < B. Mas da forma como construimos 3, como
K-subdlgebra de F gerada através de U e B4(p(A)), tomamos um x = p(b) para algum b € A

e um elemento y € B definido por

Yy = Z 6gz(p(aj))7 aj € A7 VZ,j € {1727}

9:i€G

Queremos que zy € p(A) e yr € p(A), mas o somatério e os produtos ndo serdo
relevantes, assim como a indexacdo de p no grupo G. E obvio que p(.A) é subanel de B, por

isso verificamos somente a invariancia que o caracterizard como ideal.

Demandamos que para qualquer h € G;

(Bg(p(a))p(b))]n € p(A) e (p(b)By(p(a)))ln € p(A).

Lembrando que para qualquer fun¢do f na K-dlgebra F e para quaisquer g e h no grupo

G teremos por definicdo 3,(f]x) = f(g~*h) = f|s~14. Vejamos:

(Bg(p(a))p(b))|n = Bg(p(a))lnp(b)]n = pla)lg-1np(0)n
= g1y (alg-1p)ap-1(b15)
= ap-14(aly-1p)0y-1(b1y)
= ap-145(aly-1p)1p-1505-1(b15) 151
= ap-1g(aly-1p)p-141p-10p-1(01y)
2 anglaly i)an-1g(1y a1y )an1 (b1y)
= ap-145(aly—1p1g-1)0p-1(b14)
= ap-14((aly-1)1,-1p)0y-1(b1y)
= ap-1(ag(aly-1)1p)an-1(b1s)
— ans(aglaly 1 )b1) = plaglaly )bl € p(A).

Similarmente:

(0(0)By(p(a@)))n = p(b)[nfg(p(a))ln = p(b)|np(a)lg-1n
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= Op-1 blh Oé(g—lh)—l (alg_1h)

I
Q

|
Q

~1(blp)

h—1 (blh)ah_1g(a1g_1h)
hfl(blh)lhflozhflg(algflh)1h71g
-1

= Op-1 blh)othg(algflh)lhfl1h71g

5.1
(:) Qp—1 (blh)ah—lg(alg—lh)ah—lg(lg—l 1g—1h)

= ap-1(bly)ap-14(al-1,1,-115-15)

= ap-1(blp)ap-14(aly-114-14)

= ap-1(blp)ap-14((aly-1)1,-1p)

= g (D)1 (agaly1)1)

= ap-1(blpag(aly-1)) = ap-1(bag(aly-1)1p)
= p(bag(aly-1))|n € p(A).

—

De toda forma a condigdo (iii) da Definicdo 5.3 de acdo envolvente € claramente garan-
tida.

(i) Queremos que exista um isomorfismo p, qual p o ay(x) = 5, 0 p(z), Vo € Dy-1.
Para g,h,€ Gea € D,1, temos:

(5.2)
By o pla)ln = pla)lg-1n = an-1g(alyg-1n) =" an-1(ag(a)ln) = poagla)l
(i) Na tentativa de mostrar o primeiro item da definicdo de acdo envolvente, haverao

a,b € Aquais p(a) = B,(p(b)), e verificamos as inclusodes:

(2) Temos que p(a)|n, = ap-1(aly) assimcomo By(p(b))|n = p(b)|g-1n = og-15(b1g-1p),
isto €;
ap-1(alp) = ag-1,(bly-15); VR e G (5.3)

portanto, se h = 1:
a = Oégfl(b]_gfl) S Dg. 5.4)

Notemos que a € D, entdo p(Dy) 2 p(A) N By(p(A)).

(©) Para a inclusdo reversa basta tomarmos b = a,-1(a) € A que para algum a € D,

o lado direito da equacdo 5.3 passa a ser
ahﬂg(agq (a)lgflh) = Qp-1 (algflh) = aha(alh).

Assim p(D,) C p(A) N By(p(A)), que prova p(D,) = p(A) N B,(p(A)). E portanto
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verificamos (i).

Acabamos de mostrar a existéncia da a¢do envolvente (3, falta mostrarmos a unicidade

desta acdo.

Suponhamos que 3’ seja outra ag¢do de GG sobre uma dlgebra ', que é envolvente a acdo
a. Seja p uma imersdo de A em B'. De acordo com a defini¢do de a¢ao envolvente, é propicio
definir B’ como a soma de ideais 3, (0’ (A)). AssimVx € B', = =35, (p'(a;)) com g; € G
ea; € ./4

Propomos a aplicagio A : B' 3> 3 (p'(a)) = B4(p(a)) € B, e precisamos mostrar a sua
boa definicao.

Supondo que Y7, ) (p'(a;)) = 0, queremos que >=7"; By, (p(a;)) = 0. E sabemos que

para h € G e a € A, teremos por suposi¢ao:

> B0 (@) Bh(p (@) = 0
= 5;1—1 (ZjZI ﬁll(p/(GI»B (p/(a
~ Z::L:1 Bh-1g,(0'(a:))p'(a) =

Como p'(A) < B'; sem perda de generalidade, ao tomarmos qualquer g; € G tere-

mos: 3,1y (p'(ai))p'(a) € By, (p'(A)) N P'(A). E By (0'(A)) NP/ (A) = p(Di-rg,) =
P (Aly—y,) = p'(A)p'(14-1y,). Fica claro que p'(1,-1,,) é a unidade da dlgebra p/(Dj,-1,,).

Usando a condigao (ii) da Definicao 5.3 de acdo envolvente, teremos:

B0 (@i))p'(a) = By, (p'(ai)) p' (114, )0 ()

p'(ai))

= B, (0 (a:)) (0" © 14, (1,-1,))p' ()
= B, (0 (@) (By1g, © £/ (1g-14))p (@)
= B1g,(0'(0:)) (B 191( '(1,-1,)))P'(a)
= Bh14,(0(aily—1,))p ()

= Bh-1g, © P'(aily—1,)p'(a)

= poap-1g(ail,1,)p (a)

= p'(an-14,(aily-1,))p'(a)

= p'(an-1q,(ail-1,)a).

Analogamente, temos que 3,14, (p(ai))p(a) = p(ap-14,(ail,-1),)a).




Capitulo 5. A¢des Envolventes 71

Portanto, 3=y 3),-1,. (¢'(a:))p'(a) = X7y p'(an-14,(ail,~1;)a) = 0 0 que implica em
> Oéh_lgi(a’ilgi_lh) = 0.

E por outro lado, 0 = 377 p(ap-14,(ail,~1,)a) = 31 Bu-14,(p(ai))p(a), que ao
aplicarmos (3, teremos

S Balp(a)Bulp(a)) =0, Va € Al (5.5)

Ao considerarmos U} ; ,,ec(p(a;)) como conjunto gerador de uma dlgebra 31, vemos

que na Equacdo 5.5 anterior, o primeiro fator anula cada 3, (p(A)).

Assim, seja a K-dlgebra B, = (Ui, 8,,(p(A))), o Lema 5.5 nos garante que 53; possui

unidade 15,, e decorre que:

Bl > Z Bgz Zz 1591 az 1817

mas também sabemos que 15, € escrito como soma finita de elementos que f,,(p(a;)) anula,
logo, >, B, (p(a;))1s, = 0. Com isso mostramos a boa definicdo de A : B’ — B, pela
implicagdo 37, G, (p'(a:)) = 0 = 2L, By (p(ai)) = 0.

Simetricamente a aplicagdo A, podemos definir \' : B > B,(p(a)) — S;(p'(a)) € B,
esta que tem sua boa defini¢do provada analogamente ao que fizemos com a prova da boa
definicdo de .

Verificamos a sobrejetividade de A\, mostrando primeiramente que A é uma aplicacdo
K-linear.

/ : n / / 1 .
Para k € Ke x € B', escrevemos = como a soma finita 3°7, ] . (p'(a;)) e disso:

Mhz) =X (kD" By ealp'(a:)

) = A0, kB ea(r (@)
:/\(Zz 16166‘ p'(a:)) )

k

)

(ZZ 16 ea(p/(kay))
(Z - ﬁgzea< (a:)))

(
_Z ﬁgzeG kaz))
—m(z Brea(p(a:)

Q;

Sabendo agora que A € uma aplicagdo K-linear e sobrejetora. Disso concluimos que

para todo y € BB, teremos algum = € B’ tal que:
A1s)y = M1s)M @) E A(1pz) = Mz) = v.

Portanto, A\(15/) = 15.
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Consideramos, no passo (x) acima, que A € uma aplicagdo multiplicativa. Mas de fato,
tomamos g, h,j € G, e sem perda de generalidade, identificamos A como imagem de p e

¢, para que possamos omitir estas aplicagdes. Dessa forma, basta provar (53, (a)3;,(b)) =
Bg(a)Bn(b) em vez de A(5,(p'(a)) B, (' (b)) = By(p(a))Bn(p(b))-

Notamos também que A< B = ;(.A) < B. Portanto, quaisquer que sejam os elementos
a,b € A, teremos que af3;(b) € AN B;(A) = D,. Sabemos que a unidade de D; é 1;, com

1SS0:

aB;(b) = 1;ap;(b) = B;(Bj-1(1;a)b) = Bj(a;-1(1;a)b).

Portanto,

Exibimos duas aplica¢des bem definidas, tais que A o \' = X o A = 1, e consequente-

mente A\ serd um isomorfismo de K-dlgebras.

Por ultimo, mas ndo menos importante, precisamos verificar a equivaléncia entre 3’ e
B.Isto €, que para todo g € G e x € Dy-1 tenhamos By (A (7)) = A(B;()).

Pelos itens da definicdao de acoes parciais equivalentes:

(i) - \M(D,) = Dy, Vg € G. Notemos que pela injetividade de A,
A(Dy) = Ap'(A) N B(0'(A)) = M (A) N AB (P (A)))-
Temos que A(3(p(A))) = fy(p(A)). Mais ainda A(5/(4)) = p(A),

A (A)) N AB (6 (A)) = p(A) N By(p(A)).
(ii) - Tome = = 3/ . (p'(a)) € D; para algum a € A, dessa forma:

Be(Mx)) = Ba(A(By-1(p'())))
= By(A(Bg-1(p'(a)))) = By(By-1(p(a)))
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CAPITULO 6

Consideracoes finais

Os capitulos 4 e 5 deste trabalho apresentam os resultados dos objetivos principais refe-
ridos na introdugao, foi possivel demonstrar a existéncia de acdo envolvente para uma determi-
nada acdo parcial de grupo, e antes disso caracterizamos a associatividade do produto cruzado
por acdes parciais. Para tal feito foi preciso nos apropriar de técnicas de demonstragdo comuns
em problemas algébricos de estruturas, permitindo a busca de provas alternativas e facilitando a
fluidez da arquitetacdo algébrica matematica. O assunto deste trabalho é raramente comentado
na graduacdo, sendo esta pesquisa um dos motivadores para o prosseguimento dos estudos a
nivel de pds-graduacdo em Matemética Pura; uma vez que o aluno do curso de Licenciatura
em Matemadtica, por vezes se sente distante dessa possibilidade, partindo do pressuposto que
deparar-se-ia com muitas dificuldades devido a caréncia de disciplinas de dlgebra abstrata na

grade curricular de seu curso.

Um enriquecimento de conhecimentos matematicos aconteceu com o estudo das carac-
teristicas de produtos cruzados via ag¢des parciais de grupo lidado neste trabalho. Percorrendo
leituras, para a melhor compreensao do tema, foi possivel conhecer a estrutura generalizada
de acdo parcial, e mais especificamente a acdo parcial de grupos desde suas raizes até os mais
recentes trabalhos. O conteudo das pesquisas feitas no decorrer desta obra potencializou a com-
preensdo de tépicos mais avancados na teoria de médulos, e outros assuntos especificos como
a teoria de categorias e um aprofundamento na teoria de anéis. A cada passo de decifragcdo das
definicdes e assuntos mencionados no corpo desta producio, aconteceu-nos um consideravel

amadurecimento matemaético, o que nos aproximou de mais inquietagdes, promovendo curio-
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sidades sobre os possiveis "silogismos"que estdo sendo desenvolvidos em grupos de pesquisa
de vérios paises; entre o que ja se conhece relacionado as a¢des de grupo, e a recente estrutura
definida de a¢do parcial de grupo. Foi possivel aglomerar com substancialidade conhecimentos

que contribuem para um entrosamento no meio cientifico e profissional matemaético.

Com a finalizacdo do material encorpado nas partes desta dissertagdo foi possivel dar
inicio a leitura de novos artigos, que vem a tratar das representacdes parciais de dlgebras de
grupo e de élgebras de matrizes, percorrendo a definicao e aspectos das algebras de grupdides
como também suas notagdes via grafos associados. Embasado no que ja foi estudado sobre
teoria de categorias, foi possivel inclusive estudar a teoria de morita (contexto de morita) para

skew anéis de grupo parciais.
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APENDICE A

Introducéo a Teoria de Médulos

A.1 Modulos

Definicdo A.1.1. Dado um anel (R, +, %), ndo necessariamente comutativo, supondo ainda
que o anel R possua unidade 1, definimos um R-médulo M (a esquerda) pelo grupo abeliano
(M, +) comumente escrito com a notagdo aditiva, munido ainda da operacdo bindria definida
por:

iR M> (r,m)—r-meM;

chamada de multiplicacdo escalar (r - m = rm), operacdo que satisfaz os seguintes axiomas,

ou propriedades, para quaisquer r,71,79 € R e m,my,my € M:
MI1. r(my +mg) = rmy + rmoy;

M2. (ry +ry)m = riym+ rom;

M3. (ry xro)m = r1(ram);

M4. 1pm = m.

Observagdo: R-modulos a direita sdo definidos de forma andloga com a operacdo

bindria a direita (M x R — M), mudando os axiomas de acordo.

Seguem ainda algumas observacoes:
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1*. Eventualmente o anel R ndo precisa ter unidade, entdo omite-se o axioma M4. nesse caso;

2%. Em alguns casos precisamos de um mdédulo simultaneamente a esquerda e a direita. Nesse

caso definimos sobre um anel R, um R-bimédulo M que satisfaca o axioma extra (r;m)rs
ri(mrg); ¥r,ry,re € R,¥Ym € M; nos anéis comutativos, qualquer médulo M de A, é um

bimdédulo quando definimos rm = mr;

3% Sejam R e R’ dois anéis, e M um R-médulo a esquerda que é também um R’-médulo a

direita, dizemos que M é um (R, R’)-bimédulo;

4*. Qualquer R-mddulo a esquerda é naturalmente um R°P-mddulo a direita. Como na primeira

observagao, verificamos apenas o axioma M3..

Definicao A.1.2. Um submodulo de um R-médulo M é um subgrupo aditivo N que é também
fechdo sob a multiplicacdo escalar, isto é, rn € N para quaisquerr € Ren € N. Escrevemos

N < M para denotar que N é um submodulo de M.

Lema A.1.3. Se M é um R-modulo e N um subconjunto ndo vazio de M, entdo N é um R-

submodulo de M se, e somente se, riny + rony € N para quaisquer ny,ny € N ery,ry € R.

Lema A.1.4. Sejam M um R-médulo e {N,}icicny uma familia de submddulos de M. Entdo
N = N N; é um submodulo de M.

i€l
Definicao A.1.5. Sejam R um anel e My, My dois R-mdédulos. Um homomorfismo de R-
modulos é uma aplicacdo ¢ : M, — Mo, tal que, para quaisquer r € R e mi,my € M,

satisfaz:

(i) ¢(my +ma) = ¢(m1) + p(m2);
(ii) ¢(rmy) = ro(my).

De forma resumida: ¢p(rmy +ma) = r¢(my) + ¢(ms).

Proposicao A.1.6. Seja ¢ : My — My é um homomorfismo de R-modulos.
Entdo Ker(¢) < My e Im(¢p) < M.
Quando ¢ for monomorfismo e epimorfismo simultdneamente, dizemos que ¢ é um iso-

morfismo de R-mddulos.

Definicao A.1.7. Seja K um corpo. Entdo um K-modulo V' é dito um espago vetorial sobre K.
Sejam V1 e Vs, espacos vetoriais sobre o corpo K, isto é, K-mddulos, entdo uma transformagdo

linear de Vy em V5 é um homomorfismo de IK-modulos.
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2

Proposicao A.1.8. Se e é um idempotente central de R (isto é, e = e e er = re para todo

r € R), e M é um R-modulo a esquerda, entdo
M’ée-M@R(lR—e)-M.

Definicao A.1.9. Dado um anel R e um R-modulo M, para qualquer m € M podemos definir
uma aplicagdo que chamamos de multiplicacdo a direita sobre R, tomando-o como modulo

sobre si mesmo:

fuiR— M

= Trm.

Claramente f,,(R) = Rm := {rm; r € R}.

O anulador a esquerda de m € M em R, denotado por {.Anng(m) é definido pelo

niicleo Ker(f.,), ou de forma equivalente:

L. Anng(m) = {r € R; rm = 0}.

Analogamente, tomamos ,,, [ a multiplicacdo a esquerda, e definimos anulador a direita

como sendo Ker(,,f).

Denotamos por Anng(M) o anulador a direita ou a esquerda para todo elemento de

M. Quando Anng(M) = {0} entdo chamamos M de R-mddulo fiel.

Por defini¢do cada médulo € a priori um grupo abeliano, entdo de forma anédloga a teoria
de grupos, onde qualquer subgrupo de um grupo abeliano é um subgrupo normal, definimos

modulo quociente de forma usual, através do submédulo N < M.

Temosem M /v = {m + N : m € M} uma estrutura de médulo, uma vez que os

moédulos sdo primeiramente grupos abelianos. H4 entdo naturalmente um epimorfismo f:

foM =My

m— m -+ N.

De forma clara Ker(f) = N, com isso afirmamos que fodo submddulo é niicleo de um epimor-
fismo conveniente. Assim, dada uma aplicacdo f : M — N cujo nicleo contém um submddulo

K < M, podemos definir uma segunda aplicagao:

F Mg >m+k)— f(m)eIm(f)C N .
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Entio Ker(f) = Ker(f) /i comisso f(M /) = f(M). Enunciamos os teoremas de iso-

morfismo de Noether a seguir.

Teorema A.1.10. Teoremas de Isomorfismo de Noether

Sejam M e N modulos sobre um anel R. Seja ainda f : M — N um homomorfismo de
R-médulos. E sejam também K e P submodulos de M tais que P C K. Entdo:

NOETHERI. M [k cr(f) = Im(f);

NOETHER 1. (K +P) /p = K [ o py;

NOETHER 1. M /5 =~ (M /p) /(K/P).

Observacao A.1.11. Teorema da correspondéncia
Como correspondéncia aos teoremas anteriores, temos que:

Dados um R-modulo M, N < M, e a projecdo candnica ™ : M — M/N, com P
e N semelhantes ao definido no Teorema A.1.10 anterior; entdo a fungdo P — P /N define
uma bijecdo entre o conjunto de todos submodulos de M que contém N e o conjunto de todos

subméduos de M /.

A.2 Submédulos gerados e sequéncias exatas

Defini¢do A.2.1. Se S é um subconjunto de um R-mddulo M, entdo (S) serd definido como a
interseccdo dos submoduos de N que contém S. Este é chamado entdo de submédulo de M

gerado por S, enquanto os elementos de S sdo chamados de geradores de (S).

Da teoria de grupos, temos uma implicacgdo direta sobre a Definicio A.2.1 anterior; (S)
¢ submddulo de M que contém S e estd contido em todos submédulos de M que contém S,

isto €, o menor submdédulo de M que contém S.

Lema A.2.2. Sejam M um R-mddulo e S C M. Caso S = & entdo (S) = {0}, caso contrdrio,

isto é, S # @, entdo temos

(S) = Z risgsneN, r,eR, s, €S5;.
1<i<n

Definicao A.2.3. Dizemos que o R-modulo M é finitamente gerado (usaremos a abreviacdo
f-g.) se M = (S) para algum subconjunto finito S de M. Dizemos também que M é ciclico se

M = (m) para algum elemento m € M.
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Definicio A.2.4. Seja {M,};cicn uma familia finita de R-mddulos. O produto cartesiano de
modulos desta familia é um conjunto My X - -+ X M, quando #(I) = n, dado em R-mddulos

pelas seguintes operagoes:

(‘rb'" 7In)+(yl7”' ,yn>:(l’1+l’1,"- 7xn+yn)7

T’(ZEl," : axn) = (T’ZL‘l,"' ,TfEn).

Definimos a soma direta de {M;} como sendo o conjunto M de n-tuplas (mq, ma, ..., my)
com respeito as operacdes acima, onde cada m; pertence ao modulo M;. Denotamos a soma
n
direta por M = @ M;, ou M = M, & My & --- S M,.
i=1

Desse modo @ M; tem estrutura de R-modulo; em outras palavras, é um submodulo
icl
de T1 M; (produto direto dos M;’s grupos abelianos) formado pelos elementos {m;};c; dos
iel
quais apenas uma quantidade finita dos m;’s é ndo nulo.

Teorema A.2.5. Seja M um R-mddulo, e seja ainda {M;}1<i<n uma familia de submddulos
neN

de M tais que:
(i) M =M, +---+ M, e
(ii) V1<i,j<mnej#i; M;NnY M;={0}
Entdo M =M, P ---PM,,.

Definicao A.2.6. Seja M um R-modulo e My, < M. Dizemos que M, é um somando direto de
M, ou é complemento em M, se hda um submoédulo My < M tal que

M = M, @ M, .
Definicao A.2.7. Seja R um anel. Uma sequéncia de R-modulos e aplicacoes
SN /AN [NV AELLE N A

é dita exata em M; se Im(f;) = Ker(fii1). A sequéncia é dita sequéncia exata se for exata

em cada M;.

Proposicao A.2.8. Casos particulares de sequéncias exatas

(i) 0 — A s B éexata se, e somente se, f for monomorfismo;

(ii) A Sy B3 0éexata se, e somente se, | for epimorfismo;
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(iii) 0 — A L> B — 0 ¢ exata se, e somente se, [ for um isomorfismo;

(iv) A sequéncia
0—A-LBLc—o0; (A.1)

é exata se, e somente se, | é monomorfismo, g é epimorfismo, e Im(f) = Ker(g).
Definicdo A.2.9. Definimos:
(i) Por NOETHERI. C = B /Im(f)’ chamamos B /Im(f) de coniticleo e denotamos por
Coker(f);
(ii) A sequéncia (A.1), se exata, é dita sequéncia exata curta;

(iii) Dizemos que uma sequéncia exata cinde se a sequéncia (A.1) for exata e Im(f) =

Ker(g) for somando direto de B.

Teorema A.2.10. Se 0 — M, NERN Y N My — 0 (%) é uma sequéncia exata curta de

R-modulos, entdo os itens a seguir sdo equivalentes:

(i) Existe um homomorfismo o : M — M, tal que v o f = Idyy,;
(ii) Existe um homomorfismo 3 : My — M tal que g o 3 = Idyy,;
(iii) A sequéncia exata (*) cinde. Nesse caso:

M = Im(f) P Ker(a)

= Ker(g) @ Im(8)
=~ M, @ M,.

Os homomorfismos « e (3 sdo ditos divisores da sequéncia exata.

Definicao A.2.11. O conjunto de todos homomorfismos de R-modulos, de M, em My, é deno-
tado por Hompg(M;, Ms). Quando M := M, = Ms, os homomorfismos passam a se chamar
endomorfismos e escrevemos comumente Endgr(M). Se todo elemento f € Endg(M) for

invertivel, chamamos f de automorfismo e denotamos por Autr(M ).

Proposicao A.2.12. Sejam M, N dois R-mddulos a esquerda quaisquer, Hompg (M, N) é um

grupo abeliano.
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A.3 Modulos Livres

Definicao A.3.1. Seja R um anel e M um R-modulo. Um subconjunto de M, S C M é dito
ser R-linearmente dependente se existem x1,--- ,x, dois a dois distintos em S e elementos

ry,--- 1, de R nem todos nulos, tais que
T+ rpx, =0 .

Um conjunto que ndo é R-linearmente dependente é dito R-linearmente independente.

Definicao A.3.2. Seja M um R-modulo. Um subconjunto S de M é uma base de M se S gera
M como um R-médulo e se S é R-linearmente independente. Isto é, S C M é uma base se, e
somente se, M = {0} < S = & ou se M # {0} e valem:

(i) Ym € M, m pode ser escrito como combinagdo linear de elementos de S e R;

(ii) sempre que tivermos a equagdo r1S, + - - - r,S, = 0, com s; € S todos distintos e r; € R,

entdo r; = 0 para qualquer indices i.

Definicdo A.3.3. Um R-modulo M ¢é livre se possui uma base. Chamamos M de R-modulo

livre nesse caso.

Teorema A.3.4. Propriedade fundamental de médulos livres

Seja M um R-modulo livre com base S, seja também N um R-mddulo qualquer, se
tomarmos h : S — N uma fungdo qualquer. Entdo existe um tinico f € Homg(M, N) tal que

fls = h. Mais ainda, se h(S) é uma base de N, entdo [ é isomorfismo.

Corolario A.3.5. Dois mddulos livres, com bases possuindo mesma cardinalidade sdo idénti-

cos a menos de isomorfismo.
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APENDICE B

Algebras semiprimas

B.1 [K-—algebras

Definicao B.1.1. Sejam K um corpo, e (A, +, ) um K-mddulo (espago vetorial). Dizemos
que A ¢ uma K-dlgebra se existir uma aplicacdo bilinear - entre o produto direto A x A e
A definido por -(a1,as) = ajay que satisfaca ¥ aq,aq9,a3 € A, Yki, ke € K as seguintes
condigoes:

(i) a1(a2a3) = (Glaz)a?,;

(ii) ai(az + a3) = arjas + ajas;

(lll) (1{31]{?2)(&1@2) = (klal)(kg(lg).

Uma outra defini¢do de K-algebra é dada a seguir:

Definicao B.1.2. Seja K um anel comutativo. Uma K-dlgebra A é um anel tal que A é um

K-mddulo a esquerda ( e a direita), qual Vk € K,Vay, as € A temos:

k(aias) = (kay)ag = aq(kas).

Caso o anel K tenha unidade, a K-dlgebra A é o K-mddulo unitdrio. Uma K-dlgebra

A, se enquanto anel for anel de divisdo, entdo chamamos A de dlgebra de divisdo.
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Proposiciao B.1.3. Seja K um corpo e M um K-médulo. Entdo A = Endg(M) é uma K-
dlgebra.

Proposicao B.1.4. Todo anel comutativo K é uma K-dlgebra.

Definicao B.1.5. Seja A uma K-dlgebra, um subanel A" C A é dito K-subdlgebra de A se A’

é por si uma K-dlgebra com as mesmas operagoes de A.

Definicao B.1.6. Um homomorfismo de K-dlgebras f : A — A’ é um homomorfismo de anéis
e de K-modulos tal que f(14) = 14, se A e A’ possuirem unidades 1 4 e 1 4 respectivamente.

Observacao B.1.7. Seja A uma K-dlgebra com unidade e I <I A. Entdo I é uma K-subdlgebra
de A.

Definicao B.1.8. Um ideal I numa K-dlgebra A é dito ideal primo se [ # A e, para quaisquer
ideais I, I, C A, temos que se 115 C I, entdo Iy C I ou Iy C I. Em outras palavras, o ideal
I C Aéprimo seVa,be A, aAb C I implicaema € [ oub e I.

Dizemos que uma K-dlgebra A ¢ K-dlgebra prima se o seu ideal zero é primo.

Definicao B.1.9. Seja A uma K-dlgebra. Chamamos um ideal I de A de ideal semiprimo se
para qualquer ideal J de A, J* C I implica o fato de J C I (Por esta definicdo, todo ideal
primo é a priori um ideal semiprimo). Em particular, se I é um ideal semiprimo, entdo Va € I

temos que a satisfaz uma das seguintes condicoes:

(i) Se a™ € I para algum inteiro positivo n, entdo a € I;

(ii) Se a € Amas a ¢ I, entdoVn € N temos que o™ ¢ I.

Dizemos que uma K-dlgebra A é K-dlgebra semiprima se o seu ideal zero é semiprimo.

Definicao B.1.10. Sejam G um grupo multiplicativo e K um corpo. Definimos por dlgebra de
grupo, e denotamos por KG o K-mdodulo (livre) cuja base é o grupo G. Cada elemento da
dlgebra de grupo tem uma expressdo unica, de forma ) a,g, onde o somatorio é indexado
pelos tantos elementos g € G, e a, € K (em cada combinagdo linear temos um niimero finito

de a,’s ndo nulos).

Sejam dois elementos quaisquer g, h € G, tomamos x,y € KG de modox =3 c a,9
ey = > neqbnh. Assumimos a operagdo produto entre x e y como sendo a extensdo por

linearidade do produto no grupo, definimos:

Ty = (ZGagg) (hZthh> :ZZG (hzgagbh) 0.
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De fato a operacao como definida € uma operagdo bilinear associativa e com elemento

neutro, vejamos:

(o + ey = o (z agg) v5 (z bgg)) (z chh)

geqG geG heG

()« (524)) (5

=Y aayg+ 5bgg) (Z chh)

geG heG
= Z(aag + ﬁbg)g> (Z chh>
geG heG

= > (cay + Bbg)ch) 14

LeG \gh=¢

= (Z_: aagch) (+ (z_: ﬁbgch> 5)
= > &agch) = (Z 5%%) ¢

leG \gh={ leG \gh=¢
:ozz (Z agch) E—i—ﬁz (Z bgch> 14
LeG \gh=/{ leG \gh={
=« (Z agg) (Z chh) + <Z bgg> (Z chh)
g€eG heG g€eG heG
= ar1y + Bray.

Por outro lado,

zloys + Byz) = [ D ag9 ] @ (Z bhh) + B (Z Chh))

geG heG heG
= Z agyg (Z abhh) + (Z Bchh))
geG heG heG
= Z agyg Z abyh + Bchh)
geG heG

= (> agg | | D_(aby+ Bch)h)

geG heG
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LeG \gh=¢

leG

gh={

teG \gh=¢

=> (Z ag(aby, + ﬁch)) 4
- Z (Z agabh) 0+ Z (Z agﬂch> V4

teG \gh=¢

:az (Z agbh) €+6£z(:; (;gagch) 14

“o(zw) (5

= axy; + By

E a associatividade:

- ()|

bhh> +8 (Z agg) (Z chh)
(5

(o) |5 (5 )

> a

e//eG _gglzé//

=2 | X

0'eG \g(ht)="

0eG \(gh)t=0"

(% b;@)] o

ag(thg)> 6”

Z (agbh)q) o’

-2 | (Sl

0eG [ ke=e"

|keG \gh=k

|(Ze)(

— (wy)=.

S| ()| ()
|

gh=k

S buh

heG

Garantimos a existéncia da identidade da dlgebra de grupo ao tomarmos lgg = 1xlg:

Ixlg(z) = 1xlg (Z

geG

agg)
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- Z (lxleagg)

geqG

=Y (lgaglag) = > agg = =;

geG geG

r(1glg) = (Z agg) Ixle

geG

= Z (agglKlG)

geG

= Z(aglKglG) = Z Agg = T .

geG geG
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