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RESUMO

O estudo realizado neste trabalho busca compreender algumas relacdes da matematica com a
musica, partindo da andlise da construcdo da escala musical pitagérica que resultou na atual
escala temperada, buscando reproduzir os modelos matematicos utilizados, bem como suas
motivacdes, a fim de estabelecer o significado da importancia de se aprender matematica. Di-
ante dessa perspectiva sera possivel mostrar a relacdo intima da matematica com a mdsica,
abordando conceitos matematicos como: operagdes com fracGes, potenciacdo, progressoes ge-
omeétricas, logaritmos, geometria plana e suas contribui¢des para construcéo da escala musical.
A partir do entendimento da construcdo da escala torna-se possivel o entendimento da constru-
cao de instrumentos musicais, instrumentos como a flauta pa ou flauta pan, que pode ser cons-
truido em sala de aula proporcionando o desenvolvimento das habilidades manuais, bem como

a criatividade, e o significado da aprendizagem, tornando concreto a teoria que se aprendeu.

Palavras-Chave: Matematica; Musica; Pitdgoras; Flauta Pa.



ABSTRACT

The study carried out in this work seeks to understand some relationships between mathematics
and music, starting from the analysis of the construction of the Pythagorean musical scale that
resulted in the current tempered scale, seeking to reproduce the mathematical models used, as
well as their motivations, in order to establish the meaning of the musical scale. importance of
learning mathematics. Given this perspective, it will be possible to show the intimate relations-
hip between mathematics and music, approaching mathematical concepts such as: operations
with fractions, potentiation, geometric progressions, logarithms, plane geometry and their con-
tributions to the construction of the musical scale. From the understanding of the construction
of the scale, it becomes possible to understand the construction of musical instruments, instru-
ments such as the pan flute or pan flute, which can be built in the classroom, providing the
development of manual skills, as well as creativity, and the meaning of learning, making the

theory learned concrete.

Keywords: Mathematics; Song; Pythagoras; Pan flute.
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1. INTRODUCAO

Um questionamento comum encontrado entre os alunos ao aprender matematica é onde
sera aplicado o conhecimento, de que forma aprender matematica fara diferenca em suas vidas,
portanto dar significado e aplicacdo aos conteldos matematicos se torna indispensavel no
aprendizado. E a relagdo da matematica com a musica se torna um tema muito interessante
nesse desenvolvimento de significados, para CAVALCANTI (2010) “[...] a mUsica é uma arte
que vem sendo esquecida, mas que deve ser retomada nas escolas, pois ela propicia ao aluno
um aprendizado global, emotivo com o mundo. Na sala de aula, ela pode auxiliar de forma
significativa na aprendizagem”.

A musica esta extremamente presente em nosso cotidiano, para tudo temos um fundo
musical, e ao longo de nossas vidas ouvimos muitas vozes dizendo que odeiam matematica,
mas raramente ouvimos uma voz dizer que odeia musica, mostrar essa relacdo pode contribuir
para uma melhor visdo da matematica.

Em um resgate historico podemos encontrar inimeros estudiosos que se dedicaram a
estabelecer a relacdo da matematica com a masica, estudiosos como Pitagoras, Galileu, Fourier,
Fermat, Descartes, Mersenne entre tantos outros, que buscavam uma explicacdo matematica

que pudesse expressar toda a complexidade e magnitude da musica.

Em quase todos os povos da Antiguidade encontram-se manifestacfes destes dois
campos em separados. O poder conquistador da mdsica ja se expressa na mitologia
grega em Orfeu, cujo canto acompanhado de lira sustava os rios, amansava feras e
movia pedras. A matematica também se faz presente desde os tempos mais remotos,
por exemplo na contagem das coisas. A interacdo entre essas areas torna-se forte-
mente manifesta a partir da necessidade de equacionar e solucionar problemas da
consonancia, no sentido de buscar fundamentos cientificos capazes de justificar tal
conceito (PERES, 2006, p. 3).

Para além das justificativas cientificas de fundamentar a masica, se faz necessario re-
presentar a musica em escrita, assim como a leitura de um texto, a execucdo de uma musica
passou por um processo de formalizacdo, “Foi nesse contexto que um monge beneditino fran-
cés chamado Guido de Arezzo, nascido nos fins do século X, organizou o sistema de notacéo
musical conhecido até os dias de hoje[...]”, SOUZA (s/d).

Tal formalizagcdo vem com o objetivo de registrar as composic¢des, proporcionando a

interpretacéo e facilitando o aprendizado, para entéo estabelecer a execugdo musical do que
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esta escrito, tal sistema serviu também para divulgacao da obra, proporcionando que a musica
pudesse ser executada por qualquer que tivesse conhecimento de teoria musical, assim tor-
nando-se possivel a execugdo de uma mausica sem se quer té-la ouvido, a musica passa a ser
lida assim como um texto, e expressiva de forma dindmica assim como uma atuacéo de teatro.

Para se aprender teoria musical é indispensavel ter conhecimento matematico, as pau-
tas, partituras sdo escritas a partir inteiros e fracGes, a execucdo desses inteiros e fraces nos
indicam a harmonia, melodia e o ritmo das masicas. As figuras de tempo que ditam a execucao
melddica de uma musica, podem ser uma ferramenta muito interessante para se abordar a soma
de fracOes, visto que a escrita de um compasso segue algumas regras que precisam ser seguidas
para se obter fidelidade daquilo que se deseja representar.

Nesse entendimento € notavel as relagdes da matematica com a musica, bem como o
seu potencial de abordagem didatico e pedagogica, e além disso, desde 2011 a Lei 11769, san-
cionada em 18 de agosto de 2008, determina que a musica seja contetido de ensino obrigatério
na educacdo bésica.

Portanto, a proposta desse trabalho, é oferecer significado na aprendizagem da mate-
maética a partir da musica, proporcionando o desenvolvimento de aulas dindmicas, com propos-
tas de confecgdo de instrumentos baseados em conceitos matematicos, explorar fragdes a partir
da teoria e solfejo musical, determinando a duracdo de um som a partir de fragdes, construir a
escala musical diaténica pitagodrica, e seu aprimoramento para a escala temperada, fundamen-
tado em justificativas matematicas que mostram as peculiaridades, bem como a necessidade
desse aprimoramento para escala temperada, que se configura hoje como a escala utilizada nas

musicas que ouvimos.

1.1. Objetivo geral
O presente trabalho tem por objetivo estreitar a relacdo da mateméatica com a masica, e

assim abordar conceitos matematicos a partir de conceitos musicais.

1.2. Objetivos especificos
e Compreender a necessidade do conhecimento matematico para a construcao da escala mu-
sical, escrita musical e confeccdo de instrumentos.
e Promover aulas significativas, participativas e dindmicas, associando matematica e masica,

como ferramenta de aprendizagem.
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e Propor uma aprendizagem a partir da construcdo da escala musical e da experiéncia com

material concreto.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. As contribuicdes de Pitagoras para a construcéo da escala musical

Segundo BOYER (1996) uma das primeiras evidéncias da relacdo da matematica com
a musica deu-se na Grécia, mais especificamente por Pitdgoras, de acordo com PEREIRA
(2013) a historia conta que Pitagoras ao ouvir o tilintar das marretas dos ferreiros percebeu que
elas emitiam sons diferentes, alguns agradaveis entre si, e outros nem tanto, em busca do en-
tendimento para estabelecer uma relacdo entre os sons agradaveis, Pitagoras deu inicio a sua
investigacdo baseada em fundamentos matematicos para desenvolver uma explicacdo logica
para tal fendmeno.

Ao analisar os metais manipulados pelos ferreiros percebeu que, quando um metal tinha
a metade do tamanho do metal referéncia, obtinha-se 0 mesmo som, porém mais agudo, e assim
estabelecendo uma relagdo de consonancia entre os sons obtidos, e uma relacdo matematica de
1:2. Segundo MIRITZ (2015) em continuidade ao experimento Pitdgoras construiu 0 Mono-
cérdio, ao dividir a corda vibrante na mesma razdo das placas de metal obteve o mesmo resul-
tado, ou seja, ao dividir a corda ao meio, obteve 0 mesmo som, porém mais agudo, em seguida
dividiu a corda em trés partes iguais, quatro partes iguais, e ao tocar a razdo 2:3, 3:4, respecti-
vamente obteve sons consonantes, e harmoniosos entre si, tais razdes foram a base para a cons-

trucdo da escala diatdnica pitagorica.

Os sons harmoniosos sdo emitidos por uma corda vibrante cujo comprimento é divi-
dido segundo proporg¢des simples, ou seja, existe uma relacdo entre sons harmoniosos
e nameros inteiros. A consonancia, segundo os pitagéricos, seria mais bela quanto
mais simples fosse a relagdo proporcional entre os sons (PEREIRA, 2013, pag. 2).
Essas raz6es tinham um significado muito importante para 0s pitagoricos, pois conti-
nham os 4 primeiros numeros inteiros onde a somal + 2 + 3 + 4 = 10, formando o que 0s

pitagdricos chamavam de Tetraktys, que simbolizava o principio gerador de tudo.

Pitagoras acreditava que “a matematica ¢ o alfabeto com o qual Deus escreveu o uni-
verso”. Os niimeros explicavam todo o universo e a vida no mundo, como expressado,

14



matematica e simbolicamente, através da Tetraktys, que fazia parte do juramento Pi-
tagdrico como sendo “fonte e origem da natureza eterna” (NOBRE, 2020).

Figura 1 - Tetraktys

Fonte: NOBRE (2020)

E possivel observarmos a presenca do Tetraktys nas fragdes de inteiros obtidos a partir
da corda vibrante, o que possivelmente fundamentou a teoria de Pitagoras na construcdo da

escala musical pitagorica, vejamos as fracoes:

Os denominadores carregam a base do Tetraktys e além disso essas fracdes eram equi-

valentes ao peso das marretas dos ferreiros, que seguiam as seguintes fracdes:

12 6 8 9
12'12'12'12

De acordo com ALMEIDA (2018) algumas particularidades podem ser extraidas a par-

tir dessas fragdes, tais como média aritmética, média harmdnica e proporcionalidade.

O 9 é a média aritmética entre 6 e 12, pois 6+2£ =9

O 8 é a média harménica entre 6 e 12, pois % =8

6 12
Proporcionalidade entre 6, 8, 9, 12, temos g = 132

Diante dessas constru¢des matematicas e dos principios misticos dos pitagoricos, inici-
ava-se a escala musical pitagérica, com o auxilio do monocérdio e suas referéncias sonoras de

consonancias e dissonancias.
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Figura 2 - Monoc6rdio

Monocordio

Fonte: ROZIMEIRI (2020)

Experimento de Pitdgoras mostra as relagfes entre o tensionamento de uma corda e 0s
intervalos harmonicos.

Figura 3 — Experimento Pitag6rico

17 o~
1g -y
2
2g b
3
E‘? i
4

Fonte: COMUNE (2014)
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2.2. O ciclo das quintas

Segundo ALMEIDA (2018), com as divisdes executadas no monocérdio obtemos 4

notas, e em continuidade ao experimento através de operagdes aritméticas simples obteve-se a

.~ . ~_ 2 .
ampliacdo da escala para 8 notas, para tanto, utilizou-se a razéo S para determinar outros sons

.2 7 - 2 2 2, . 4 .
consonantes, ou seja, - de 1 éigual a 33 de € igual a 5 A tabela abaixo mostra os resultados

obtidos do que hoje é conhecido como ciclo das quintas, onde o significado de “ciclo de quin-

tas” sera evidenciado.

Este principio é o0 mesmo que ocorre em qualquer instrumento de corda, porém nédo
pensamos sobre isso ao ouvir uma peca no violdo. As variac6es de frequéncia sonora
a partir das proporg¢des das cordas possibilitaram o surgimento de uma escala diat6-
nica pitagorica de sete sons harmonicos, utilizando a chamada consonancia pitagé-
rica. Essa escala se baseia na sucessdo de quintas, ou seja, é formada sempre multi-
plicando o0 som anterior pela razdo 3:2 e permaneceu utilizada como base para a mu-
sica medieval, até o fim da era renascentista, por volta de 1600, ndo sofrendo altera-
¢des muito significativas até o inicio do século XX. Experiéncias desse tipo também
estavam sendo realizadas na China praticamente na mesma época. Ficou claro para
0s pitagoricos que as proporgdes aritméticas entre 0s nimeros inteiros sdo capazes de
produzir sons musicais, mas convém observar que naquela época ainda ndo se falava
em ondulagBes e frequéncias sonoras ou fendmenos ondulatérios, embora fosse co-
nhecido que o som deveria ser uma massa que se propagava pelo ar (COMUNE,

2014).
Tabela 1 — Frages do comprimento
10 20 30 40 50 60 70 80
1 8 64 3 2 16 128 1
9 81 3 27 243 2

Fonte: Elaborado pelo autor
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Partindo da corda solta, ou seja, comprimento igual a 1 multiplica-se os resultados por

wilN

o

°
[EEN
—~
RN
N

1
> |
—~
(6]

o

~

Ol WIN WIN
w N

wN
|
—~
(o))
o
~

16 2 32 64
. mi=Zotie)
273 81 81

o ﬁ%—ﬁgo)

813 243

Figura 4 — llustracéo dos resultados Pitagéricos

- — - 1 —_—m

LI N )

— - 16/ 27 ———»

128 7 243 —>

B

FONTE: MATEMATIQUES (2010)

Por hora, vamos compreender 0s ajustes necessarios para a construcéo da tabela, feito

isso, partiremos de fato para os célculos da ideia de construcéo a partir do ciclo das quintas.

Observemos que g de ; éigual a g, porém a tabela 1 acima assume o valor g pois trata-
se de um ajuste de oitava, em outras palavras, 0s sons pertencentes entre a corda solta e sua
metade devem ter razdo maior que % , pois a razdo % trata-se de uma repeticdo da corda solta
porém mais aguda, logo as razdes distintas encontradas, devem estar compreendidas entre 1 e
%, dessa forma quando uma razéo for menor que % devemos multiplica-la por 2™,n € N, con-
forme o ajuste de oitava que se deseja realizar.
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Vejamos os célculos do ciclo de quintas e seus respectivos ajustes de oitava, vale lem-

brar que o motivo de o “ciclo de quintas” receber esse nome pode ser observado na tabela
. X 2 . - A . 1
acima, onde a razéo S ocupa a quinta posicdo de correspondéncia ao intervalo entre 1 e -.

De acordo com PEREIRA (2013) a generalizacdo matematica do ciclo das quintas se-

gue a seguinte regra:
2 f . ~ A= .
P, = 35X, onde ¢ = quinta resultante, x = é a razdo de referéncia (comprimento da

corda).
Para obtermos a quinta da corda solta, ou seja, quando comprimento de corda é igual a

1, ou x =1, aplicamos a regra para obter o resultado.

Q= 2.1 = § que corresponde ao quinto som da tabela, para obtermos a quinta da

- 2 2_4 -/ 4, 1 .
quinta,p = 2.3 =, cOMO ja observamos 5 € menor que -, nesse caso devemos fazer o ajuste de
oitava, onde multiplicamos por 2 a quinta obtida até que a mesma se encaixe na oitava desejada,

4 . . -
no caso para que - pertenca ao intervalo desejado basta multiplicar por 2 apenas uma vez,
. 4 8 4 .
vejamos: 5.2:5, logo podemos perceber que 5 esta alocada na segunda oitava e correposnde a
. 8 . 1, . . . .
oitava de 5 Visto que - € a oitava de 1. Para um maior entendimento sobre a oitava basta pensar

. ., 8 . A - , 4 - . .
a tabela 1 acima com inicio em 5 aoitava nota da sequéncia sera 5+ poisum ciclo de oitava tem

inicio na razdo referéncia e termino na razdo referéncia dividido por 2.

Logo para obter os demais sons que compdem a escala musical basta seguir esse pro-

2 . .y 2 .
Cesso ¢, = <X, partindo de x = 1 e multiplicando os resultados por 3 continuando a constru-

~ 8 28 16 - 216
¢80 tomemos x = -, temos ¢ = -.> = —, sse SOM 0CUPa a Sexta posicdo da tabela 1, ¢ = Z.—

32 . . . ~ 32 64 .
=5;/hesse caso podemos observar a necessidade do ajuste de oitava,entdo a.z = ; € assim

. 2 64 128 Lax -
obtemos o terceiro som da tabela 1 ,p = 351 = 323 JU€ Ocupa a sétima posicao da tabela 1,

~ 3 & ~ . . .
repare que a razao - Ndo aparece na construgao do ciclo de quintas, isso deve ao fato de que

1

~  es . , ;e , . 2 3 23
essa razdo ja foi construida no monocordio, além disso, se tomarmos 3 de " temos 273 que

corresponde ao oitavo som da tabela 1, que podemos convencionar em uma nova tabela para

termos uma visao mais atual dessa construgao:
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Tabela 2 - Fragdes do comprimento associado as notas musicais

Do Ré Mi Fa Sol L4 Si Do

10 20 30 40 50 60 70 80

1 8 64 3 2 16 128 1
9 81 4 3 27 243 2

Fonte: Elaborado pelo autor

A quinta de Do € Sol, visto que ¢ :g x, se D6=1, temos g 1= % e olhando a tabela o

. -~ 2 . . .
sol ocupa a quinta posicao que corresponde a - de 1, que representa o inteiro, ou seja, a corda

solta. Seguindo esse raciocinio, a tabela 2 segue a seguinte ordenacao de construcgdo: Do, Sol,

Ré, L4, Mi, Si. Assim, Sol é a quinta de Do, Ré é a quinta de Sol, L& é a quinta de Ré, vejamos;

;7 ~ 8 Y 2 . .
se Ré é representado pela fracao 5 basta multiplicar por 5 para obtermos a sua quinta, assim

8 2 16 . ,
temos que - . - = —, que na tabela acima corresponde a nota La.
Entender essa construcdo é muito importante, observe que a tabela toma como referén-
. , ~ ~ . Y ~ 2 P
cia a nota DO, e todas as fracdes sdo obtidas efetuando uma multiplicacdo por 5 Ap0s esse

processo, os resultados sdo ordenados de forma decrescente, e o valor de cada fragdo iréa deter-

minar sua posicao na escala. Outro detalhe que podemos observar é que D6 € a quinta de F4,

.3 2 1 1 - P . . . .
pois, - =~ e~ 2 =1, que equivale a Dg, no meio musical essa escala é conhecida como

escala de D6 maior.

Uma maneira de visualizar o ciclo das quintas a partir do nome da nota referéncia seria
pela contagem das notas em intervalos de 5 em 5, partindo de Fa temos:

Partindo de F&

Fa, Sol, L4, Si, D6 (%), ajustando a oitava DO (1)
Partindo de Do:

D6, Ré, MI, F4, Sol (3)

Partindo de Sol:

Sol, L4, Si, D6, Ré (9)

Partindo de Ré:
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Ré, MI, F4, Sol, L4 ()
Partindo da La:
L4, Si, D6, Ré, Mi (&)
Partindo de Mi:

128

Mi, F4, Sol, L&, Si ()

Nessa construcdo ainda ndo abordamos a quinta de Si, embora a contagem nos permita
a aproximar, isso iria nos induzir ao erro, visto que se faz necessario ainda compreender outros
conceitos, tais como razdo intervalar, tom, semitom, etc.

A carater de curiosidade temos que a origem dos nomes das notas serem DO, Ré, Mi,
F4, Sol, L4, Si, segundo JUNIOR (2018), se deu:

No século XI, o monge beneditino e tedrico musical Guido D’ Arezzo, conhecido as-
sim por ter nascido na cidade de Arezzo, na ltalia, teve a seguinte ideia: usar as pri-
meiras silabas de cada verso da primeira estrofe de um hino cantado em louvor a Séo
Jodo Batista:

Hino a S&o Jodo Batista

Ut queant laxis - Para que nds, servos, com nitidez

Resonare fibris - e lingua desimpedida,

Mira gestorum - o milagre e a forga dos teus feitos elogiemos,

Famuli tuorum - tira-nos a grave culpa

Solve polluti - da lingua manchada.

Labii reatum - 6 S&o Jodo

Sancte loannes

Posteriormente a Ut foi substituida por D6 para facilitar o canto por ter terminagéo
em uma vogal (JUNIOR, 2018).

E ainda segundo PEREIRA (2013):

No mundo antigo e até o Renascimento, enquanto vigorava a teoria geocéntrica de
Aristdteles, os planetas conhecidos eram sete, a saber: Lua, Mercurio, Vénus, Sol,
Marte, Jupiter e Saturno. Portanto, a escolha de uma escala musical de sete sons em
harmonia coincide com o conceito de harmonia das esferas celestes criado por Pita-
goras (PEREIRA, 2013, p. 18).
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2.3. Algumas generalizagdes a partir dos resultados pitagoricos

2.3.1. Intervalo de oitava

Oitava é a nota correspondente ao dividirmos o comprimento referéncia em duas partes
iguais, que segundo PEREIRA (2013, p. 30) podemos representa-la de forma matematica da

seguinte maneira:

11
2n-1’2n

Seja uma oitava de ordem n entre D6,,e D6, ,temos o intervalo [ ] onde n € N*,

2.3.2. Ajuste de oitava

De forma geral para executarmos o ajuste de oitava, de uma oitava qualquer para a

primeira oitava podemos seguir a seguinte equagéo: x; = 2"~ 1 . x,, onde n é a oitava corres-

. ~ - , 4
pondente a x., e x. € a fracdo correspondente ao comprimento de corda, tomemos Ré, = -

91

. . _ 4 4 8 ,
sabemos que ele esta na segunda oitava logo x; = 2271 . 5= 2 5 = 5 que corresponde a Ré;.

E para transpor a nota da primeira oitava para uma oitava desejada temos:

1 . , . .
X, = — - X, , logo se quisermos levar o Ré, para a terceira oitava basta tomarn = 3 e x, =

2n—-1

8 . 8 8 . . 2
—assim, x; = - —=—, que simplificando temos - .
9 9 36 9

1
2.3.3. Intervalo
Segundo PEREIRA (2013, p. 31) define-se intervalo (I) entre duas notas da escala como
sendo a razdo entre o comprimento relativo a cada uma das notas. Em linguagem matematica,

temos: I = Z*L para o caso de notas consecutivas, onde x.. é 0 comprimento de corda corres-

Xc
pondente a uma determinada nota e x.,, é a nota sucessora.

Intuitivamente ao observarmos a tabela 1 podemos dizer que o intervalo entre DG e Ré

. 8 . . . . N - e .
€, assim podemos confirmar a intui¢do utilizando a definigcdo de intervalo:

8

RéE_Xew1 _ 5 _ 8
D6 X¢ 1 9’

. 64
ML _ Xet: _ g1 _ 649 _ 8
Ré Xc g 818 9
/ 3
Fa _ Xe4s _ 3 _ 381 _ 243
Mi Xc Z_‘l‘ 464 256
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I = ’;—m ¢ = m, para 0 caso de notas quaisquer.
c
. .~ . P ; 8
Com a mesma intui¢do que observamos que o intervalo entre D6 e Ré é 5 podemos

. , ., 64 . e N .
observar que o intervalo entre D6 e Mi é 57 20 aplicarmos a definicdo de intervalo para notas

64

. X Mi §7
quaisquer temos: [ = "2, ¢ >m, [ = —, &
Xc D6 1

= %, satisfazendo a intuicdo, podemos conhecer
o intervalo entre as notas que desejamos, vale ressaltar que, para isso ndo gerar uma certa con-
fusdo temos que nos atentar a tabela a seguir observando a razdo intervalar resultante e com-
preender 0s conceitos de tom e semitom, onde 1 tom consiste em um intervalo composto por 2
semitons, tais conceitos ficardo mais evidentes na construcdo da escala cromatica Pitagorica,
bem como o motivo de ainda ndo construirmos a quinta de Si.

Conforme a tabela apresentada por SILVA (2013), a diferenca est& no intervalo do Ml

para o FA e do Sl para o DO.

Tabela 3 — Razdo Intervalar da escala pitagérica

D6 Ré Mi Fa Sol L4 Si D6
Razdoa | 1x 8x 64x 3x 2X 16x 128x 1x
partir de 9 81 4 3 27 243 2
D6
Razao inter- 8 8 243 8 8 8 243
valar resul- 9 9 256 9 9 9 256
tante

FONTE: Elaborada pelo autor

Podemos observar gque o intervalo entre Mi e F4, Si e D6, sdo diferentes dos intervalos
obtidos entre as outras notas naturais que formam a base da escala Pitagorica, pelo quadro da
razao intervalar resultante, observamos que nos intervalos de D6 para Ré e Mi para F4, por

exemplo, a razdo resultante ¢ diferente, essa diferenca se da pelo fato que entre D6 e Ré temos
1 tom e entre Mi e Fa temos % tom (1 semitom),segundo IAZZETTA (2000) a razdo g é deno-
minado como tom diatdnico pitagorico, e a razéo % é denominado semitom diaténico pitago-

rico.
A fim de construirmos uma tabela com 12 notas musicais distintas precisaremos inves-

tigar a razdo intervalar resultante uma a uma, tal investigacao ira revelar algumas diferencas na
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escala cromatica Pitagorica, esclarecer o conceito de tom e semitom, bem como construir a
quinta de Si.

2.4. Os problemas na escala pitagorica

As contribuicGes de Pitagoras para a construcao da escala musical sdo inegaveis, seus
estudos foram referéncia para o aprimoramento da escala musical que conhecemos hoje, no
entanto, precisamos investigar os problemas da escala cromatica pitagérica, para reforgar as

contribuicdes do estudo da matematica para com a solucdo desses problemas.

Até a Idade Média, o0 modelo matemaético de escala criado por Pitdgoras era 0 mais
aceito pela comunidade musical no Ocidente, todavia havia outros. E outros estavam
sendo desenvolvidos para tentar corrigir as ‘falhas’ do modelo grego. Talvez o pro-
prio Pitagoras também tenha percebido que o intervalo entre duas notas da escala,
quer dizer, entre a frequéncia sonora das notas, ndo era sempre 0 mesmo. (PEREIRA,
2013, p. 31).

Dessa maneira, utilizando o ciclo de quintas é possivel construir uma escala mais com-
pleta, uma escala onde constam 12 notas distintas, fechando um intervalo de oitava com 13
notas musicais ao qual se conhece como escala cromatica pitagdrica, que pode ser observada
na tabela abaixo.

Tabela 4 - FragBes do comprimento da escala cromatica Pitagérica

D6 |Do# |Re Ré# | Mi Fa Fa# |Sol |Sol# |L& |[La&# |Si D6

1 |2048
2187

16384 64 3 512 2 [4096| 16 | 32764 128

19681 81 | 4 | 729 | 3 |6561| 27 |59049 243

8
9

N =

FONTE: Elaborado pelo autor

Analisando essa construgéo a partir do ciclo das quintas, temos a seguinte sequéncia de
construcao, partindo do D6 temos:
Do, Sol, Ré, L4, Mi, Si, Fa#, Do#, Sol#, Re#, La#, F4, perceba que para essa construcao

foi necessario aplicar o ajuste de oitava, ou seja, ao tomarmos a fragdo correspondente a nota

128 2 _ 256

. ~ . 1
Si temos 23 3" 7o podemos perceber que essa fracdo resultante € menor que > logo faz-se
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512
necessario o ajuste de 0|tava 2 = onde na tabela representa a nota Fa#, o simbolo “#”

é conhecido no universo musical de sustenido, 0 mesmo representa um “acidente” na escala

musical, de forma geral o acidente altera a altura da nota musical, os acidentes podem ser as-
cendentes “#” sustenido ou descendentes “b”’bemol, tais termos serdo retomados na construgao

da Escala Temperada.
Analisando o ciclo de quintas em uma escala de 12 notas distintas, podemos abordar o

conceito de tom e semitom com mais clareza, vale evidenciarmos que 1 tom € igual a 2 semi-
tons, logo um semitom € igual a %tom. Sabemos que a quinta de DO € Sol, e que de D6 para
Ré temos 1 tom e de Mi para F& temos 1 semitom, analisando a tabela 4, percebemos que entre
D6 e Ré temos 0 Do#, logo entre D6 e Do# temos % tom, bem como entre Do# e Ré temos%

tom, assim se contarmos de DO até Sol temos 3 tons e 1 semitom (ou 7 semitons).
Nesse momento conseguimos compreender a quinta de Si, fato que poderia nos induzir

ao erro como ja evidenciado neste trabalho, pois de Si até F& temos 3 tons, como pode ser

observado na tabela 4, de Si até D6 temos % tom, de D6 até Mi temos 2 tons e de Mi até Fa

1 1 1 ~ . .
temos > tom, se somarmos > +2+ S = 3, com a compreensdo do conceito de tom e semitom,

podemos afirmar que a quinta de Si € Fa#, o erro que poderiamos ter cometido na escala diat6-
nica seria fazer apenas a contagem do intervalo de quinta, ou seja, Si, DO, Ré, Mi, Fa, temos 5

notas, porém a soma dos semitons desse intervalo é igual a 3, enquanto o intervalo D, Ré, Mi,
. . . 1
Fa, Sol tem a soma de seus semitons igual a 3 e >

Para encontrarmos os problemas na Escala Cromatica Pitagérica mostraremos exem-
plos especificos onde existem as falhas que servirdo de estudo para a construcdo da Escala
Temperada.

O Fa ocupa a quarta posicao na tabela 2, ou seja, na divisdo da corda solta o Fa é repre-
~ 3 . ;. ~ . .
sentado pela razdo L Mas se seguirmos a I6gica de construcédo do ciclo das quintas, ao tomar-

mos - 2 de La# que corresponde na tabela 4 a razao teremos a quinta de La# que é F4,

32768 2 _ 65536
59049 3 177147

vejamos a equagao:

E o resultado com o ajuste de oitava, multiplicando a fracdo por 2, temos:

65536 __ 131072

= ~ (0,7402.
177147 177072
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Enquanto que % = 0,75, dessa forma, ja podemos perceber uma diferenca na escala, e

na construcao dessa escala a partir do ciclo das quintas.
Assim, para compreendermos um pouco melhor faremos o célculo do intervalo entre

duas notas, para efetuar esses célculos utilizaremos a defini¢do de intervalo entre duas notas

musicais quaisquer, que é: [ = ’;—m c=m
c

Na tabela 4 podemos observar que Mi e F4, bem como L& e La#, sdo notas sucessivas,

logo a razdo intervalar resultante deveria ser a mesma, mas fazendo os célculos temos:

3
X Fa 2 3 81 243
Xc Mi — 4 64 256

X La# 32768 27 2048
[=Tm= s S = 2R D 2 22~ (,9364..
Xc La = 59049 16 2187

Essas razdes resultantes recebem o nome de semitom diatdnico pitagdrico e semitom
cromatico pitagorico.
Analisando o intervalo entre Fa e F&# e Fa# e Sol, respectivamente temos:

512
Xm _ Fa# _ 555 _ 512 4 _ 2048

I = — =12 =—_= =~ 0,9364..., ao qual é denominado semitom cromatico
Xc Fa z 729 3 2187
pitagorico.
2
Sol 3 2 712 243 , . . A . .
[=Im =22 = 5 =222 =22 ~(,9492.. ., ao qual é denominado semitom diaténico pi-
X  Fa# = 3529 256
tagorico.

Observando essas diferencas segundo BERTOLETTI et al (s/d, p. 2) “A escala Pitag6-
rica deixa uma lacuna, pois usando as quintas justas ndo encontra uma nota correspondente ao
ciclo de oitavas.” Ainda segundo BERTOLETTI et al (s/d, p. 3) “Apesar dos valores encontra-
dos serem muito préximos, pouco mais de 1% de diferenca, isto comprometia a execucao mu-

sical. Esta diferenga ficou conhecida como Coma Pitagorica”

O intervalo entre Sol e F&# é um semitom diatdnico: (3/2) / (729/512) = (256/243).
Mas o intervalo entre Fa# e Fa& é: (729/512) / (4/3) = (2187/2048). Esse intervalo é
chamado semitom cromaético pitagdrico. Se tomamos uma nota qualquer, como Fa
por exemplo, e subirmos 12 quintas acima chegaremos a um Mi#, sete oitavas acima
do Fa inicial. Esse Mi# é chamado enarmonico de Fa e num sistema temperado cor-
responde, de fato, ao Fa (IAZZETTA, 2000).
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Para obtermos o intervalo de um coma Pitagorica basta aplicarmos a definicéo de inter-
valo para notas quaisquer, I = ’;—m ¢ = m, assim temos:
c

2048
x semitom cromatico pitagorico Prre 524288
] =2Xm — g __ 2187 __

243 7 531441
256

=~ (0,9865.... Portanto a razdo entre um

Xc semitom diatonico pitagorico

semitom pitagorico e um semitom diaténico é denominado coma pitagorico

De acordo com IAZZETTA (2000), ainda podemos fazer a seguinte relacéo: Se ao to-
marmos uma nota qualquer, e aplicarmos o ciclo das quintas doze vezes, chegaremos a uma
nota integrante da sétima oitava, esse resultado obtido se o descermos 7 oitavas ndo chegaremos
na mesma nota, vejamos se o intervalo entre essas notas corresponde a mesma nota, se a nota

for a mesma o resultado da divisdo devera ser igual a 1.

312 05 4096 128 524288
3 — 53141 — — = =—— =~ (,9865..., onde novamente obtemos o valor do

&7 L T 531441 1 531441
2 128

coma pitagorico.

Outra maneira de entender € pensando que o ciclo de quintas se encerra na décima
segunda nota sucessora a nota referéncia, ou seja, a décima segunda nota deveria ser a ultima
nota da sétima oitava da nota referéncia que alicercou a constru¢do, como mostra a figura 5.

Como o ciclo de quintas sobe 7 oitavas completas automaticamente, logo se quisermos

levar a nota referéncia para a sétima oitava devemos dividir por 2 sete vezes, a fim de estabe-
. ~ . . 1 2
lecer uma igualdade que né@o ocorrera pois (5)7 * (;)12.

Vale ressaltar que uma oitava completa compreende 2 notas iguais que séo a nota refe-
réncia e sua oitava, a mesma comeca na nota referéncia e termina na primeira nota da segunda
oitava, pela definicdo de ajuste de oitava, x; = 2"~1 - x,, onde n ¢ a oitava correspondente a
X., € x. é a fracdo correspondente ao comprimento de corda, podemos observar que, para que
2" 1 sejaigual a 27, temos que n é igual a 8, portanto 7 oitavas completas contemplam 8 notas
referéncia diferenciadas apenas por altura, partindo de D6 como referéncia, temos que 7 oitavas
completas tem 8 Do6s, assim 27, é a primeira nota da oitava oitava, € a Gltima nota da sétima

oitava.

27



Figura 5 — llustracdo do ciclo das quintas em sete oitavas

MR LR R R

Fa#  DO# Sol# Ré# La# Fa
FONTE: Elaborado pelo autor

Vale ressaltar que, além de Pitagoras, outros estudiosos da época também buscaram
justificativas matemaéticas para a construcdo da escala musical, percebendo o problema da Es-
cala Pitagorica, empenharam esforgos para corrigir os problemas da escala, estudiosos como
Arquitas de Tarento(428 a.C - 347 a.C), Aristoxeno de Tarento (360 a.C - 300 a.C), Erastones
de Cirene (276 a.C - 194 a.C), entre outros que usaram de inUmeras teorias matematicas para
tal feito, mas foi somente com a construgéo da Escala Temperada.

Tal escala € utilizada para a afinacdo de instrumentos até os dias atuais. Para a cons-
trucdo dessa escala abordaremos o conceito inverso ao comprimento de corda, em outras pala-
vras, a construcdo se dara a partir do intervalo de frequéncia, ao qual a relacéo e definicéo serdo
abordados a medida que se torne necessario.

2.5. Escala temperada

Diante dos problemas encontrados em outras escalas, que se davam basicamente para
efetuar modulagdes, em outras palavras, na troca de tom, as afina¢bes dos instrumentos nao
permitiam execucdes nas 24 modalidades tonais, observe que na tabela 4 temos 12 notas dis-
tintas, e as 24 modalidades tonais se devem ao fato de cada uma das notas possuir uma escala

maior e uma escala menor. O que difere uma escala maior de uma escala menor, é a altura da
) ~ . 1 . ..
terca, sexta e sétima, que séo reduzidas em 5 tom (meio tom), em termos musicais a terca, sexta

e sétima da escala maior sofrem um acidente descendente de meio tom, construindo a escala
menor.

Como ja mencionado a escala de D6 maior é composta por D6, Ré, Mi, Fa, Sol, La, Si.
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Figura 6 — Escala de D6 maior

AR AR AR _BE _BE _BE _BE
D6 Re Mi Fa Sol La Si Do
FONTE: TESSMANN (2017)

Ja a escala de D6 menor € composta por DO, Ré, Ré#, F4, Sol, Sol#, La#,Da.

Figura 7 — Escala de D6 menor

Do Ré Re# Fa Sol Sol# La# Do
FONTE: FRADE (2014)

E como ja foi observado a quinta de L&# é F4, porém ja analisamos que existe uma

diferenca entre o Fa construido a partir do monocérdio (Fa = %) e 0 Fa construido a partir da

65536

quinta de L&#, (Fa =
177147

), € essa diferenca é levada ao instrumento musical, que ird com-

prometer a execucdo harmoniosa das melodias e acordes.

Logo, para realizar esse ajuste e tornar possivel a execugcdo em qualquer tom, se fez
necessario ajustar a afinacdo dos instrumentos, visto que, se torna muito trabalhoso afinar o
instrumento a cada musica a ser executada, dado esse fato, se torna fundamental a construgédo
de uma escala que, possibilite a execucdo em qualquer tonalidade, sem a necessidade de ajustes
constantes. Para satisfazer essa necessidade, a construcao da escala temperada vem para elimi-
nar esse problema, tornando a execugéo e apresentacdes musicais mais dinamicas, e ainda oti-
mizando o tempo entre a execuc¢do das musicas, pois ndo se faz mais necessario o ajuste do
instrumento a cada troca de modalidade tonal.

Para realizar a construcdo da escala temperada utilizaremos o intervalo de frequéncia,
ao contrario da abordagem da escala pitagorica ao qual utilizamos o comprimento de corda.

Faremos uma breve relacdo entre essas grandezas, como vimos no experimento monocordio,
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quando dividimos a corda em duas partes iguais obtemos 0 mesmo som, porém uma oitava
acima, uma oitava mais aguda, mas se pensarmos em intervalo de frequéncia, estaremos obser-
vando as vibracdes dessa corda, e quando essa corda é dividida em duas partes iguais estaremos

dobrando o numero de vibragdes.

Figura 8 - Vibrag@es da corda

Harmonlco Segundo
Fundamental Harménico

1 0 TN
el TR

Jrequéncia= f Sfrequéncia=2 f

FONTE: JUNIOR, RODRIGUES e SILVA (2012)

Nessa perspectiva faremos a seguinte analise:

Observando na figura 8 os gréaficos de frequéncia do harménico fundamental com com-
primento de corda igual a 1 e do segundo harmdnico com comprimento de corda igual a %
observamos que no harmonico fundamental temos uma oscilacdo, ja no segundo harménico
temos 2 oscilacdes, dessa forma entendemos que, quando a corda é dividida ao meio o nimero
de oscilagdes aumenta.

Dessa forma:

L = comprimento, f = frequéncia,

L f L 1
l T = | l
1 1 1 f

por regra de 3 simplestemosque f.L=1= f =%

Verificando a formula temos que, tomando a nota Ré por exemplo com comprimento

9 P . 8
= -, que é o0 inverso de 5

8 . ) 1
5 sua frequéncia sera: f = = -

olo|
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E tomando D4 e suas duas oitavas sucessivas, temos em comprimento de corda;

D6 D6 D¢
1 1
2 4

Agora usando a ideia de inversamente proporcional temos as seguintes frequéncias;
D6 D6 Dé6
1 2 4
Faremos agora uma construgéo pensando no intervalo de frequéncia:
Tomando D6 como frequéncia fundamental com f = 1, podemos concluir as frequéncias das

oitavas de D6.

Figura 9 — Frequéncias relativas a nota Do

f 2f af sf

D6 D6 D6 D6
FONTE: DESCOMPLICANDO A MUSICA (s/d)

Seguindo o raciocinio da divisdo da corda em 3 partes iguais encontramos a nota Sol
que € o terceiro harménico, logo podemos dizer que 3f é sol, e ainda podemos determinar suas

oitavas multiplicando ou dividindo 3f por 2.

Figura 10 - Frequéncias relativas as notas D¢ e Sol

f 2f 3f af 6f 8f

Do Do Sol Do Sol Do
FONTE: DESCOMPLICANDO A MUSICA (s/d)
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Segundo o site Descomplicando a MUsica, se olharmos para a configuragdo acima po-

demos determinar intuitivamente 5f, e suas oitavas.

Figura 11 - Frequéncias relativas as notas D6, Mi e Sol

2f gf af| |sf sf

Do Mi Sol Do Mi Sol Do
FONTE: DESCOMPLICANDO A MUSICA (s/d)

. . . 5 .

Mas repare que se trouxermos 5f para a primeira oitava teremos -, logo seu compri-

mento em uma corda sera de g, 0 que difere da fracdo encontrada por Pitagoras no ciclo das
quintas que é %, PEREIRA (2013, p. 34) destaca esse resultado, a se referir a Arquitas de

Tarento (428 a.C - 347 a.C), “[...] A terca pitagorica correspondia a :71 =~ 1,266 da frequéncia

da nota fundamental, todavia, para Arquitas, a terca era a média aritmética entre a primeira e a

3
. 1+
quinta: f (3a nota): MA = 72 = % = 1,25”

4 81 _ 81 _

5'64 80

Utilizando o calculo da razdo intervalar teremos: [ ==

Xc

2| Q1=

1.0125, que segundo IAZZETTA (2000) é chamado de coma sinténico, que acompanhada do
coma pitagorico reforcam o problema na razdo intervalar. “A aritmética baseada em ciclos de
intervalos de quintas da escala pitagodrica leva, portanto, a existéncia de semitons de tamanhos
diferentes e de notas enarmonicas que ndo sdo equivalentes.” (IAZZETTA, 2000).

Mesmo essa construgdo ainda ndo é capaz de ajustar o intervalo de semitons, embora
ela nos mostre fracBes diferentes das encontradas por Pitagoras, a mesma ainda trabalha com
fracGes de inteiros, tal fracdo aparece também na construcdo de Gioseffo Zarlino (1517-1590),
que nas palavras de ALONSO (2016, p. 34) “A ideia utilizada na construgédo dessa escala foi,
primordialmente, a de manter os intervalos sendo representados por razées de niUmeros naturais

positivos, sendo estes 0s menores possiveis.”
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Para EDILSON (2015):

Giuseffo Zarlino, do séc. XV, intrigado com a inexatidao do sistema pitagorico, con-
cebeu 0 Senario, conjunto dos seis primeiros nimeros inteiros, capazes de gerar todas
as consonancias musicais, incluindo as imperfeitas. Enquanto o limite estabelecido
por Pitagoras era o quatro, Zarlino utilizou o 6 para obter as seis primeiras divisdes
da corda, permitindo a inclusdo no quadro de consonancias os intervalos de terca
maior, 4/5 (o intervalo ja era conhecido, mas ainda ndo era considerado uma conso-
nancia), terca menor, 5/6 e sexta maior, 3/5 (EDILSON, 2015).

Tal escala é conhecida como Escala Justa e foi formalizada com a seguinte construcao:

Tabela 5 — Razdo Intervalar da escala justa

Do Ré Mi Fa Sol L& Si D6
Razioa | 1| 8 | 4 | 3 | 2 | 3 | 8 | 1
partir de 9 5 3 5 15
Do
Razio inter- § i E § i § 1_5
valar resul- 9 10 16 9 10 9 16
tante

FONTE: Elaborada pelo autor

Diante desses problemas, buscou-se uma solucao, e a solugéo seria dividir as 12 notas
em intervalos igualmente distribuidos na oitava, que de acordo com IAZZETTA (2000):

Com o desenvolvimento do sistema tonal e ampliagdo do uso de modulages e dife-
rentes tonalidades, o uso da escala de médio tom ou da escala pitagorica tornava-se
restritivo. Uma solucdo foi adotar uma escala com doze semitons igualmente distri-
buidos pela oitava. Nessa escala, chamada de escala temperada, o intervalo entre D6
e D6# é 0 mesmo entre Do# e Ré. Além disso, as notas enarmonicas passam a ter a
mesma frequéncia, o que ndo ocorre nas escalas pitagorica, justa e médio tom (IAZ-
ZETTA, 2000).

A deducdo que temos agora em dividir o intervalo em 12 partes iguais, permite uma
construgdo rapida da escala temperada, se torna possivel devido a inimeros esfor¢os de diver-
sos matematicos, fisicos, fildsofos ao longo da historia, na construcdo da escala pitagorica al-

guns ja foram citados, e aumentando a cole¢do temos mais alguns nomes que colaboraram na
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investigagdo das relagdes da musica com a matematica de forma téo clara e perfeita, John Na-
pier (1550 — 1617), Marin Mersenne (1588 - 1648), René Descartes (1596 - 1650), Pierre de
Fermat (1601 - 1665), Leonard Euler (1707 - 1783), Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830).

As contribuicdes de todos esses nomes, foram imensamente importantes a formalizacéo
matema@tica, considerando a muasica como objeto de estudo, desde os logaritmos de Napier até
a Seérie de Fourier que, segundo ZANATO (2017, p. 61):

A teoria de Fourier reuniu diversos conceitos matematico-musicais capazes de expli-
car de maneira satisfatria esse enigma, estabelecendo que as primeiras componentes
da Série Harmbnica (aquelas que sdo melhores percebidas pelo ouvido) correspon-
dem as frequéncias associadas aos primeiros termos da Série de Fourier, estabele-
cendo e justificando as razdes de pequenos nimeros inteiros na consonancia pitagé-
rica (ZANATO, 2017, p. 61).

Como ja observado, ao longo dos séculos tivemos inimeras figuras que se preocuparam
em mostrar a relacdo matematica e musica, que se torna impossivel citar ou mostrar as contri-
buicGes desses pilares no presente trabalho, que visa apenas mostrar de forma simples e aberta
a construcdo das escalas Pitagdrica e Temperada, bem como a abordagem de alguns contetidos
matematicos a partir da musica.

Mas o que ndo podemos deixar de ressaltar é a diferenca de séculos entre essas escalas
que comeca com Pitagoras (572-500 a.C.), e passa a ser adaptada até o século XV que segundo
IAZZETTA (2000):

A escala cromatica trazia um problema quando se precisava executar uma musica em
diferentes oitavas, tendo que refinar o instrumento em cada mudanga de oitava, pois
ndo havia o encaixe perfeito como citado anteriormente. Com o intuito de encontrar
uma solugdo, o matematico e fisico Simon Stevin(1548- 1620) criou o temperamento.
IAZZETTA (2000).

Nas Palavras de ALONSO (2016):

A escala de temperamento igual, ou bem temperada, foi proposta inicialmente por
Andreas Werkmeister, em 1691 e difundido principalmente por Johan Sebastian
Bach, no entanto, ha registros de que o principe chinés Chu Tsai-yu ja havia utilizado
essa ideia em 1596, quando escreveu um trabalho no qual calculara os comprimentos
de cordas para um instrumento, usando uma escala na qual a oitava era dividida em
intervalos iguais de mesma proporcdo (ALONSO, 2016, p. 34).
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Em outros artigos, ainda € possivel encontrar outros tantos nomes que colaboraram na
construcao da escala temperada, o que foge do objetivo do trabalho, que busca apenas compre-
ender alguns argumentos matematicos que possibilitam formalizar a construgéo da escala mu-

sical.

2.5.1. Construindo a escala temperada

Utilizando o que sabemaos, ou seja, 0 que ndo mudou, construiremos a escala temperada
de forma réapida, pois como ja foi mencionado, para essa construcdo é necessario a aceitacao
dos nimeros irracionais, tais nimeros foram desprezados por Pitagoras por questdes particula-
res, que nas palavras de RODRIGUES (1999, p. 23) “Esta diferenca, a chamada coma pitago-
rica, esta essencialmente relacionada com a impossibilidade, encontrada ja pelos gregos, de
medir a diagonal do quadrado através de uma fraccdo exacta do seu lado e, portanto, também
com a irracionalidade do nimero /2.

Sabemos que uma frequéncia f ao completar o ciclo de oitava obtém-se uma frequéncia

2f, assim percorrendo 12 semitons a frequéncia vai aumentando, além disso sabemos que o

11
2n-1’2n

intervalo de oitava pode ser escrito na forma exponencial, ou seja, [ ] onde n € N*,

utilizando frequéncia temos, [2"1, 2"] onde n € N*, para nos ajudar na interpretacdo dos se-
mitons iremos reescrever o intervalo de oitava como [2",2™*1] onde n € N.

Logo, f =1 = 2%e 2f = 21, sabemos que nesse intervalo temos 12 semitons distintos,

12
dessa forma, podemos pensar que 2! = 21z, assim podemos encontrar qualquer frequéncia
(nota) dentro de uma oitava, basta pensarmos na quantidade de semitons que existe entre a nota

referéncia e a nota desejada, assim tomemos o intervalo entre D6 e Sol.

Figura 12 - Indicacdo dos semitons

[LIITTTTIILT]

T aitawva T

FONTE: MUSICA E ADORACAO (s/d)
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Na figura 12 podemos observar a divisdo de uma oitava em intervalos de semitom, ja
na figura 13 os semitons foram nomeados, observe que nos acidentes (teclas pretas), 0s mesmos
recebem dois nomes, isso deriva dos acidentes serem ascendente (#) ou descendente (b), como
ja mencionado neste trabalho, e além disso, quando duas notas tem 0 mesmo nome as chama-
mos de notas enarmonicas, para DAREZZO (2018) “Se tocarmos os acordes de “C#” e “Db”
ouviremos 0 mesmo som, porém sao escritos com nomes diferentes. Dessa forma, uma mesma

nota pode ser escrita de mais de uma maneira.”

Figura 13 - Nomes dos semitons

Do¥ Ré¥  Fa# Sol# La#
Réb Mib Solb Lab Sib
+*

+ *

+* +

; oitava 4T
FONTE: MUSICA E ADORACAO (s/d)

7
Fazendo a contagem temos 7 semitons, assim 21z =~ 1,498. .., portanto essa € a frequén-

cia da nota Sol.
Vejamos a frequéncia entre DO e DO#, ou seja, um intervalo de semitom, que é o menor

1
intervalo encontrado na escala temperada, fazendo a contagem temos 1 semitom, assim 21z =~

1,059. .., portanto esse valor € a diferenca entre qualquer semitom da escala temperada.

Aplicando a formula da Razao intervalar para qualquer intervalo I = ’;—m ¢ = m, adap-
[

tando a férmula, faremos a inversao pois nesse momento estamos trabalhando com frequéncia,

X .
desse modo temos; I = x—f f = m, aplicando temos:
m

[ =2 = DS _ 1059 _ 4 050,

Xm Do 1
Relembrando os casos particulares da Escala Pitagorica:

38 _ 2% 1 0,9492...

[=Xm _ Fd =
4 64 256

2| Qs 100

Xc Mi
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Refazendo o calculo como frequéncia temos:

4

X Fa& 3 464 256

E =2 = —=_"— ~1,053..
Xm  Mi 81 381 243
64

Outro caso particular:

i 32768
_ xm _ L&# _ tooze _ 32768 27 _ 2048

[=—=—= i6 PP
Xc La = 59049 16 2187

=~ 0,9364...

Refazendo o calculo como frequéncia temos:

) 59049
[ = X _ L&# _ 5576 _ 59049 16 _ 2187

xe  Ld % 732768 27 2048

=~ 1,067...

Encontraremos as referidas frequéncias das notas Mi, Fa, La. La# na escala temperada
gue estamos construindo, e calcularemos a Razdo intervalar a fim de mostrar a igualdade nos

resultados.

5
=2 fom =252 =-22~1059
m Xm Mi 217
9
La =212 ~ 1,681
10
La# = 212 ~ 1,781...
) 10
=X fom 1=2L=2 =22~ 1059..,
Xm Xm La 217

Observando os calculos percebemos que a desigualdade que tinhamos na escala pita-
gorica, ja ndo existe na escala temperada. De forma um pouco mais geral podemos pensar no
menor intervalo possivel que chamaremos de i e sua trajetoria percorrendo os semitons até
completar uma oitava, sendo assim, temos que i se desloca 12 vezes partindo da fundamental,

logo i'2, e ao completar este ciclo temos que ele atinge valor 2, portanto i'? = 2, com as devi-

1
das manipulaces i = 21z ou i = '3/2.
Como ja vimos para encontrar qualquer nota dentro da escala basta contar o nimero de

n
semitons, logo podemos escrever i para um intervalo qualquer como i = 21z oui = '3/27, onde

37



n € N, e n € o nimero de semitons que separam a frequéncia fundamental da frequéncia pro-

curada, repare que para obtermos a frequéncia fundamental n = 0.

Com essas informac@es j& podemos convencionar uma tabela com as frequéncias que

compdem uma oitava na escala temperada, vale ressaltar que outras oitavas podem ser expres-

sas como multiplos dessa construcéo.

Tabela 6 - Frequéncia na escala temperada

Notas Frequéncia N° de semitons
D6 1 0
Do# 1,059 1
Ré 1,122 2
Ré# 1,189 3
Mi 1,259 4
Fa 1,334 5
Fa# 1,414 6
Sol 1,498 7
Sol# 1,587 8
L& 1,681 9
La# 1,781 10
Si 1,887 11
Do 2 12

FONTE: Elaborado pelo autor

Para CAMARGOS (2011, p. 55) “matematicamente isso foi feito da seguinte forma:

fo. L LEELEELEELf=f,f12 = 2f,. Apos algumas operacBes algébricas simples, podemos

1
concluir que o fator f deve assumir o valor de 212.”
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A tabela a seguir mostra as diferencas entre as escalas construidas:

Tabela 7 - Comparacdo de frequéncias

Escala Pitagdrica Frequéncia Escala Temperada Frequéncia
D6 1 Do 1
Do# 1,067 Do# 1,059
Ré 1,125 Ré 1,122
Ré# 1,201 Ré# 1,189
Mi 1,265 Mi 1,259
Fa 1,333 Fa 1,334
Fa# 1,423 Fa# 1,414
Sol 15 Sol 1,498
Sol# 1,601 Sol# 1,587
L& 1,687 L& 1,681
La# 1,802 La# 1,781
Si 1,898 Si 1,887
Do 2 Do 2

FONTE: Elaborado pelo autor

Observando a tabela 7, percebe-se as diferencas entre as escalas, que embora néo pare-
cam diferengas gritantes quando observadas uma a uma, torna-se extremamente inconveniente,
na execucdo de mdaltiplas notas, quando se trata principalmente na construgdo do acorde, e
também na execucdo de varios instrumentos simultaneamente.

Embora seja fantastica a escala pitagorica a mesma se torna bem compreensivel dado a

baixa complexidade dos calculos, ja a escala temperada assume outro universo, a dos nimeros

irracionais, imagine-se no XVII, sem internet, sem calculadora, e tendo que calcular a '3/2.
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Para SANTOS (2015, p. 33) “Destaca-se que a escala temperada, utilizada atualmente
na musica ocidental, so foi desenvolvida face a formalizagcdo do conceito de logaritmos, reali-
zada por John Napier (1550 - 1617)”, tal comentario torna fundamental uma breve investigacédo
sobre o tema, a fim de compreendermos as motivaces que desencadearam a formalizagéo

desse conceito, bem como esse conceito contribui para construgdo da escala temperada.

2.5.2. Breve Historia dos Logaritmos
Para PARDO (2015)

A palavra logaritmo vem de "logos" que em grego significa razdo e "aritmo" nimero.
O conceito de logaritmos foi introduzido pelo matemético escocés John Napier (1550
— 1617) e aperfeicoado pelo inglés Henry Briggs (1561- 1630). No ano de 1614, ou
seja, a mais de 400 anos passados, Napier criou uma maneira de simplificar calculos
com a invencdo dos logaritmos (PARDO, 2015).

Ainda segundo PARDO (2015):

No ano de 1614, ou seja, a mais de 400 anos passados, Napier criou uma maneira de
simplificar calculos com a invencdo dos logaritmos. Naquela época, multiplicar, di-
vidir, calcular poténcias era um trabalho arduo. O surgimento dos logaritmos repre-
sentou para a época um grande salto na realizacdo de operacdes aritméticas, transfor-
mando os produtos em somas e 0s quocientes em diferencas. Naquele periodo, o0s
logaritmos representaram um grande instrumento que alavancou os estudos da astro-
nomia e navegacdo (PARDO, 2015).

Com a motivacdo de encontrar distancias entre dois pontos do globo ou entre estrelas
no céu, encontrar um método que otimize o tempo dos calculos € muito importante, nas pala-
vras de JUNIOR (2020, p. 5):

[...] lei dos cossenos na Trigonometria Esférica, envolve produtos entre senos e/ou
cossenos de certos angulos. E é este tipo de calculo que induziu a descoberta dos
logaritmos por John Napier no inicio do século XVII. Calculos como os descritos na
lei acima sdo morosos de serem feitos, além da chance de se obter resultados erréneos
ser grande. Por isso, os matematicos da época de Napier estavam bastante engajados
em criar métodos de calculo que, a0 mesmo tempo que pudessem acelerar as contas
a serem feitas, também minimizassem os erros cometidos. E foi pensando em um
método desses que Napier criou seus logaritmos (JUNIOR, 2020).

JUNIOR (2020) destaca ainda o método da prostaferese, método baseado em relagdes

trigonomeétricas para aproximar produtos e divisdes, indicando que embora til ainda era um
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processo demorado, e descreve o processo como “No entanto, a ideia por trds deste método,
era bastante interessante: ele transformava produtos e divisdes em somas e subtracdes, respec-
tivamente”, e indica que a esséncia do conceito de logaritmo ja era conhecido por Archime-
des(287 a.C-212 a.C), “era sabido deste a antiguidade por Archimedes a rela¢do entre poténcias
(de uma mesma base) e seus expoentes, que é uma relacdo entre progressées geométricas e
aritméticas”.

Nas palavras de PIPPA (2014, p. 9) encontramos destaque para o matematico alemao
Johannes Werner (1468-1528), como um dos precursores do método da prostaférese, “que sim-
plificou calculos de comprimento em astronomia e matematica”, reforga ainda que quando Na-
pier tomou conhecimento de tal método por volta de 1590, sentiu-se motivado a publicar seu
trabalho “Mirifici logarithmorum canonis descriptio (1614)”.

De forma simplificada, observava-se que o pensamento de Napier, partia da relacao
entre uma Progressdo Aritmetica e uma Progressdo Geométrica para PIPPA (2014, p. 11) Na-
pier observou que o produto entre dois termos de uma P.G esta associado a soma dos respecti-

vos termos da P.A, dessa forma faremos a seguinte relagéo:

Tabela 8 — Relagéo P. A/P. G

P.A 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P.G 1 2 4 8 16 32 64 128 256
FONTE: Elaborado pelo autor

Podemos reescrever a P.G. como poténcias de 2, ou seja, (2°,21,22,23 ...), observe
que os expoentes podem ser associados a P.A., logo se desejarmos realizar a multiplicacao
23.25, basta somarmos os expoentes 237> = 28 = 256, observe a correspondéncia na tabela
acima. Como ja mencionado essa propriedade da potenciacao ja era conhecida na época, 0

problema que existe nesse exemplo sdo as lacunas deixadas na P.G., que segundo SA (s/d)
. . oy ~ 1 .
“Napier solucionou o problema das lacunas utilizando a razao (1 — F) com resultado aproxi-

mado a 0,9999999 e para resolver o problema dessas casas decimais que se repetem, ele resol-
veu multiplicar as poténcias obtidas com essa razdo por 107>, chegando a seguinte configura-

cao:

L
N=10"(1—-—=) ,ondeLéo logaritmo do nimero N.
107
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Para BOYER (1974, p. 229):

Assim, seu logaritmo de 107 é 0, seu logaritmo 107 (1 - %) =999999 ¢ 1, e assim

por diante. Dividindo seus nimeros e logaritmos por107 teriamos virtualmente um

. . 1. 1\107 . . n\"* 1
sistema de logaritmos de base = pois (1 - F) fica proximo de lim (1 - ;) =-

n—oo e
Deve-se lembrar, no entanto, que Napier ndo tinha o conceito de base de um sistema
de logaritmos, pois sua definicdo era diferente da nossa (BOYER, 1974, p.229).

Para LEMOS (2012) “Napier teve que efectuar um numero impressionante de calculos
para construir a essa tabela, num esfor¢o que consumiu 20 anos da sua vida.” E refor¢a ainda
que “E importante notar que os logaritmos calculados por Napier ndo coincidem com o que
hoje designamos por logaritmos naturais ou de base e (Napier ndo conhecia 0 nimero e nem se
apercebeu da sua importancia).”, dados esses argumentos encontramos na historia o nome do
matematico inglés Henry Briggs (1561-1630), que segundo SANTOS (s/d), Briggs ficou im-
pressionado com o trabalho de Napier que decidiu ir ao seu encontro para lhe parabenizar pes-

soalmente, e nesse encontro definiram que:

Para facilitar o trabalho de Napier, que muitas vezes utilizou bases inadequadas, Briggs
prop0s a ele a mudanga dos Logaritmos para uma base decimal, ou seja, a utilizacdo
da poténcia de dez. Ambos concordaram que o Logaritmo de 1 fosse 0 (logl =0) e 0
Logaritmo de 10 (iniciando com log 10 = 1) fosse uma poténcia conveniente de 10,
nascendo assim os Logaritmos Briggsianos ou Comuns, que sdo os Logaritmos que
usamos hoje. Posteriormente, Napier e Briggs elaboraram uma tabua de Logaritmos,
que € de extrema utilidade, mas com o avanco da tecnologia (com calculadoras e com-
putadores) hoje ndo é muito utilizada, mas os estudos dos Logaritmos sdo caracteriza-
dos pela importancia em diversas areas do conhecimento humano (SANTOS, s/d).

Apds a morte de Napier (1617), Briggs continuou os estudos em relagéo aos logaritmos,

e em 1624 publicou seu trabalho “Arithmetica Logarithmica”, que de acordo com LEMOS

(2012):

Continha uma tabela com os logaritmos decimais dos nimeros inteiros de 1 a 20.000
e de 90.001 a 100.000 com uma precisdo de 14 casas decimais, e a descri¢do do mé-
todo de célculo. O trabalho de Briggs é notavel, pela originalidade e engenhosidade
com que organizou os calculos no sentido de reduzir o nimero de operagdes e de as
simplificar ao méaximo (LEMOS, 2012).

De acordo com AVILA (s/d) o procedimento utilizado por Briggs pode ser descrito
como a extracdo sucessiva de raizes quadradas de 10, “Briggs usou esse procedimento de ir

extraindo a raiz quadrada sucessivamente por 54 vezes; vale dizer, ele foi elevando o nimero
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10 aos expoentes 1/2, 1/22, 1/23..., até chegar a 1/2°*. Como consequéncia disso, ele obteve os
logaritmos de varios nimeros.”.

Em continuidade ao objetivo do trabalho que €, mostrar a justificativa matematica para
a construgdo das escalas, buscamos compreender o0 método de extra¢fes sucessivas de raizes
quadradas utilizado por Briggs. O método utilizado por Briggs para essas extracfes ndo pode-
mos afirmar, mas em pesquisa encontramos algoritmos muito interessantes, destacamos assim
o Algoritmo de Hierdo, demonstrado nos trabalhos de CARVALHO (2010) e de CAMPOS
(2014).

No presente trabalho aceitaremos os resultados demonstrados nos trabalhos aqui cita-
dos, bem como aceitaremos as propriedades de logaritmos e de potenciagdo que nos sdo usuais,
faremos apenas a aplicacdo com a finalidade de vislumbrar o comprometimento de Briggs ao
montar sua tabela de logaritmos, visto que ndo sabemos afirmar o método por ele utilizado para
tal fim, dessa forma, para uma boa compreenséo, sugere-se que o leitor esteja familiarizado
com 0s tépicos mencionados, pois a intencdo dessa investigacdo é apenas tentar compreender

um pouco de como se deu o processo de constru¢do dos logaritmos.

2.5.3 Algoritmo de Hierdo (10.d.C.- 75d.C.)
Para CARVALHO (2010):

O texto de Hierdo menciona explicitamente a ideia de repetir o célculo, a partir do
valor obtido anteriormente, a fim de aproximar tanto quanto quisermos a raiz qua-
drada procurada. Obtemos assim, pela iteracdo do processo de Hierdo, uma sucessao

infinita, {a, }de ndmeros a,, a,, as,..., tal que lim a, = Vk. Nesta sucesséo, cada
n—-oo

termo esté relacionado com o anterior por, a,,, = i(an + ai) (CARVALHO, 2010).

Faremos a aproximacdo para k = 10, na tentativa de reproduzir o método utilizado por

Briggs. Paraa, = a = 1, temos:

22

1{11 10 1 (11 10 2 ) 1 (11 20) 1 (161) 161
a, = —
2

N [T =—=3,6590...
AR Y 44
2
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1 161+_1O __1(161 10 44)-—1(161—F440)-45321“'31988
=7\ 24 161 ) T2\aa "1 161) T2\ a4 " 161) T 14168~ "
44
1 45321-+ 10 —-1(45321-+10 14168)__4061315281~31624
“ =7\ 14168 T 45321 | T 2\14168 T 1 "45321) ~ 1284215856 "
14168
1 40613152814_ 10 __1(4061315281_F10 1284215856)
% =7\ 1284215856 ' 4061315281 | ~ 2\1284215856 ' 1 4061315281
1284215856
_32986385459702233621

= 104331210960150591072 > 022

Com esse resultado conseguimos uma aproximacao de quatro casas decimais, de acordo

com KILHIAN (2011) “Vamos lembrar que a tabela que Briggs construiu apresentava os

lo-

garitmos dos ndmeros inteiros de 1 a 1000, com precisdo até a 142 casa decimal! Porém a

grande maioria desses logaritmos foi obtida recorrendo-se a outros anteriores calculados. Mas

isso nao tira o brilho de suas construgdes.”, dessa forma observemos que, para a aproximagao

de 4 casas decimais repetimos o0 processo 5 vezes, logo para uma aproximacdo de 14 casas

decimais, 0 processo se torna bem mais longo.

Assim podemos observar que, com 0 conhecimento que temos hoje sobre as proprieda-

des da potenciacdo e as propriedades do logaritmo, podemos fazer as seguintes relacoes:

V10 = 3,1622 ...
1
102 = 3,1622 ...

1
logy3,1622 ... = >

De fato, temos que log;, V10 = % pois utilizando as propriedades de logaritmos te-

mos:
O logaritmo de uma raiz € igual ao inverso do indice da raiz multiplicado pelo loga-

ritmo, em que também mantemos a base.

n 1
log, Vb = E-loga b

1
logyo V10 = 5 log1o 10
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Como j& citado, Napier e Briggs convencionaram que log;,10 =1, assim:

1 1 1
1og10i/E=E-1og1010=§-1=§

Diante desses resultados testamos o Algoritmo de Hierdo para vv10 =+/3,1622 ...,
apos 4 repeticdes do processo, obtemos como resultado 1,7784..., com isso temos uma aproxi-

macao de 3 casas decimais, ressaltamos que, 0 processo nos permite aproximar até onde nos
seja conveniente, segue abaixo o calculo.

V10 = V10 = /3,1622 ...

Faremos a aproximacéo para k = v10 = 3,1622 ...

Para a, = a = 1, temos:

1 V10 1 5
aq =§<1 +T> =§+\/;EZ,0811...

1{1 |5 10 1
===+ |2 — — (49 + 5V10) = 1,8003 ...
2\27 277 | 36
2742
1{ 1 V1o
as = 5| 5249 +5V10) + 5 = > (4511 + 8251V10) = 1,784 ..
- (49 + 5V10)
36
1{ 1 V10
== 4511 + 825110
a4 = 5| 77208 (4511 + )+

T7708 (4511 + 8251V10)

_ 191237648510 + 12743709569
N 10567054224

=1,7782 ...

Observe que muitos passos foram omitidos, apenas montamos as equacdes, pois seus
desenvolvimentos se tornariam muito longos, mas apenas com a perspectiva que temos, ja po-

demos imaginar o quéo trabalhoso teria sido esse processo, afim de obter as primeiras 54 raizes
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aproximadas de 10, ou seja, > VIO = ******°*****4 /TG nois para obtermos 3/10 e a ¥/10, ja
tivemos um trabalho consideravel, mesmo utilizando recurso de uma calculadora para efetuar
os desenvolvimentos.

Ressaltamos que a montagem das equacdes esta na forma de fracdo para que o resul-
tado seja 0 mais proximo possivel, caso a escrita fosse na forma decimal teriamos que colocar
muitas casas decimais para obtermos uma maior fidelidade aos resultados.

Dessa maneira ja conhecemos dois nimeros logaritmos, o primeiro:

V10 = 3,1622 ...
1
10z = 3,1622 ...

logy3,1622 ... =

N| =

E o segundo:

V10 = /3,1622 = 1,7782 ...
1
10% = 1,7782 ...

log191,7782 ... =

I

Para AVILA (s/d) a extrago sucessiva, fica de acordo com a seguinte tabela:

Tabela 9 - Construcdo de logaritmos decimais

x log x

107 = 3,1622 0,50000
10% = 1,7782 0,25000
108 = 1,3335 0,12500
1076 = 1,1547 0,06250
1072 = 1,0746 0,03125
1067 = 1,0366 0,01562
10% = 1,0181 0,00781
1021ﬁ = 1,0090 0,00390

1 0,00195

10512 = 1,0045

FONTE: Elaborado pelo autor
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Como ja mencionado a tabela de Briggs continha um nimero muito superior da que
estamos mostrando, e vale destacar que Briggs aumentou sua tabela utilizando resultados co-
nhecidos, partindo das propriedades que envolvem os logaritmos, segundo AVILA (s/d) uma
das propriedades utilizada diz que:

loga.b =loga +logh

Sendo assim podemos vislumbrar algumas combinaces, e dessa forma obteremos ou-

1 1
tros resultados, entdo tomemos a = 10z e b = 10x4.

1 1 1 1
log(102.104) = log 102 + log 104.
log(3,1622-1,7782) = 0,5 + 0,25
log 5,6230 = 0,75
Observe que utilizando a propriedade da potenciacdo temos que, quando se multiplica
poténcias de mesma base, tém-se uma nova poténcia onde a base é igual a base das parcelas e

0 expoente é a soma dos expoentes das parcelas.

11 3
log 102.104 = log 104 = log V103 =log5,6230 = 0,75

Segundo AVILA (s/d), vale a lembranca que essa construcdo é feita em funcdo dos
logaritmos decimais, e ainda nos diz que “E lembremos também que qualquer nimero positivo
pode sempre ser escrito na forma de uma poténcia de 10 vezes um nimero a compreendido
entre 1 e 10, isto é, 1 < a < 10”, por exemplo:

23547 = 2,3547 x 104 0,0000259 = 2,59 x 105

Em vista disso, AVILA (s/d) também nos afirma que “...basta conhecer os logaritmos
dos numeros entre 1 e 10 para se determinar o logaritmo de qualquer nimero. Esses logaritmos
séo as chamadas mantissas ”.

Como mencionado, utilizando as propriedades de logaritmos € possivel aumentar a ta-

bela, o que sabemos até agora €, se tomarmos raizes quadradas sucessivamente de 10, obtemos

muitos logaritmos, logo esse processo pode se estender para “J1om.

Entre as argumentacdes utilizadas para a construgdo da tdbua de logaritmos, acredita-
mos ser interessante mostrar como encontrar o log 2 e log 3 conforme VIEGAS (2021), pois
utilizando as propriedades e sabendo o logaritmo desses numeros, podemos fazer arranjos que

nos permitam encontrar os logaritmos dos nimeros naturais entre 1 e 10, ndo sabemos afirmar
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se 0S processos que serdo utilizados abaixo foram utilizados por Briggs, mas mesmo diante

dessa davida, acreditamos ser relevante mostrar de forma simples e objetiva esses processos.

2.5.4 Calculando log 2

Queremos saber 10* = 2, ou seja, log 2 = x. O processo utiliza duas propriedades, que

sdo:
loga.b =loga +logh
loga™ = nloga
Assim, procederemos da seguinte maneira:
Elevaremos o logaritmando a uma poténcia de 2, de tal forma que, o logaritmando fique
maior que 10.

Dividiremos a expressao por uma poténcia de 2 equivalente a utilizada no logaritmando,
assim manteremos a igualdade.

Reescreveremos o logaritmando utilizando o conceito ja mencionado, que todo nimero
positivo pode ser escrito como uma poténcia de 10 vezes um nimero a compreendido entre 1
e 10,isto é, 1 < a < 10.

Assim temos:
log 22"
277.
Observe que, para o logaritmando ser maior que 10, devemos elevar o 2 a quarta potén-

log2 =

cia, assim:

log 22" _log 22° _log2* log16
2n 22 4 4

log2 =

Temos o logaritmando maior que 10, logo podemos reescreve-lo como:

log16 log10.1,6 log10 +log1,6

1
1 2 2 = Z(log 10 + log 1,6)

Sabemos que log 10 = 1, entdo:

48



1 1 1 1
Z(log 10 +log1,6) = 2 (1+1logl6) = 2 + Zlog 1,6

O que temos até agora ainda ndo mostra uma aproximacgao para log 2, pois ndo sabemos

. . ~ 1 1
log 1,6. Dessa forma, iremos repetir 0 processo com a expressao -t ZIOg 1,6.

Log 6% 1. 1) o168 =21 L10g42,94967296
47 8 4320870 Tyl

1
T4 4

Reescrevendo o logaritmando:
! + ! log10. 4,294967296) = ! + ! log 10 + log 4,29497296

1 1 1 1
YRIED) (1+10g4,29497296) = YRIETI ﬁlog 4,29497296

Repetindo processo:

Lo L oe420497206 =24 1 2 log 429497296 _ Lo L oe184467
473232 08" BREVIEY) 21 T47327 64 08

Reescrevendo o logaritmando:

1 1 1

1 1 1
Z + = + 6_410g 10.1,84467 ... = 2 + 32 + a(log 10 + log 1,84467 ...)

1 1 1 1 1
a3yt (L +10g184467 ) = 24—+ —+log 184467 .

Repetindo processo:

LU I N ENRPP _1+1+1+110g1,84467...22_
4732 64 64 08" “T27327 64 64 22 =

1,1, 1 lloglese7.t 11 1 1 o
4732 64 " 64 4 4732764 256 5
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Reescrevendo o logaritmando:

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

Repetindo o processo:
1 1 1

JAi, ot 1 101 1 11 log1157933..
47327 64" 256 ' 256 & =273 611256 T 256 24

L ! ! ! ! log 10,445636
17327 62" 256 T 2006 8

Reescrevendo o logaritmando:

1 1 1 1
2737t 22 55  709g 08 10 1,0445636 .

1 1 1 1 1
Z+§+a+ﬁ+4096(10g10+10gl,0445636...) =

Lo b 10e1,0445636..) =
27321 62" 256 T 2006 (L Tlo8 L ) =

1 1 1

11 1
2132 " 527 256 T %006 * 2096 08 10445636 -

Podemos repetir o processo até onde nos seja conveniente, porém com o que temos até
agora, ja é possivel estimar uma aproximagao para log 2, ent&o:

g2ty 1 . L 10010445636
082 =t 35t 521256 T 2006 T 2006 28

log2 =(0,301025 ... +

1
5¢ 108 1,0445636 ..)

Com esse resultado, obtemos uma aproximacao de 5 casas decimais, em comparagao

com a tabela existente, assim fica evidente a engenhosidade desses matematicos para com a
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solucéo de problemas e construcgdo da tabua de logaritmos. A seguir iremos mostrar outro mé-
todo, desta vez calcularemos o log 3, a fim de enriquecer nossas mentes com o conhecimento,
sob a dptica daqueles que, a partir de seus notaveis estudos, nos proporcionam hoje uma ampla

comodidade tecnoldgica.

2.5.5 Calculando log3

Queremos saber 10* = 3, ou seja, log 3 = x. Para essa construgéo utilizaremos a tabela
que construimos através do Algoritmo de Hierdo.

O processo se dara da seguinte maneira:

Escolheremos em nossa Tabela 9 - Construcdo de logaritmos decimais a raiz mais pro-

xima de 3, mas que seja menor que 3, ou seja, V10 < 3.

Iremos construir uma razdo onde 3 serd o numerador, e a raiz menor mais proxima sera
0 denominador.

Repetiremos essas etapas enquanto nos for conveniente, para determinar uma boa apro-
ximacao, utilizaremos no numerador o resultado da equacéo anterior, e no denominador a raiz

menor mais proxima do novo numerador.

1
Observando a Tabela 9 - Construcdo de logaritmos decimais temos que 10z =

1,7782..., assim efetuaremos a divisao:

a, = % = 1,6870 ...
1,6870 ...

Gz = {3335 = 1,2650...
1,2650 ...

as = {qez7 = 10955 ..
1,0955 ...

@ = To7ag. = L0194
1,0194 ...

as = Toter = 1001 -
1,001 ...

% = Toor = 1000 .
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Observe os denominadores e repare que, podemos reescrever os termos a,, da seguinte

maneira:

1
a, = 3 = 10%.1,6870 ...

1
a, = 1,6870...= 108.1,2650 ...

as; = 1,2650 ... = 1016 .1,0955 ...

1
a, =1,0955... = 1032.1,0194 ...

1
as =1,0194 ... = 10128 . 1,001 ...

1
ag = 1,001 ... = 102048 . 1,000 ...

Observe que ainda podemos reescreve-los da seguinte maneira:
a1 = 104 . az
a2 = 108 . a3

a3 = 10E.a4

ag = 102048 . q,

Assim, podemos reescrever o que observamos da seguinte maneira:

1 1+ 1 1
3 =104.108.1016.1032.10128.102048 ,qa,

Retornando ao que queremos saber:

10* =3

1.1,1.1,. 1, 1 977
10278716327 12872048 = 1(2048 = 1024770 = 3

Assim podemos concluir que:
log3 = 0,4770
Com esse resultado obtemos uma aproximacao de 3 casas decimais.
Agora que sabemos o log 2 e log 3, podemos usar as propriedades de logaritmos para
encontrar outros logaritmos, por exemplo:
log6 =log2.3 =log2 +log3 = 0,3010 + 0,4770 = 0,7780

52



10
log5 = log7 =log10 —log2=1-0,3010 = 0,6990

Naturalmente, o que fizemos até agora, ndo é suficiente para construir uma tabua de
logaritmo que atenda os nimeros reais, seria necessario calcular para intervalos menores que
1, dessa maneira poderiamos encontrar outras mantissas, em vista disso, iremos entender o
corpo do numero logaritmo, abordaremos de forma simples o conceito de “caracteristica” e
“mantissa”, pois esses conceitos sao fundamentais para interpretarmos a tabua de logaritmo

que conhecemos.

2.5.6. Caracteristica e Mantissa

Para SIMES (2011) “Quando se calcula o logaritmo de um ndmero, encontramos um
namero real composto por uma parte inteira e uma parte decimal. A parte inteira é chamada
de caracteristica e a parte decimal é chamada de mantissa.”, nos diz também que, “a quanti-
dade de algarismos do logaritmando € igual a caracteristica mais 1.”, e reforca que, a mantissa
tem como propriedade, ndo se alterar quando os logaritmos sdo multiplicados por uma poténcia
de 10, tal propriedade se aplica de forma inversa para a caracteristica, ou seja, a caracteristica
se altera quando o logaritmo é multiplicado por uma poténcia de 10. Em outros casos onde a
multiplicacdo seja diferente de uma poténcia de 10, ambos se alteram.

Tomemos como exemplo log 2 = 0,3010, temos que a caracteristica é 0, enquanto a
mantissa € 3010. Vejamos agora como se aplicam as propriedades:

log10.2 =log10 4+ log2 = 1 + 0,3010 = 1,3010

Repare que agora a caracteristica é 1, enquanto a mantissa nao se alterou, ou seja, a
mantissa continuou igual a 3010, assim, se consultarmos uma tabua de logaritmos veremos que
log 20 = 1,3010, repare ainda que, o logaritmando tem 2 algarismos, enquanto o logaritmo

tem a caracteristica com apenas 1 algarismo.

Logaritmando

\

Log 20=1,3010 *=—

\

Caracteristica

Mantissa
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Precisamos entender que log 20 = 1,3010, significa dizer que 103910 = 20, enten-
dido isso, podemos retornar ao nosso questionamento, que € o motivo de toda essa investigacéo,
com a finalidade de mostrar da forma mais aberta possivel, as contribuicBes da matematica
para com a construcdo da escala musical, neste caso, a escala temperada.

Como ja citado em SANTOS (2015, p. 33), nos diz que a escala temperada foi forma-
lizada, devido ao conceito de logaritmos, entendemos nessa fala que, ainda nos dias de hoje,
existe uma certa dificuldade de calcular raiz quadrada, de nimeros que néo sao quadrados per-
feitos por exemplo, 0 método mais comum seria por tentativa e erro (aproximacdes), mas diante
do conhecimento de logaritmos, podemos ter aproximacdes excelentes, ja calculadas e dispos-
tas nas chamadas tdbuas de logaritmos.

Entendemos que a dificuldade seria calcular *3/2, e diante desse problema iremos utili-
zar as propriedades dos logaritmos, bem como a tdbua de logaritmo para tentar encontrar a

solucdo desse problema.
Queremos calcular '3/2 :
V2=x
log V2 = logx

1
log 212 = log x

Aplicando a propriedade, loga™ = nloga:

log2_1
17— logx
0,30101_l
5~ logx

0,025085 = logx

Dessa forma vamos investigar o namero 0,025085, observe que, 0 que encontramos é
o valor do log x, e olhando para a caracteristica e para a mantissa desse nimero, iremos deter-

minar o valor de x, que é 0 nosso logaritmando.
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Sabemos que a caracteristica é a parte inteira, de forma simples, 0 que esta a esquerda
da virgula, enquanto a mantissa esta a direita. Assim olhemos para a caracteristica, pois
olhando para ela, podemos determinar a quantidade de algarismos do logaritmando.

Como ja mencionado, caracteristica mais um € igual ao logaritmando, assim:

C+1=1L
0+1=1

Isso nos diz que, o logaritmando tem apenas 1 algarismos a esquerda da virgula.

Olhemos agora para a mantissa 025085, devemos procuré-la em uma tabua de logarit-
mos, na tabela que consultamos, ndo encontramos exatamente a mantissa que estamos procu-
rando, mas encontramos mantissas proximas, e através de algumas operacfes matematicas,
podemos determinar o nimero que estamos procurando.

Olhando na tabela temos:

Tabela 10 - Tabela de Mantissas de logaritmos decimais

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 | 000000 | 004321 | 008600 | 012837 | 017033 | 021189 | 025306 | 029384 | 033424 | 037426
11 | 041393 | 045323 | 049218 | 053078 | 056905 | 060698 | 064458 | 068186 | 071882 | 075547
12 | 079181 | 082785 | 086360 | 089905 | 093422 | 096910 | 100371 | 103804 | 107210 | 110590
13 | 113943 | 117271 | 120574 | 123852 | 127105 | 130334 | 133539 | 136721 | 139879 | 143015
14 | 146128 | 149219 | 152288 | 155336 | 158362 | 161368 | 164353 | 167317 | 170262 | 173186

FONTE: Elaborado pelo autor

Repare que destacamos a mantissa do nimero 105 e a mantissa do 106, com esse en-

tendimento faremos uma relacdo desses resultados:

Tabela 11 - Tabela da relagao “logaritmando/mantissa”

Logaritmando Mantissa
105 021189
105 + x 025085
106 025306

FONTE: Elaborado pelo autor
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Note que a mantissa que encontramos, estd compreendida entre as outras mantissas,

assim utilizaremos a proporcionalidade, para encontrar o valor de x.

106 —105 =1 - 025306 — 021189 = 4117
105+ x—105=x - 025085 — 021189 = 3896
Dessa forma, podemos escrever uma regra de trés simples, logo:
1-4117
x — 3896
_38% 0,9463
T T

Reescrevendo a tabela substituindo x, temos:

Tabela 12- Tabela 2 da relagdo “logaritmando/mantissa”

Logaritmando Mantissa
105 021189
105 + 0,9463 025085
106 025306

FONTE: Elaborado pelo autor

Assim, nosso logaritmando é 105,9463, mas lembrando que, C + 1 = L, devemos dei-
xar a virgula na posicdo apropriada, assim como nos mostra o logaritmo gue encontramos, que
€ 0,025085, e de acordo com o que calculamos, tem o logaritmando com 1 algarismo, assim:

log 1,059463 = 0,025085

Retornando:
_0,30131
log 1,059463 = BETEE
_log2
lOg 1,059463 = T

1
log 1,059463 =log 212
log 1,059463 =log '/2

56



V2 = 1,059463
Entendemos como extremamente necessario, essa tentativa de compreender 0 nasci-
mento, e desenvolvimento do conceito de logaritmos, afinal, alguns autores afirmam que, a
formalizacdo da escala temperada se deu baseada nesse conceito, dessa maneira, nos sentimos
motivados a investigar, e tratar o problema com ética similar ao da época ao qual ele foi solu-
cionado, e assim, mostramos um pouco do quanto a matematica colaborou para a construgédo

da escala temperada.

3. METODOLOGIA

Diante dos conceitos abordados ao longo do trabalho, destacamos algumas atividades
que acreditamos ter um grande potencial pedagogico, tais atividades envolvem além da aritmé-
tica e da algebra, representacfes geométricas, bem como representacdes sonoras dos resulta-
dos, tornando visual e audivel os resultados obtidos, desenvolvendo uma relacéo espacial dos
temas abordados, possibilitando assim, uma melhor compreensdo dos conceitos.

Dessa forma, relacionar matematica e musica, fortalece a importancia de se aprender
matematica, além de tornar a sala de aula um ambiente mais acolhedor e dindmico com a pro-

posta de inserir a masica na vida escolar.

3.1. Atividadel

» Tempo estimado: 4hs/aula

3.1.1. Operacdes com fracdes (Adicdo e subtracdo)

A dindmica dessa atividade consiste na apresentacdo basica de algumas notacbes mu-
sicais, tais como as figuras que representam o tempo das notas e suas pausas, a posicao das
notas e pausas no pentagrama, com o objetivo de desenvolver o entendimento de fragdo, maior
e menor, bem como a operacdo de adicdo com fracdo, e atraves do solfejo, representar as fra-

¢Oes a partir do som.
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Vale ressaltar que a atividade pode ser adaptada para qualquer ano escolar, onde o teor
de dificuldade pode ser aumentado ou diminuido, além disso, outras figuras musicais podem
ser exploradas, tais como, tercinas, ponto de aumento, compassos compostos, binarios, terna-

rios, etc.

A abordagem nos exemplos da atividade desse trabalho se sustenta em compasso qua-
ternario simples, além disso, para a realizacdo da atividade em nivel escolar onde aborde fra-

cOes e fundamental que, os alunos tenham em maos a tabela de figuras musicais e seus valores.

Ao fim da atividade espera-se que os alunos sejam capazes de montar estratégias, que

a escrever um compasso no pentagrama com diversas combinacoes de fragoes.

Para a realizacdo da atividade sugere-se que o professor introduza o tema apresentando
a Tabela 13 — Tempo das figuras, conceitue o Figura 14 - Pentagrama, desenvolva o conceito
da Figura 15 - Compasso quaternario, e mostre alguns exemplos de equivaléncia entre as
notas, assim como mostra a Figura 16 — Divisdo dos valores para entdo abordar a escrita de

um compasso, como mostra a Figura 17 — Figuras no compasso

Figuras musicais e seus valores:

Tabela 13 — Tempo das figuras

Som Pausa Nome Duragéao

O | — 7jv§emibreve-4tenr|_gos 7

== | Minima-2 tempos

b | Seminima - 1 tempo

o |
Colcheia - 1/2 tempo

. ,
&/ | Semicolcheia - 1/4 tempo

N
ot
[ |
Q & Fusa - 1/8 tempo
4} )

ﬁ .5 | Semifusa - 1/16 tempo

FONTE: ESSAS E OUTRAS (s/d)
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Conhecendo o pentagrama:

Pentagrama - Conjunto de 5 linhas horizontais e paralelas entre si e 4 espacos, for-
mando 9 locais onde séo escritas as notas (TESSMANN, 2017).

Figura 14 - Pentagrama

.
=

[ B ]

i
=

[ & ]

Y
=

[ ]

e
Fay =~ [ & ]

e_@tla

Mi S0l S Re Fa Fa  La Do M

FONTE: MUSICA E ADORAGAO (s/d)

Conhecendo o compasso quaternario:

Compasso quaternario- Informa quantas figuras cabem em cada compasso. Observe que 0
numerador desta fragdo esta dizendo que cabem 4 figuras em um compasso, e o denominador esta
dizendo que a figura é a seminima, portanto, a fracdao 4/4 informa que cabem 4 seminimas em um
compasso (DESCOMPLICANDO A MUSICA , s/d).

Figura 15 - Compasso quaternario

&t
dddddddd

FONTE: DUPRA (2015)
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Diviséo proporcional dos valores:

Figura 16 — Divisdo dos valores

o Semibreve (4 tempos)

J J Minima (2 tempos)

I R P—
J ] J ] ﬁ ﬁ Colcheia (1/2)
.ﬁﬁﬁ ﬁﬁﬁ ,ﬁﬁﬁ ‘ﬁﬁﬁ Semicolcheia (1/4)

FONTE: CARVALHO (2017)
Distribuindo as figuras no compasso:

Figura 17 — Figuras no compasso

Compasso de 4 tempos (QUATERNARIO)

/ u.C. U.T.
N 4 Unidade de Compasso Unidade de Tempo
y
SV & le ]
J » 4 2 + 2 1+ 1 + 1 + 1 Vet Vs v Vet Vs + Vot Vs + Vot Vs
Valor da SEMIBREVE 1 1 1 1

FONTE: CULTURA MIX (2019)
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Com as devidas explicacdes desenvolvidas, partiremos para a préatica, e faremos algu-
mas operacGes matematicas, em particular a soma de fracdes, pois para a escrita de um com-

passo musical, é fundamental ter dominio dessa operacéo.

Exemplos:

Figuras utilizadas para montagem dos exemplos:

OIJIJIJ}Iﬁlﬁlﬁlﬁltlllgl./l‘yliljlj

A) o=4

B) J+J: o =4

C) J+J+J+J:J+J:0:4
D) J+J)+J7+ +./+./:4

E) J"‘ J =2+1=3
F) 0+J) :4+%: :4%
& d+d+d = +l4l=Sogl

Y 1 1 1 2+16+1+8 27 11
H) ﬁ+$+ﬁ+ == +]l+—F == —=1=
8 16 2 16 16 16

Observando os célculos vemos que apareceram numeros mistos, no exemplo “f” o 4
SN - 1 o=
representa um compasso quaternario inteiro, logo - representa apenas uma parcela do proximo

€compasso.
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Assim para 0s outros exemplos onde ndo obtemos o valor 4, necessitam que 0 compasso
seja preenchido, até a soma dos termos ser igual a 4. Os exemplos A, B, C, D, mostram equi-
valéncias nos tempos das figuras e formas de escrita para se obter 4 tempos, enquanto 0s exem-
plos E, F, G, H, mostram que ainda é necessario completar o compasso.

No pentagrama abaixo cada letra do exercicio acima corresponde a um compasso, ob-

serve a escrita dos 4 primeiros compassos (A, B, C, D) e preencha o restante (E, F, G, H)

A B C
0 _ _ : : : :
S = F g ===
S .
4 D E 9 F ? ?2 2
N
. d— o—o e — e e o y,
[ £ W T & Y N | |
SV m— . !
Y,
, G 9 H ?
A
|74
s
A\SV
o

Como ja comentado o teor de dificuldade pode ser elevado de acordo com o nivel es-

colar, assim € possivel confeccionar os exercicios de forma a serem mais desafiadores.

Descontracéo:

Para tornar a soma de fracdo e a escrita de compasso mais palpavel, faremos um exer-
cicio de solfejo para dar som e tempo as figuras. Para essa dindmica sera necessario que al-
gum participante da atividade assuma o papel de maestro e realize a contagem do compasso.

Quaternario
2 4-\ 3
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Sugere-se a pauta do “Parabéns a vocé€”, pois a mesma tem tempos bem acessiveis de
serem expressados para essa atividade. A partitura deve ser apresentada sem nome, para que
os alunos através do solfejo tenham condic6es de realizar a conexdo do seu solfejo com a me-

lodia em questé&o.

Figura 18 — Partitura do Parabéns

FParabéns pra Vocé

EEEEE=E RS s R aaes s

FONTE: POLIFONO (2020)

3.2. Atividade 2

» Tempo estimado: 4 hs/aula

3.2.1. Construindo gréficos com o tempo das figuras musicais

A dindmica dessa atividade € construir graficos relativos ao tempo de duracdo das fi-
guras musicais, e compreender que no caso da tabela onde foram apresentadas as figuras, a
figura semibreve de 4 tempos corresponde a 1 inteiro dada a sua relagdo com o0 compasso qua-

ternario.

Para a construcdo dos graficos sugere-se a utilizagdo de régua e compasso. Assim 0
aluno comeca a se familiarizar com essas ferramentas, que serdo de extrema importancia para

o desenvolvimento da Atividade 3.
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Grafico de barras
Exemplo:

Com régua e compasso devemos efetuar a divisdo do inteiro, para tanto, devemos in-

troduzir alguns conceitos geométricos, como mediatriz e ponto medio.
Observe que para obter a minima devemos dividir a semibreve em duas partes iguais.

Para obter a seminima devemos dividir a minima em duas partes iguais, ou dividir a
semibreve em quatro partes iguais, e assim é possivel estabelecer outras relacdes, o interessante

é que o aluno perceba essas correspondéncias.

O gréfico 1 mostra os resultados esperados para essa primeira construcao.

Gréafico 1 -Tempo das figuras representadas como parte de inteiros

Semibreve 1

Minima 1/2

Seminima 1/4
Colcheia =———rsm— /8
Semicolcheia 1/16
Fusa == 1/32
Semifusa = 1/64

0 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 1

FONTE: Elaborado pelo autor

Dada a construcdo, pode-se propor novamente algumas operacoes, afim de representa-
rem um grafico com os resultados, tornando visivel a proporcao de qual fracdo é maior ou

menor.
Exemplo:

Utilizando o grafico 1, calcule e represente graficamente os resultados obtidos:
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) rd=liloz_3
I

1
16 16 16

D ﬁ ﬁ 1 1 1 4+1+2 7
C) +d+d=-+—+—= =—
8 32 16

32 32

Gréfico 2 — Frages resultantes

d I 18

c 7/32

b 5/32

» I /16

0 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 1

FONTE: Elaborado pelo autor

Observe que, para a construcao do grafico devemos fazer a conexdo da figura semibreve
(4 tempos) como 1 inteiro, definido isso, basta que na letra “a” efetuemos a divisdo do inteiro
em 16 partes iguais, ao qual utilizaremos apenas 3 partes no gréafico.

Para “b” e “c”, dividiremos o inteiro em 32 partes iguais, ao qual utilizaremos para “b”
5 partes, e para “c”7 partes.

Para “d”, basta dividir o inteiro em 8 partes iguais e utilizar apenas uma parte no gréafico.
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Gréfico de pizza

Com a mesma logica do gréafico de barras, iremos construir graficos de pizza, para tanto,

iremos utilizar conceitos geomeétricos, que devem ser desenvolvidos com a participacdo dos

alunos.

O professor introduz a ideia de didmetro, raio, divisdo de segmento, e prop6e aos alunos

que, esbocem ideias de como dividir o circulo em mdltiplos de 2, repare que ao tracarmos um

segmento de reta, e em algum ponto desse segmento tragcamos um circulo, ja obtemos a diviséo

do circulo em duas partes iguais. O objetivo € dividir o circulo em 64 partes iguais, e assim

desafiar os alunos a efetivar o conceito de equivaléncia de tempo.

As divisOes abaixo representam:

Tempo das figuras representada como parte de inteiros no circulo

1 parte

B Semibreve 4 tempos - 1 inteiro

4 partes

= Seminima 1 tempo - 1/4 inteiro

16 partes

Semicolcheia 1/4 tempo - 1/16 inteiro

2 partes

Minima 2 tempos - 1/2 inteiro

8 partes

m Colcheia 1/2 tempo - 1/8 inteiro

N

>

32 partes

M Fusa 1/8 tempo - 1/32 inteiro

e,
U~
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64 partes

m Semifusa 1/16 tempo - 1/64 inteiro

Exemplo:

Represente a sequéncia de figuras musicais no grafico de pizza, destacando cada figura
com uma cor diferente, e especifique as relativas partes do inteiro.

Exemplo construido com os alunos.

3ddd

Representando o tempo como parte de inteiro

® Minima = Seminima Colcheia Semicolcheia Sobra

O objetivo da atividade acima é montar estratégias para representar todas as figuras no
gréfico, percebendo as equivaléncias entre 0s tempos, pois para montar esse grafico podemos
primeiro dividi-lo em 16 partes iguais, pois a semicolcheia pode ser expressada 16 vezes dentro

de uma semibreve, que equivale ao nosso inteiro, e assim podemos fazer as seguintes relagdes.
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Represente no grafico as seguintes somas, utilize a Tabela 13 — Tempo das figuras para

realizar a soma, depois faca a conversao e represente no grafico como partes do inteiro.
J) ﬁ 1,1_2+41_3
a) =+- =-
2 4- 4

3 ~
Repare que temos - de tempo, logo temos que fazer a conversdo para representar no
grafico, procederemos com regra de 3 simples para efetuar a conversao.

Se 4 tempos equivalem a 1 inteiro, 2 de tempo equivale a quantas partes do inteiro?

. 3 3
— X, assim, X == 1"
4

S lw

Representacdo da soma "a"

3/16

13/16

Soma Sobra

4+1 5

b)ﬁﬁ%

Se 4 tempos equivale a 1 inteiro, g de tempo equivale a quantas partes do inteiro?

GJIH

®|u

. 5 5 1
— X, assim, X=g=-.-= —
Z 8 4
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Representagao da soma "b"
5/32

27/32

Soma Sobra

O objetivo da atividade acima é fazer com que os alunos busquem estratégias para fazer
a conversao, a estratégia utilizada para efetuar a conversdo foi a regra de 3. Espera-se que 0S

alunos articulem teorias para chegar ao resultado, e percebam que estamos trabalhando com

, . 1 f .
numeros mistos, e que a cada soma resultante em 1 teremos 1 do inteiro.
1 T3¢ L) : 5
Outra maneira para se obter o resultado da letra “b” seria pensar, como representar s

1 4 13 ~ 13 2 b b H
dentro de 5 - O grafico “representagdo da soma b*”, logo abaixo, mostra a ideia de se pensar

dessa maneira.

Representacdo da soma "b*"

DOSoma @ Bsobra

. e g , . . 1 , . e g
Basta dividirmos o circulo em 4 partes iguais, tomamos " do circulo e dividimos em 8

partes, e assim tomamos 5 partes das 8, logo a divisdo simétrica do circulo sera em 32 partes

iguais, ja que uma das 4 partes foi dividida em 8 partes, as outras partes seguem a mesma

divisdo, no todo tomamos 5 partes de 32 partes, que podemos representar por % é fundamental

~ 5 1 . . 5
que se faca a relacao 5 de 2 € equivalente a P de 1.
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Para tornar a compreensdo das equivaléncias mais efetivas, sugere-se uma partitura
onde se torna visivel que 4 tempos equivalem a 1 inteiro, ou seja, 1 compasso.
Observando a partitura represente cada compasso em um grafico de pizza ou de barra,

ou alternados:
.F

(SE

wl

e
e
"l
wul
g1
wul
ik,
A
L 18
wl
=
wl
™

1° compasso: no primeiro compasso temos 3 pausas de 1 tempo e 2 colcheias que juntas

. 3 T
ocupam 1 tempo, sendo assim, as pausas ocupam 3 tempos do compasso e 3 do grafico, en-

. 1 , g
quanto as colcheias apenas 1 tempo do compasso e " do grafico.

1° compasso

® Pausa de minima = Colcheia

3.3. Atividade 3

» Tempo estimado: 4 hs/aula

O propdsito da atividade é desenvolver o pensamento de fragdes como partes do in-

teiro, utilizando geometria para construcéo das fracoes.

A atividade pratica consiste na construcédo da flauta pa seguindo os principios utilizados

por Pitagoras na construgdo do monocordio, a atividade pode ser explorada em qualquer etapa
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do ensino basico, bastando apenas alterar o0 método, aumentando ou diminuindo a dificuldade

da construcdo.

Seguindo a ideia do ciclo das quintas desenvolvidos por Pitagoras, os alunos irdo fazer

as devidas operacdes afim de encontrar os mesmos resultados da “Escala Diatonica Pitagérica”.

Nessa construcdo € possivel explorar a multiplicacdo e divisdo de fragdes, vale lembrar que

essa construcdo exige que fagcamos ajustes de oitava, para que todas as fracGes encontradas

. . ;. . . ~ - 1
sejam compreendidas entre uma Unica oitava, ou seja, as frac0es de estar no intervalo [5, 1].

Os resultados esperados estdo contemplados na tabela abaixo.

Tabela 14 - Fragdes do comprimento (atividade)

D6 Ré Mi Fa Sol La Si D6

10 20 30 40 50 60 70 80

1 8 64 3 2 16 128 1
9 81 3 27 243 2

FONTE: Elaborado pelo autor

Apos os calculados serem realizados e a tabela devidamente ajustada, partiremos de

fato para a prética, com a finalidade de construir um instrumento musical, que estara afinado

de acordo com a escala pitagérica.

Na abordagem desse trabalho, a construcdo se dard com a utilizacdo de régua e com-

passo, a fim de desenhar um gabarito, que servira de referéncia para os tamanhos dos tubos que

constituirdo o corpo da flauta.

Materiais necessarios:

e Lapis, lapiseira, caneta

e Compasso
e Régua graduada

e Cartolina
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e Tesoura
o Fita dupla face, fita adesiva, cola de plastico

e 1 metro linear de tubo pvc (para construcdo com altura maxima de 9 cm)

Passo a passo da construcao:

Observando a tabela 2, temos que para construirmos a nota Si, devemos dividir o inteiro
em 243 partes iguais, dessas partes faremos uso de 128, a fim de minimizar esse trabalho e

trabalharmos com fragdes menores destacamos a seguinte sequéncia de construcao.
Passo 1

e Desenhar um retangulo vertical com altura de 15cm e largura igual ao didmetro do tubo
que for utilizar (sugere-se para o diametro do tubo, 12mm < @ < 25mm.

e Partindo da altura do retdngulo com altura 9 cm que chamaremos hipoteticamente de
D6, construiremos as notas Ré, Fa, Sol e D6,.

e Para construir o Ré utilizaremos a divisdo em n partes iguais, para dividir o retangulo
em 9 partes iguais, ao qual tomaremos 8 partes para a altura do tubo.

e Para construir o Fa utilizaremos o conceito de mediatriz, ponto médio para dividir o
retdngulo em 4 partes iguais, ao qual tomaremos 3 partes para a altura do tubo.

e Para construir o Sol utilizaremos a divisdo em n partes iguais para dividir o retangulo
em 3 partes iguais, ao qual tomaremos 2 partes para a altura do tubo

e Para construir o D6, utilizaremos o conceito de mediatriz, ponto médio para dividir o

tubo em 2 partes iguais, ao qual tomaremos 1 parte para a altura do tubo.
Passo 2

e Tomaremos o retangulo correspondente a nota Ré para construirmos a nota Mi e La.

e Para construir a nota Mi utilizaremos a divisdo em n partes iguais, para dividir o retan-
gulo e 9 partes iguais, ao qual tomaremos 8 partes para a altura do tubo.

e Para construir a nota La utilizaremos a divisdo em n partes iguais, para dividir o retan-

gulo em 3 partes iguais, ao qual tomaremos 2 partes para a altura do tubo.
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Passo 3

e Tomaremos o retangulo correspondente a nota Mi para construirmos a nota Si.
e Para construir a nota Si utilizaremos a divisdo em n partes iguais, para dividir o retan-

gulo em 3 partes, ao qual tomaremos 2 partes para a altura do tubo.
Passo 4

e Cortar os tubos conforme as alturas encontradas no gabarito.
e Tampar uma das extremidades do tubo

e Colar um tubo no outro ordenando de maior a menor.

O resultado esperado esta contemplado na figura abaixo.

Figura 19 — Flauta Pa

Fonte: EXPLICATORIUM (2008)

» Observacéo
Ressaltamos que essa construgdo ndo corresponde de fato ao nome das notas, é apenas
uma ilustragdo de como construir um instrumento musical, para se atingir as tonalidades exe-
cutadas em um piano por exemplo, devemos considerar um tamanho qualquer para a primeira
nota, assim com a ajuda de um diapasao, podemos identificar a nota que temos, assim podemos
efetuar céalculos e fazer as devidas conversdes, para se obter o som desejado, outros fatores que

podem mudar o0 som obtido na sala de aula s&o, o diametro do tubo, a altura do tubo.
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3.4. Atividade 4

» Tempo estimado: 4hs/aula

Para essa atividade, sugerimos uma explanacéo pratica para abordar o conceito de Pro-
gressdo Geomeétrica, tal conceito se torna evidente na construcdo do ciclo das quintas e no
intervalo de oitava que aparecem na construgdo da escala pitagorica, bem como na construcao
da escala temperada.

Para essa abordagem seria muito relevante ter um piano elétrico em sala de aula como

mostra a_Figura 5 — llustracdo do ciclo das quintas em sete oitavas, afim de mostrar a cons-

trucédo ao longo das oitavas, e assim abordar o conceito de P.G., visto que no ciclo de quintas
~ 2 - . ~ 1

temos uma P.G. de razéo 5 no intervalo de oitava temos razéo > ena escala temperada temos

razéo '3/2.

As fragbes do comprimento podem ser estudadas no braco de um violdo como mostra

a Figura 4 — llustracdo dos resultados Pitagoricos, para esse estudo podemos abordar ferra-

mentas como, régua e compasso, ou entdo uma fita métrica para conferir no instrumento o
resultado dos célculos, proporcionando aos estudantes a afericdo real dos célculos, tornando
significativa a sua participacéo na atividade.

Pode-se abordar o conceito de logaritmo, para determinar razdes irracionais da progres-

s&0 geométrica, como acontece com a razdo da P.G. igual a '3/2, como mostra 2.5.6 Caracte-

ristica e Mantissa, necessario para a construcao da escala temperada, assim podemos proble-

matizar pedindo que os alunos construam uma escala com um sistema de intervalo diferente
das escalas mostradas nesse trabalho, dessa forma, apropriando-se das propriedades dos loga-
ritmos e desenvolvendo o raciocinio l6gico-matematico a partir da situacdo-problema, para

encontrar a solucdo do problema criado pelos préprios alunos.

3.5. Atividade 5

» Tempo estimado: 4hs/aula

Sugestdo de exercicios:
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a)

b)

d)

Levando em considerag&o a construcdo da escala pitagérica Tabela 2 - Fracdes do com-

primento associado as notas musicais, 2.3.2Ajuste de oitava , e convencionados:

’ 2 . . . .
D6 =1, Sol = > compreendidos na primeira oitava, queremos saber:
~ 1 . f , .
A fragéo 5 corresponde a qual nota musical? Em qual oitava ela esta compreendida?

Resposta: A fracdo % corresponde a nota Ré, estd compreendida na quarta oitava.

~ 32 N . .
E a fracéo o corresponde a qual nota musical? Qual oitava?

~ - 64
Resposta: Essa fragdo corresponde a nota Mi, repare que s = — .= = — = =, e as-

2

sim podemos dizer que ela faz parte da segunda oitava.

Levando e consideracdo a escala temperada, temos que, para a construcao do brago de
um violdo, é necessario fazer divisdes no mesmo, sabendo que o intervalo de frequéncia

é inversamente proporcional ao comprimento de corda, e ainda que a frequéncia pode

n
ser expressada por f,, = '3/2", ou ainda, f, = 21z, calcule:
Suponha que esse violdo tenha comprimento de corda igual a 900mm, qual seré a po-
sicdo das primeiras 3 casas do violao?

Resposta: Repare que, para encontrarmos o tamanho da primeira casa temos que:

900
¢; =900 — —— = 50,5mm

212
Agora que sabemos o tamanho da primeira casa, basta que facamos

1

C; = — = 47,67mm
212
E assim:
C2
c3 = — = 45,00mm
212

Encontre o comprimento de corda correspondente a 12 casas?

Resposta: Para esse questionamento basta que:

900 _ 900
212
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Repare que o comprimento encontrado é a metade do tamanho original da corda, e isso
nos diz que, concluimos um intervalo de oitava, ou seja, nessa casa acontecera a repeticdo da

corda solta, porém mais aguda, em outras palavras, com o dobro da frequéncia.

e) Nos dias de hoje a frequéncia das notas musicais € medida em Hertz (Hz), foi conven-
cionado que a nota La vibra na frequéncia de 440 Hz, isso significa dizer que a nota La
vibra 440 vezes por segundo.

Conhecendo a razdo intervalar de frequéncia da escala temperada.
fo = ¥2T = 27 = 1,059.
E ainda, para calcular qualquer intervalo temos, f, = '3/2m = 1,059™.
Como podemos obter a frequéncia da primeira nota D6 que vem depois da nota L& (440
Hz)?
Resposta: Repare que a nota D¢ esta a 3 semitons de distancia nota L4, assim temos:
La.'}/2" = 440 .'Y/20 = 440 . 1,059° = 440 Hz

Logo para encontrarmos a frequéncia da nota Do, basta que:

440 .'3/23 = 440.1,0593 = 522,56 Hz

f) E para a nota Sol que antecede a Nota 18?

Resposta: Temos que a nota Sol estd 2 semitons abaixo da nota L4, assim:

440 ."3/2-2 = 440 21—5 _ 4o 440
. = . = = 2
»& 1,059

Outra maneira seria calcular a nota Sol como 10 semitons acima do L4, entdo:

= 391,99 Hz

10
440 ."3/210 = 440 .212 = 440.1,0591° = 783,99 Hz

Fazendo o ajuste de oitava 2.3.2 Ajuste de oitava, temos: @ = 391,99 Hz, ob-

serve que dividimos por 2, pois queremos a nota Sol anterior a nota La.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

A proposta do trabalho é, mostrar da forma mais aberta possivel, as contribuicdes da
matematica para com a construcdo e formalizacdo da escala musical, consideramos muito sa-
tisfatorio o resultado da pesquisa, visto que conseguimos argumentos praticos que justificam
essas construcdes, buscamos mostrar que a matematica ndo acontece com um passe de magica,
e ainda mostrar que a formalizacdo matematica que temos hoje, muitas vezes ndo compreendi-
das, visto que, na maioria das vezes apenas aplicamos formulas e algoritmos, podem ser cons-
truidas, trazendo significado as formalizacoes.

Tentamos em todo o desenvolvimento do trabalho mostrar o porqué que as coisas fun-
cionam, de forma pratica e objetiva, ilustramos um pouco da matematica implicita na masica,
com calculos aplicaveis que em nossa perspectiva, remontam um pouco do trabalho dos ilustres
matematicos abordados durante nossa escrita. De toda a forma, entendemos que 0s recursos
disponiveis atualmente, poupam significativamente o que tentamos mostrar, mas o desafio de
tentar reproduzir os argumentos, o desafio de tentar se colocar ante ao problema em seu cenario
original, é extremamente gratificante.

Avaliamos essa investigagdo como muito produtiva, percorrer 0s caminhos que a ma-
tematica trilhou, foi além de nossas expectativas, tivemos um grande aprendizado, obviamente
muitas davidas também, mas acima de tudo, nos sentimos satisfeitos com o que encontramos,
e motivados a ir buscar muita mais.

Com as sugestdes de atividade, esperamos que 0s participantes se sintam desafiados, e
acima de tudo, que a proposta seja significativa, enxergamos que € possivel abordar matematica
e musica em sala de aula, trazendo contextualizacéo histérica, reproduzindo experiéncias, se
colocando no cenério original, tentando realmente fazer a coisa acontecer.

Entendemos ao longo desse trabalho que o desafio € um dos maiores motivadores, bus-
camos ainda, tornar visual, sonoro, palpavel e aplicavel os conceitos abordados, trazendo co-
nexdes das figuras musicais com graficos, relacdo de fragdo com unidade de tempo, com uni-
dade de medida, sugerimos a constru¢do de um instrumento musical, onde sera necessario abor-
dar conceitos de geometria plana, bem como nos graficos, relacionamos as escalas musicais e
sua construcdo a progressdes geomeétricas, onde ainda existe muito material a ser trabalhado.

Dessa forma, destacamos ainda a possibilidade do uso de tecnologias digitais, visto que

existem aplicativos que possibilitam afinar instrumentos musicais, dessa maneira, é possivel

77



associar a construcéo feita em sala de aula e ainda aferir com o aplicativo o resultado, existem
também aplicativos de escrita musical que podem ser inseridos a proposta, bem como a utili-
zacdo do Geogebra, a fim de representar os graficos da relagdo inversa entre comprimento de
corda e frequéncia.

Como resultado espera-se que o0s alunos se motivem com as propostas, desenvolvam as
habilidades necessarias para construcao e internalizem os conceitos propostos durante a expla-
nacao da construcao da escala pitagorica, escala temperada e da construcdo da atividade pratica.

Para além disso, espera-se que os alunos tenham curiosidade de construir outros instru-
mentos, ou até mesmo, buscar a afinacdo na construcao da flauta pa, seguindo os procedimentos
da construcdo.

Dessa maneira, espera-se também mostrar a presenca da matematica em nossas vidas,
e a qudo bela e interessante ela ¢, saindo da rotina da aplicacdo de férmulas e contas, trazendo
uma proposta descontraida de fazer matematica e musica, e assim encerramos nosso trabalho,

extremamente motivados para continuar.
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