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Este trabalho ¢é dedicado aos professores de Ensino Bdsico que possuam alunos que

buscam avancar nos estudos de matemdtica.



“Nao vos amoldeis as estruturas deste mundo,

mas transformai-vos pela renovagcao da mente,

a fim de distinguir qual é a vontade de Deus:

0 que € bom, o que Lhe € agraddvel, o que € perfeito.
(Biblia Sagrada, Romanos 12, 2)



Resumo

O presente trabalho tem por objetivo apresentar uma proposta para trabalhar os
conceitos de fungoes trigonométricas seno e cosseno e suas propriedades no ensino
médio. A motivacao para a escolha do tema esta relacionada com a importancia do
estudo de fungoes trigonométricas em conceitos mais gerais, como o de séries de
Fourier que, por sua vez, aparecem no estudo da equacao do calor. Na atividade
pretendemos resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos
periddicos reais, afim de contemplar um dos parametros da BNCC. Em conjunto,
iremos fazer uso do software GeoGebra, o qual pode trazer uma contribuicao
significativa na aprendizagem nao apenas desse contetdo, mas também em todo

periodo de vida escolar dos estudantes.

Palavras-chave: funcgoes trigonométricas; GeoGebra; ensino médio; séries de

Fourier; equagao do calor.



Lista de simbolos

N Conjunto dos niimeros naturais sem o zero
/A Conjunto dos niimeros nao negativos
Cl(—1,1)] Espago das fungoes continuamente diferencidveis (respectiva-

mente continuas) em [—[,] (p.26)

SC[(—I,1)] Espago das fungoes reais seccionalmente continuas em [, —I] (p.
27)

SCper(21) Espago das fungoes reais seccionalmente continuas periodicas de
periodo 2{ (p. 31)

Cher(21) Espaco das fungoes reais continuas periédicas de periodo 21 (p.
31)

Lt Espago das fungoes absolutamente integraveis (p. 52)

) Espago de Schwartz (p. 57)

CZ(R) Espaco das func¢oes que néo infinitas vezes continuamente dife-

renciaveis (respectivamente continuas) de R para C (p. 61)
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1 Introducao

A equacao do calor esta entre os topicos mais importantes no estudo de
Equacoes Diferenciais Parciais. Essa equagao esta relacionada com ao menos
dois problemas do milénio. O primeiro é o problema de Navier-Stokes, em que o
escoamento incompressivel de fluidos newtonianos relaciona a difusao do impulso e
a equacao do calor. O segundo problema do milénio que se envolve com a equagao
do calor pelas técnicas usadas para encontrar a solucao ¢ a conjectura de Poincaré
que, em 1964, foi introduzido uma variante da equacao do calor inspirando a
introdugao do fluxo de Ricci por Richard Hamilton em 1982 e culminando na prova

da conjectura de Poincaré por Grigori Perelman.

A teoria da equagao do calor foi desenvolvida incialmente por Joseph Fourier
(1768-1830) em 1822 para modelar como uma quantidade -como o calor- se propaga
por uma barra, chapa e solidos metalicos. Fourier no tratado Théorie analytique
de la chaleur, utiliza séries de Fourier para solucionar a equacao do calor. A série
de Fourier é uma série trigonométrica usada para representar funcoes infinitas
e periddicas complexas na forma de fungoes trigonométricas simples de senos e

COSsenos.

Tendo em vista a importancia do estudo da série de Fourier, nesse trabalho
daremos destaque as fungoes trigonométricas seno e cosseno. Veremos o conceito de
fungoes periodicas e também algumas propriedades como a de amplitude, frequéncia
e translacao. Exploraremos os conceitos de fungdes pares e impares e verificaremos
esse conceito para as fungoes seno e cosseno. Assim como analisaremos o contexto
de fenémeno periddico real para apresentar uma proposta de ensino de funcoes
trigonométricas. Além disso, com o objetivo de introduzir o conceito de somas
de funcoes aos estudantes, faremos somas de senos e cossenos. Para embasar
teoricamente o trabalho, estudaremos alguns tépicos avancados: os coeficientes
de Fourier, as convergéncias pontual e uniforme da série de Fourier, o problema
da barra infinita, a transformada de Fourier, o espago de Schwartz, a operacao

convolugao e a solucao para o problema de equagao do calor nao homogéneo.
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O presente trabalho justifica-se, visto que pretende contribuir com uma
pesquisa que possa ampliar o entendimento da importancia de introduzir conceitos
avancados de matematica e uso do GeoGebra no ensino médio, além de proporcio-
nar material aos professores que possuem alunos que buscam construir conceitos
avancados de matematica. Sua relevancia estd na medida que se mostra que o
estudo de somas de fungoes estd ao alcance de alunos desse nivel de ensino que

possuem uma facilidade de interagao com tecnologia digital.
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2 Revisao Bibliografica

A area de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) consiste em equagoes que
envolvem derivadas parciais de uma fungao multivariavel a qual é muito importante

na matematica. De fato, Farlow (1993) afirma que:

A maioria das leis naturais da fisica, como as equagioes de
Mazwell, a lei de resfriamento de Newton, as equagoes de Navier-
Stokes, as equagoes de movimento de Newton e a equag¢io de
Schrodinger da mecinica quantica, sio declaradas (ou podem
ser) em termos de EDPs, isto €, essas leis descrevem fendmenos
fisicos relacionando derivadas de espaco e tempo.

Dentre as principais equagoes diferenciais parciais estao: a equacao de
Laplace; a equagao de Poisson; a equacao da onda e a equacao do calor cuja
aplicacdo se estende em diversas areas de pesquisas. Como uma das soluc¢oes
de equagao do calor envolve séries de Fourier, abordaremos aqui algumas das
aplicacoes para evidenciar sua importancia. Os novos modelos matematicos para
analisar as previsoes ou as anomalias de temperatura na superficie da Terra sao
realizadas usando equacao da difusdo de temperatura, em que a equacao de difusao
é uma versao mais geral da equagao do calor (ALVEZ, 2003). Na quimica, estd
relacionada com o estudo de processos de difusao quimica (TORT, 2013). Na
estatistica, a equagao de difusdo é aplicada no movimento browniano (SALINAS,
2005). Hoje, sabemos que a idade da Terra é de aproximadamente 4,5 bilhoes
de anos e isso foi descoberto com o auxilio da radioatividade, mas Lord Kelvin
foi um dos primeiros a estimar a idade da Terra utilizando a equacao do calor
unidimensional impondo condigoes iniciais segundo o texto Transferéncias de
Massas. Na teoria de probabilidade, a equacao do calor é relacionada ao estudo de
passeios aleatérios e movimento browniano pelas equacoes de Fokker-Planck. Ja na
matematica financeira, a equagao de Black-Scholes é uma variante da equacao do
calor. Além dessas aplicacoes, a equacao do calor estd sendo utilizada na industria
de petréleo em consonéncia com sistema de EDP’s nao-lineares que representam o
escoamento bifasico de agua e 6leo (DA FONSECA, 2020).
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Como queremos trabalhar com série de Fourier, é necessario que tenhamos

algum conhecimento a respeito disso, como vemos no livro Farlow (1993):

A importincia da série de Fourier na teoria EDP é que fungoes

periddicas f(x) definidas em (—o00,+00) ou fungoes definidas
em intervalo finito podem ser representadas por séries infinitas
de senos e cossenos, e desta forma, os problemas podem ser
resolvidos de maneira mais simples.

Logo, podemos perceber que o conhecimento basico de séries de Fourier é
plausivel tendo em vista sua importancia na matemética. Isso nao significa que se
deve trabalhar com conceitos avangados; pelo contrario, o processo de ensino para
séries de Fourier leva em consideracao que o aluno estd no ensino basico. Assim,
a fim de contemplar que o estudante tenha contato com contetido avancado da
matematica, iremos somar algumas fungoes para que se tenha uma nocao inicial da

possibilidade de somar infinitas fungoes, criando uma base para o Ensino Superior.

As pesquisas feitas nos ultimos anos na linha de estudo de assuntos da
universidade no ensino médio convergem, em sua maioria, para a introducao de
conhecimentos do ensino superior no ensino médio. No entanto, trata-se de inserir
esses conceitos com nogoes basicas de seus conceitos fundamentais e nao da forma

que é trabalhado na educacao superior.

Seria muito mais proveitoso que todo o tempo que hoje se gasta,
no 22 grau, ensinando formalismo e longa terminologia sobre
fungoes, que todo esse tempo fosse utilizado com o ensino das
nocoes basicas do Calculo e suas aplicagdes. Entao, ao longo desse
desenvolvimento, o ensino das fungoes seria feito no contexto
apropriado, de maneira espontanea, progressiva e proveitosa
(AVILA, 1991, apud GUIMARAES, 2019, p. 14).

Com isso, podemos perceber o quanto o dominio de conceitos do ensino
basico se faz necessario para gerar uma boa base para o avanco nos estudos em
matematica. Sendo assim, precisamos buscar outras possibilidades para o ensino
de funcgoes trigonométricas de modo que motive os alunos, ja que é evidenciado
por Rezende (2003, p. 18) que:

Na tentativa de amenizar a situacdo catastréfica dos resulta-
dos de Célculo, alguns professores de Célculo, conscientes da
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deficiente formagao matemética dos seus alunos, tém procurado
evitar os sintomas de “base” no processo de avaliagao; isto é,
procuram evitar manipulagoes algébricas exacerbadas, relagoes
trigonométricas pouco conhecidas ou usadas pelos estudantes
ete.

Esses muitos alunos que reprovam em Célculo sofrem por ter uma enorme

diferenca do que é visto em matematica no ensino basico e no ensino superior. Logo,

faz-se necessario olhar novos horizontes para o ensino de fungoes trigonométricas.
Na BNCC diz que se deve desenvolver a habilidade de:

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos
que envolvem fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases
da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas re-
presentacoes com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano,
com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria (2018,
p. 536).

Usarmos situagoes cotidianas para motivar o ensino das funcgoes seno e

cosseno gera sentido ao que esta sendo construido. Assim, podemos motivar o
ensino de propriedades de senos e cossenos com séries de Fourier, haja vista que a

BNCC afirma que:

No Ensino Médio, na area de Matematica e suas Tecnologias,
os estudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos
na etapa anterior e agregar novos, ampliando o leque de recur-
sos para resolver problemas mais complexos, que exijam maior
reflexdo e abstragdo. Também devem construir uma visao mais
integrada da Matemaética, da Matematica com outras areas do
conhecimento e da aplicacdo da Matemética a realidade (2018,
p. 471).

Acreditamos que o ensino de assuntos avancados de matematica nao seja de

maneira aprofundada, mas de maneira acessivel ao aluno do ensino médio. Para

enfatizar a forma de inserir contetidos avancados no ensino médio temos a seguinte

afirmacao:

Nao propomos inserir Calculo Diferencial e Integral no Ensino
Médio em sua completude e sim ambientar os estudantes a
interagirem de modo dinamico com ideias que tém o intuito de
desenvolver aptidoes para uma melhor compreensao dos conceitos
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abordados no estudo dos limites, derivadas e integral. Propomos
um estudo livre de formalizacoes e muito mais pratico, algo que
fuja das técnicas e priorize a reflexdo dos conceitos por parte dos
alunos, familiarizando-os com novas simbologias e que desperte
a curiosidade nas indmeras aplicagoes dessa disciplina (J UNIOR,
2014, p. 2 apud GUIMARAES, 2019, p. 14).

O aplicativo que escolhemos usar para visualizagao do gréafico das fungoes
e para algumas construgoes das propriedades foi o GeoGebra , visto que além do
incentivo da BNCC no uso de aplicativos de algebra e geometria no ensino de
funcoes seno e cosseno, notamos que ha bastante pesquisa favoravel ao GeoGebra

no ensino de matematica. Como vemos em Abar e Alencar (2013, p. 364) em que:

verificou-se que a caracteristica dindmica do software GeoGebra
colaborou para a ocorréncia da instrumentacao, uma vez que,
ao manipular as potencialidades do software, os professores
condicionaram suas agdes para responder aos questionamentos
realizados.

Vale ressaltar que, em geral, espera-se que os estudantes nao possuam
grandes dificuldades com o uso de aplicativos por emergirem do digital. Além disso,
h& uma vantagem na utilizagdo desse software por permitir que o aluno navegue
num ambiente com alguma semelhanca ao trabalho que se faz na pesquisa em

matematica. De acordo com Gravina e Santarosa (1998, p. 2):

Na pesquisa matematica, o conhecimento é construido a partir de
muita investigacao e exploragao, e a formalizacao é simplesmente
o coroamento deste trabalho, que culmina na escrita formal e
organizada dos resultados obtidos! O processo de aprendizagem
deveria ser similar a este, diferindo essencialmente quanto ao
grau de conhecimento ja adquirido.

Dada uma introducao e nosso referencial, no préximo capitulo falaremos
sobre a Série de Fourier para apos apresentarmos uma proposta de ensino sobre
funcoes trigonométricas motivados por séries de Fourier. Vale ressaltar que as

defini¢oes e resultados presentes neste trabalho sao, em sua maioria, do livro da
I6rio (2007).
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3 Série de Fourier

A ideia de Séries de Fourier é escrever uma func¢ao como um somatorio de
combinagoes de fungoes trigonométricas. Esta ideia surgiu naturalmente advindo de
um problema do comeco do século XIX de condugao do calor vindo de um contexto
de Revolucao Industrial e novas tecnologias em que o problema de dissipacao de
calor era relevante, mas pouco conhecido. Jean Baptiste Joseph Fourier estudou
nessa direcao resolvendo o seguinte problema: numa barra coloca-se temperaturas
nas extremidades conhecidas e analisa como que evolui a temperatura ao longo
da barra inteira. Como o modelo real do problema ¢ sofisticado, o que se faz
é comegar com casos bem simplificados. Fourier precisou fazer muitas hipoteses
simplificadoras para conseguir resolver e, apds isso, ir introduzindo os complicadores
até chegar na solucao do problema real. A primeira hipétese simplificadora é a
barra isolada lateralmente, isto é, s6 havia conducao de calor nas extremidades.
O comprimento da barra iniciamos dizendo que é m apenas porque sabemos que
aparecerao senos e cossenos. E dada uma informacdo de que a temperatura da
barra numa extremidade é u(m,t) e na outra u(0,t) e que a distribuigdo inicial é
f(z,0). Af procura-se encontrar a fungao u(z,t) que é a temperatura no ponto de

abscissa z no instante t.

A equacao que rege a equacao do calor é um problema de fisica que diz
como se da a transmissao de calor numa vizinhanga. Fourier analisa esse problema

e monta a chamada Equacao do Calor:

ou 9%u

A equacao do calor estd relacionada em diversos problemas de difusao, até

mesmo no modelo de Black-Scholes para precificacao de artigos financeiros.

Com aquelas hipoteses simplificadoras que comentamos anteriormente, fica-
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mos com o seguinte problema:

ou_ u
ot ox?
u(0,t) = u(m,t) = 0;

u(z,0) = f(x);

veremos que surgirda a pergunta: quando que f se relaciona com as fungoes trigono-
métricas?

Fourier usou a técnica de separacao de varidveis, isto é, existe uma u(z,t)
da forma u(z,t) = X (x)T(t)? Supondo que existe solu¢do para a equagao do calor

com essa técnica, podemos escrever:

ou ,
a2u "

Logo a equagao do calor (3.1) fica da seguinte forma:

() _ X'(2)
KT8  X(2)

X(2)T'(t) = kX" (2)T(t) = (3.2)
A primeira conclusao é que as fungoes X e T sao constantes. Isso vem
da sutil observagao que se tomarmos uma fun¢ao g que depende apenas de uma
variavel x e outra fungao h que depende apenas de uma variavel y sendo as duas
fungoes iguais, entao elas sdo constantes. De fato, se fixarmos uma variavel g(x),
veremos que a outra funcao é constante por ter sempre o mesmo valor, ja que
g(xo) = h(y1) = h(y2) = h(ys). Agora, se fixamos um g, e variamos o x obtemos
h(yo) = g(x1) = g(z2) = g(x3), como h possui o mesmo valor, ela também ¢é
constante. Assim, segue que:
() _ X"(x)

W) - X(o) (3:3)

onde k e \ sdo constantes.
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De T'(t) = kAT(t) se conclui diretamente que T(t) = age, visto que
procuramos uma funcao cuja derivada é uma constante multiplicada pela prépria

funcao.

De X" (z) = AX(z) precisariamos avaliar 3 possibilidades: A = 0, A > 0, A <

Se A = 0, entao X”(z) = 0, logo sé pode que a fun¢ao X é de primeiro

k/\t<

grau, isto é, X(z) = a1z + ay. Al a fun¢ao u(z,t) = ape™"(a1x + az). Mas ai

u(0,t) = u(m,t) = 0, implica que

ag=0o0ouay =0,a1m+ ay = 0.

De qualquer caso, u(z,t) = 0 o que faz com que o problema nao tenha
sentido, visto que teriamos que ter temperatura inicial nula, e temperatura nas

extremidades nula também.

Algumas das fungoes que sdo conhecidas cujas derivadas segundas se repete
a fungdo multiplicada por uma constante sao a exponencial, seno e cosseno. Como
agora veremos para o A > 0, a solu¢ao se dé pela exponencial. Assim, X (x) =
agem + a@‘m, a raiz quadrada vem do fato de querermos derivar duas vezes a
funcao X para obtermos AX (z). Mas se fazemos X (0) = 0 e X(7) = 0, obtemos

novamente que as constantes sao nulas, isto é, que az = a4 = 0.

Finalmente, quando A < 0. Agora na segunda derivada de X ha troca de
sinal, por isso, a solugdo se dd em seno e cosseno. Ai X (z) = ascos(v/—Az) +
ag sin(v/—Azx). Tomamos a solugdo com —\ para que haja solugdo real, visto que

—X > 0 e a segunda derivada recupera o AX (z). Assim, temos que

ascos(0) =0= a5 =0

ag sin(v/—Am) = 0
a6:00u\/—_)\EN
V-A=neN= \=—-n?

0
0

LU

Logo, a solugao geral do problema teria que ter a seguinte forma:

u(z,t) = age ™t sin(nz),n € N. (3.4)
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e isso dd uma familia de solugdes. Agora, Fourier leva em conta que u(x,0) = f(z)

e como (3.4) em t = 0 ¢ igual & f(x) = ag sin(nz).

Agora, Fourier poderia chegar na conclusao de que nao conseguiu resolver
o problema e ver que ¢é obrigatério que a distribuicao de temperatura precisa ser
senoide, caso contrario o problema nao seria resolvido. Se a distribuicao inicial
de temperatura for sin(nx) saberia resolver o problema e o problema é a fungao
(3.4). Mas, Fourier teve a brilhante ideia de ver que poderia fazer superposicao de
solucoes e estenderia a solugao para funcoes de distribuicao de temperatura quando
fossem somas de senoides. E nao parou ai, se perguntou que tipo de fungao que
é soma de senos. Assim, colocou a seguinte pergunta, e isto que é uma série de

Fouirer: quais sao as fungoes que podem ser escritas como somas de senos.

As perguntas naturais a serem feitas é:

(i) quando que é possivel escrever f : [0,l] — R como:
@y, COS (m;x) + b, sin (mlmﬂ ? (3.5)

(ii) conhecendo f como podemos calcular os coeficientes a,, e b,?

+oo
f@) =3+
n=1

(iii) em que sentido a série (3.5) converge?

Dessas trés perguntas, a segunda é a mais simples (de um ponto de vista
formal) e é a que iniciaremos respondendo na préxima segao. Na segunda segao
responderemos a primeira pergunta e na terceira secao responderemos a terceira

pergunta. Os resultados e demonstragoes foram guiados pelo livro da Iério (2007).

3.1 Os Coeficientes de Fourier

Nesta secao veremos como calcular os coeficientes a,, e b, conhecendo f.
Para isso, precisamos estudar algumas propriedades das fungoes trigonométricas que

serao utilizadas na busca dos coeficientes. Antes, vamos definir fungao periddica.

Definicao 3.1.1. Uma funcao f € dita periodica com periodo T' se seu dominio

contém x + T sempre que contém x, e se f(x) = f(x +T) para todo .
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Essa definicao de funcao periédica permite que haja periodos negativos.
Como a maioria das aplicacoes usa periodo para intervalo de tempo ou compri-
mento, é conveniente toma-lo positivo. Positivo ou negativo, pode-se trocar o sinal
negativo mudando o sentido do eixo da variavel independente. Assim, sem perda

de generalidade, podemos tomar T positivo e definir o periodo fundamental de f.

Definicao 3.1.2. Se existir o menor valor positivo de T para o qual é verdade que

f(z) = f(x +T) para toxo x, entdo T € periodo fundamental de f.

As fungoes trigonométricas que usaremos para calcular os coeficientes a,, e

b, sao dadas por: ¢,, 1, : R — R, definidas por:

nmwx

Pn(7) = sin () , neN, (3.6)

() = cos (”7;"”) nezt. (3.7)

A primeira propriedade que veremos dessas fungoes é que sdo periddicas
com periodo fundamental T' = 2[/n. Antes de mostrar a propriedade, definiremos

funcao periddica e periodo fundamental.

Agora, podemos mostrar a primeira propriedade as fungoes ¢, e 1, definidas
em (3.6) e (3.7).

Proposicao 3.1.1. Dado n € N, as fungées ¢, e ¥, definidas por (3.6) e (3.7),

repectivamente, sao periddicas com periodo fundamental T = 2l/n.

Demonstracao. Vamos provar o resultado para ¢,. Primeiramente, mostraremos
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que T = 2l/n é um periodo para ¢,, isto é, p,(z +T) = ¢,(x).

on(r+T) = sin (
(

(5
= sin <n7r:r;> (3.8)

Na igualdade (3.8) acima, usamos que a fungao seno é periédica com periodo 27,

isso é visto na secao 4.2.
Agora mostraremos que esse periodo é periodo fundamental.

Como T é perido de ¢, temos que:

on(T + T/) = gpn(I)

_ (nn(x+T) . (nmz)
= sm|————— | =sm | ——
l l
. [(nTx naT’ nrxy . (naT’ . (nTT
= sin <l> Ccos < ; ) + cos (l) sin (l) = sm(l> . (3.9

Na igualdade (3.9) acima, usamos que sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Sera provado na proposicao 4.2.1.

Tomando x = —, teremos:
n
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l l

nrT’ mrﬁ (T ) nm—
Ccos T +cos | ——= | sin ;i = sin ;i

.

(3.9) = sin

/

nrl

= sin () cos (””f) + cos () sin( ) — sin (7)

T T T T
= Ocos(mTl )—l—(—l)sin(mr >:0:>3m<m;) =0= 3k eZ; nr

l

= Ik cZ; T’:@ﬁakez; T =
niw

o |

T.

Agora, vamos provar que v, é periddica com periodo fundamental 7' = 2[/n.

Primeiramente, mostraremos que 7' = 2[/n é um periodo para v, isto é,

Un( +T) = ().

Yn(z +T) = cos (z
(

(5
= cos (mrx) (3.10)

Na igualdade (3.10) acima, usamos que a fungao cosseno é periédica com periodo

2m, isso é visto na secao 4.2.
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Agora, dado outro periodo T" de 1, temos que:

Ynlz +T) = Yula)
~ cos (nﬂ(xl+T )) — eos (mlrw)

nwT nrT’ mrr\ | [(nrT nwx
= COS( 7 )cos( l )—sm( ; )sm( l )zcos(l)

Tomando z = —,
n

= cos () cos <mTlT ) — sin () sin (sz ) = cos ()

nrT - (nxT
= —lcos<l>—031n< ] )z—l

(mrT’)
= cos =1

l

= 3JkeZ nrl =27k
= 3k e 7 = 2kl
nm

= 3JkeZ T =kT.

Na igualdade (3.12) acima, usamos que cos(a 4 b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b). E

provado na proposicao 4.2.1. Portanto T é o menor periodo positivo de ¢,. O]

Outra propriedade que precisaremos, é analisar se essas fungoes sao ortogo-
nais. Para isso, iremos definir um produto interno que ira nos ajudar a mostrar as
relacoes de ortogonalidade da proposicao 3.1.2 e para calcular os coeficientes a,, e

b, conhecendo a f.

Definigao 3.1.3. Se f,g : [a,b] — R sao duas fungoes tal que o seu produto é

integravel, definimos o produto interno de f com g como:

< f,g>= /ab f(z)g(x)dx. (3.13)
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Se < f,g >=0 dizemos que f e g sio ortogonais em [a,b]. Uma familia de fungoes

¢ dita ortogonal em [a,b] se as fungoes sio ortogonais duas a duas.

Agora, com o auxilio do produto interno definido acima, vamos mostrar
algumas relagoes entre as fungoes (3.6) e (3.7) que sdo as fungoes que aparecem

multiplicando os coeficientes a,, e b, em (3.5).

Proposicao 3.1.2. O conjunto {¢, : n € ZT} U {p, : n € N} é um conjunto

ortogonal em [—1,1] e valem as sequintes relagoes de ortogonalidade:

z 0 sen,mé€Z",n#m,
/ll/Jn(l’)iPm(x)dl’ =<1l sen=meN, (3.14)

2l sen=m =0,

!
/ V() pm(z)dz =0 Vn € ZT, Ym € N, (3.15)
-1
! 0 sen,méeN, n#m,
/ On(X)om(x)de = (3.16)
—l Il sen=meN.
Demonstra¢do. Vamos provar (3.14).
!
<Untn> = [ dul@)n(@)ds
! nmx mmx
= / cos () cos ( ) dz.
— l [
Para resolvermos essa integral, usaremos as férmulas
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (3.17)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). (3.18)
Somando (3.17) e (3.18),
cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b)
e portanto
b —b
cos(a) cos(b) = cos(a +b) + cos(a ) (3.19)

2
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Usando (3.19) em (3.14), obtemos

/wn Jm(z)dz = 2/[ <n+m) x>+cos<(n_lm)m>]dx;

se n # m, temos que:

/_ll Up ()Y (x)de = ; Ln —i m>2sin (n+m)m) + " _l m)gsm ((n — m)w)]
- 3l
= 0;
se n = m, temos que:
[ Wl ll [ ( ") cos (0)] o

)+1}dx

281n (nm +2l]

se n =m = 0, temos que:
! ! !
/ (o(2))2(z)dz = / (cos(0))2dx = / dr = 2;
1 1 —l
Agora vamos mostrar (3.15).
l
< WUy P > @Zzn )om(x)dx = / Cos <n7lrx> sin <m;rw) dzx. (3.20)
—l
Para resolvermos essa integral, usaremos as formulas:
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b), (3.21)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b). (3.22)
Somando (3.21) e (3.22):

sin(a 4+ b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b) (3.23)
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e portanto
i b i —b
sin(a) cos(b) = sin(e +6) _; sin(e ) (3.24)

Usando (3.24) em (3.20), obtemos que
: LA, ((n+m)me (n — m)ra
/—z V() pm()de = 3 /—z [sm <l> + cos (l)] dx

l l _
_ 1/Sm@+ﬂmm m+1/(m (n—m)mrz , -
2 J_1 [ 2 J_1 l

A primeira integral:
;/_ll sin (W) dr = ; [(n_:m)l[cos((n + m)7) — cos(—(n + m)w)]}
m[cos((n + m)m) — cos((n + m)7)]
0;
A segunda integral:

1/ (n —m)mx 1 [
5 /_l cos (l) de = 5 hn_m)l[cos((n —m)m) — cos(—(n — m)ﬂ)]]

l
— m[cos((n —m)7) — cos((n — m)m)]

E finalmente vamos mostrar (3.16).

! !
< Yn, Pm >= / On(X)om(x)de = / sin ('rmlral:) sin (m;x> dx.
—1 -1

Para resolvermos essa integral, usaremos as formulas (3.17) e (3.18).

Subtraindo (3.17) de (3.18),
cos(a + b) — cos(a — b) = 2sin(a) sin(b)

e portanto

cos(a + b) — cos(a — b)‘

sin(a) sin(b) = 5

(3.25)
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Usando a féormula (3.25) para calcular a integral em (3.16), obtemos que
¢ 1/ nmwx mmx
/ On(T)om(x)de = 5/ cos (l) —cos( l )dm;
—1 -l

se n # m, temos que:

l 1 .
/ on(2)om(r)de = 5/ cos <mlm> — cos (m;m) de.

O

Essa proposicao 3.1.2 pode ser observada com o auxilio do GeoGebra. Como
estamos trabalhando integrais, isto é, com areas, ao colocar essas integrais no
GeoGebra e animar os parametros, obtemos um gréafico visivelmente atraente como
vemos na figura 1 cuja construcdo e animagao estao disponivel disponivel em

<https://www.geogebra.org/m/w9n52yrb>.

2
[
< Yy Py >= / Yu(r)p(r)dr = a
-1

Figura 1 — a = 0 indica a area da funcao calculada pela integral a Riemann.

Agora, vamos usar as propriedades acima para calcular formalmente os
coeficientes a,, e b, na expressao (3.5) conhecida como a fungdo f, a qual, em

termos das fungoes ¢, e 1, pode ser reescrita como:

+o0
F~ S0+ 3 (@ntn + bup). (3.26)
n=1


https://www.geogebra.org/m/w9n52yrb
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Calculando formalmente o produto interno de f com )y em [—I,[], com o

auxilio da proposicao 3.1.2 obtemos
l
<S> = / ftods
!

n= 1

= —¢0wodx -+ Z Cln%ﬂﬁo + bn@nwo)dm

| Foo

— / 5 wodm + /l Jioanlbnwodx +/ zjlbnSOnwodx

l
=:%/ﬂm“§)%ﬂ%%W+ZW/WWW”
- n=1 - n=1 -

- %m+o+o

= aol
e portanto

l l
to=7 < Fvo =7 [ Jahow)ie =7 [ s

Agora, calculando o produto interno de f com 1, obtemos para cada n:
l
<f7wn> = / fwndx
—1
1 Clo +00

l+<><> [ too

= / Sotnda + / 3 entide + / 3 bugutoda
= 0+a, < Yp, ¥, >+0

= ayl
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e fazendo o produto interno de f com ¢,,, obtemos para cada n,
l
<f790n> = /f%ondl'
l

nl
—+00

/ 9 %%dw + Z AnYnPn + bn@n¢n>d

| oo I oo
= [ Sppuda+ [ 3 antpnde + [ 3 buglds
=1 =1

= O—|—0+bn<g0n,gon>
= b,l.

Portanto

7’L7TCC

< fothn >= -~ l / ) cos T)daz, (3.27)

1
b, = 7< fion > =7 / ) sin( )dw. (3.28)

A obtencao das féormulas acima foi inteiramente formal, mas agora é possivel inverter
o processo, isto é, dada f : [—[,{] — R tal que as integrais em (3.27) e (3.28) facam
sentido, podemos formar a série (3.5) e estudar sua convergéncia. As férmulas (3.27)

e (3.28) sao conhecidas como as formulas de Euler-Fourier.

Assim, ja possuimos nossa primeira resposta, vamos apenas formaliza-la

para ir atras das proximas perguntas da seguinte forma:

Sejam [ > 0 e f: [—[,]] = R uma fungao integravel. A série de Fourier de
f é a série

+00
=% S, cos(”;”” + by sm(mlm)] (3.29)

onde os coeficientes a,,, n € Z* e b,, n € N sao chamados de coeficientes de Fourier

de f.
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Exemplo 3.1.1. Vamos calcular a série de Fourier para a funcao

0 se —3<z< -1
flx)=¢1 se —1<ax<1
0 sel<ax<3

Das féormulas de Euler-Fourier temos que:

ag = ;/ng(x)dx - ;/11(17; -~ ;[1 - (1] =3

1 nwT
— | d
/_1COS( 3 ) o
= —3 [Sln<m>—sin<—m>}
 3nrw 3 3
2 . mr)
= —sin(—|.
nmw 3
1 1
b, = 3 _lsm ngmc) dx
= gzl (5) ~e (-5)]
= 3. cos 3 cos

e =52 (5) = ()

cujo grafico é dada pela figura 2.

~3 5 BT e [ 3 =5 -

Figura 2 — Onda Retangular.

-3
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Pela proposi¢ao 3.1.1, cada um dos termos da série (3.29) é uma fungao
periddica de periodo 2 (basta tomar T' = 2] com n = 1) e portanto, se a série
converge para cada z € R, ela converge para uma func¢ao peridédica 2/. Em particular,
se a fungao f for tal que f(—1) # f(l), ndo podemos esperar que a série de Fourier

convirja para f(z) para todo x € [—[, (] pois ndo teremos uma funcao de periodo T'.

Um fato interessante das séries de Fourier é que as fung¢oes pares sempre
tém séries de Fourier apenas em cossenos, enquanto que as func¢oes impares tém
séries de Fourier em senos. A razao se da porque uma funcgao par é ortogonal em

nwx
[—[,1] a uma funcao impar. Ou seja, quando f for par, teremos sin(i) =0e

l

nwT
quando f for impar, teremos COS(T) = 0.

utr interessante, é que mos reescrever a série de Fourier de um
Outro fato interessante, é odemos reescrever a série de Fo de uma
fungdo f definida em [—[, (] na forma complexa. De fato, primeiramente precisamos

lembrar da seguinte igualdade:
i . e
e’ =cosxr+18Ine,

isso implica que:

cosr = cosx+isinr —isinx
cosSx +isinx —isSinx + cosx
2
eix+€—ix
pr— 72 5
e
sinr = sinx 4+ cosx — cosT
7sinx + cosx — cosxisinx
21
cosx + isinz — (cosx — isinx)
21
eix_e—i.t

21
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Portanto,

nmwxr

+oo
SIf) = S+ X lancos(“-) + by sin(=)
n=1

+00 inma/l —inmzx/l inmx/l _ —inmx/l
ag e +e e e
5 %o+ n§:1[a . - 5

~+00 inma/l —inmx/l intz/l _ —inmx/l
a e +e e e
n=1

2 2

a = a, —ib, . a, +ib, .
. 50¢0+Z[ 5 6m7r:v/l+ 5 e—zmr;r/l]

n=1

+oo )
_ Z f(n)ezmm:/l

n=—oo

onde a série de —oo a +00o deve ser interpretada no sentido de valor proprio, isto é,

+N R )
lim Y f(n)e/! (3.30)
N

N—+4o00
n=—

e os coeficientes de f(n), também chamados de coeficientes de Fourier complexos

de f, sao dados por:

fo =3 (3.31)
f(n) = ‘L";Zb” neN (3.32)
fl=n) = Q”J;Zb"n eN (3.33)

a série (3.30) é a série de Fourier compleza de f. A convergéncia da série de Fourier
de f dada por (3.29) é equivalente a convergéncia da série complexa no sentido
da existéncia do limite em (3.30). Além disso, das férmulas (3.27), (3.28), (3.31),
(3.32) e (3.33) nota-se que:

f(n) = 211/_7 f(z)e~me/ldg n € 7. (3.34)

Note que mesmo que a f seja real, os coeficientes de Fourier complexos séo

de fato niimeros complexos, salvo se b, = 0.
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3.2 Interpretacao Geométrica

O método utilizado para calcular os coeficientes de Fourier possui uma
motivagao geométrica. Para vermos isso, consideramos o espaco vetorial real R"

munido do produto interno usual:

<,y >=Y 25y, €= (21, T0), Y = (Y1, s Yn)-
j=1

Os vetores e; = (1,0, ...,0), ...,e, = (0,0, ..., 1) formam uma base para R" e
portanto cada vetor z € R™ pode ser dado como uma combinacao linear dos vetores

€1y .-+ €En,

n
xr = Z Ijej-
Jj=1

Sabemos que a base {ey, ..., e,} é ortonormal, isto é,

0 se j#k

<ej,ep >=0j =
. I {1 se =k

(0,5 é chamado de delta de Kronecker). Assim, obtemos:

n
<z e > = <Y xjejep >
i=1

_ {O se j#£k

rr sej==k
= Tg.

Geometricamente, o que temos de
Tije; =< T,€5 > €5
¢ a projegao ortogonal de x ao longo do vetor e; -veja na figura 3.

Uma defini¢do que nos ajudara fazer uma relagdo com as séries de Fourier
é: denotamos por C'([—1,1]) o conjunto das fungodes f : [—I,]] — R continuamente

diferencidveis (respectivamente continuas).

Sendo assim, no caso de séries de Fourier é analogo, temos o espaco vetorial

(por exemplo C([—I,(])) munido de um produto interno (definido por (3.13) com
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e; zje;

Figura 3 — xje; é a projecao ortogonal do vetor x sobre a reta determinada pelo
vetor e;.

a = —b = [) e um conjunto ortogonal (mas nao ortonormal em geral, porque
< Qnypn >=< Up, ¥, >= 1 se n € N) formado pelas fungoes ¢,,n € Z*, e
vn,n € N. Por mais que essas fungoes nao formem uma base no sentido algébrico,
se pudermos expandir uma funcao f em série de Fourier, se a série convergir
pontualmente para f e se pudermos integrar a série termo a termo, entao poderemos

justificar as contas formais que fizemos para achar as formulas de Euler-Fourier.

Usando essas ideias geométricas, podemos obter algumas propriedades das

séries de Fourier.

Definicao 3.2.1. Uma fungao € dita seccionalmente continua em [a,b] se existe
uma particio a = xg < x1 < ... < T, = b do intervalo [a,b] tal que f é continua em
cada subintervalo (x;,x;+1) e f(z) tende a um limite finito quando x € (v;,x41)

tende a xj ou a x4, 0 < j<n-—1.

Exemplo 3.2.1. A funcio f : [a,b] — R cujo grifico é mostrado na figura
4 € seccionalmente continua, enquanto que a fungao g : [a,b] — R ndo é pois

lim, .+ g(z) = +oc.

Uma observagao é que a fungao seccionalmente continua em [a, b] ndo esta
necessariamente definida em todo intervalo [a, b]. De fato, pode estar definida apenas
em U;‘:—Ol (x;,2;4+1). Note também que uma funcao seccionalmente continua em |[a, b]
é limitada, isto é, IM > 0 tal que |f(z)| < M qualquer que seja x no dominio de

f. De fato, se isso nao fosse verdade, entao deixariamos de ter a continuidade em
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f(x)

Figura 4 — f é seccionalmente continua mas g nao é. Observe que f’ também é
seccionalmente continua mesmo que nao esteja definida em xg, x1 e xs.

cada subintervalo (z;,z;41) ou o limite finito quando = € (x;, z;41) tendesse a z;

oua Tjqg.

Denotamos por SC([—I,1]) o espaco das fungbes reais seccionalmente conti-

nuas em [[, —[].

H&4 uma observagao importante que precisamos fazer em SC([—[,1]). O

produto interno < -, - > definido por

< f,g>= /_llf(x)g(x)dx (3.35)

nao ¢ um produto interno, ja que as fungdes em SC([—[,(]) em geral nao sao
continuas, existem fungoes f € SC([—1,1]) com < f, f >= 0 mas f(z) # 0 para
algum z € [—[,]].

De fato, < -, - > é uma forma bilinear simétrica positiva em SC([—,1]),

isto é, satisfaz as seguintes propriedades:

i <af+Bg,h>=a<fh>+5<g,h>Vf g heSC(-1I]), a,pfER;
ii. < f.g>=<g,f>VfgeSC(-L1I]);

iii. < f,f>>0,Vf e SC([-,1]);
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Usando as propriedades de integral de Riemann obtemos os itens acima:
!
<af+8g.h> = [ laf@)+Bg@)h(x)da
!
= [ af@h() + Bg@)h(a)dz

l l
. /_l Fla)h(x)de + 3 /_l g(@)h(x)de
= a< f,h>4+8<g,h>.

<ho> = [ f@g
= [ o) fayis

= <gqg,f>.

<hi> = [ f@iea
= /_ll f*(z)dx > 0.

Dessas propriedades obtemos a desigualdade de Cauchy-Bunyakowsky-
Schwartz quaisquer que sejam f,g € SC([—1,1]),

|<frg > <119l (3.36)

onde

£l = /< f, f>YfeSC(-L1]). (3.37)
Dados r € R, temos

0

IN

<rf+4+g,rf+g>

= <rf,rf>+<rfig>+<grf>+<g,9>
= r<ff>+2r<fg>+<g,g>

= ?|fI*+2r < f.g > +gl*
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como ¢é valido para todo r € R, a inequagao nao possui raizes reais na desigualdade

estrita, o discriminante ¢ menor ou igual a zero, isto é,
4<fg>"—4<[ [><g,9><0 = <[ g>"<<[ [><g,9>
= J<fg>r< /<[ f><g.9>

= |<f,g>| < V<[ f>V<9,9>

= [<fig>[<I|fllgl

Geometricamente, se f,g € SC([—1,1]), |f — g| mede, de certa forma, o
quanto as funcoes f e g estao longe uma da outra como podemos observar na figura
5.

_»

Figura 5 — |f — g| e a drea da regido compreendida entre os graficos de f e g
possuem o mesmo valor.

Proposigao 3.2.1. Seja f € SC([-L.1]) e seja

nmwx nmwx

Sif] = %2/}0 + Jij[an cos( l )+ by sin(T)]

sua série de Fourier. Entdo as séries:

+oo +oo
>y, > by
n=1 n=1
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convergem e vale a desigualdade de Bessel:

“°+Za +Zb2 ) < [I£I1%

Demonstracao. Para cada N, M € N, temos

M
> bpml|?
m=1

0 <

Qo N
||f - ?@DO - Zan¢n -

n=1

= <ff>-F <fro>

2

(3.38)

N M
_Za’n<f7wn>_zbm<f790m>
n=1 m=1

Qo ag Qo N Qg M
- §<¢o,f>+§<¢o,w0>+—2an<¢o,wn>+—an<¢o,som>

- Zan<¢n’f>+ Zan<¢m¢0>+za <¢na¢n>+zanzb < Yy Pm >
n=1

- X

n=1 m=1

a,
<som,f>+5°Zbm<¢m,wo>+zbm<<pm,wn>+2bi<som,<pm>
m=1 m=1 m=1

usando as relagoes de ortogonalidade (3.1.2) e as equagoes de Euler-Fourier (3.27)

Zb%— Ol+ 0l+0+0

Zb2l+0+0+ Zzﬁ

m=1

e (3.28),
0 < <f,f>—f Zal
m=1
N
— Zail+0+2ail+0
n=1 n=1 m=1
a% N ) M
— =2 -1 [
< f. f> 5 n;lan
a2 N M
= <f,f>—l(?°+2ai+2bi)
n=1 m=1
Cl2 N M
= AP AR+ a2+ 3 H,
n=1 m=1

Portanto, quaisquer que sejam N, M € N, quando multiplicamos a desigualdade

por — 7 obtemos:

2 N M
e 2wt b
2 n=1 m=1

1

< ZIIfIP.

z (3.39)
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Como toda série limitada de termos positivos é convergente, a desigualdade em

(3.39) implica na convergéncia das séries
“+o00 —+00
Soak, Y
n=1 n=1
Assim, podemos tomar o limite quando N, M — +oo em (3.39) e obtemos a

desigualdade de Bessel.

“+o00

+oo
G+ a+ o) <A
n=1 n=1
[

Da desigualdade de Bessel resulta o lema de Riemann-Lebesque que é

fundamental para a teoria de Séries de Fourier.

Corolario 3.2.1. Se f € SC([-1,1]) e

+oo
S[) = S + 3 (antha + bugon)
n=1

¢ sua série de Fourier, entdo

lim a,=0= lLm b,.
n—-+o0o n—-+o0o

Demonstracao. Da Proposicao 3.2.1, sabemos que:
+oo +00
2 2
D s Db
n=1 n=1
convergem. Logo,
lim a2 =0= lim b2
n—-+0oo n—-+0o0o

Logo, para qualquer £; > 0 existe ng € N tal que para todo n € N;n > ng
implica que:

2
a, < é€1.

Assim, temos que:

Vn > ng, |a,| =/a2 < /g1 =¢.

Isto é, a, — 0 quando n — +oo. E exatamente analogo para b,. O
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O mesmo resultado vale para a série de Fourier na forma complexa, o qual

enunciaremos abaixo.

Corolario 3.2.2. Se f : [—1,1] = C ¢ seccionalmente continua, entdo f(n) — 0

quando |n| — +oo.

Com os coeficientes de Fourier e a interpretacao geométrica, na préxima

secao veremos a convergéncia pontual das séries de Fourier.

3.3 Convergéncia Pontual das Séries de Fourier

Inicialmente, vemos que podemos estender uma fungao f € SC([-[,1]) a
uma funcao periddica F' de periodo 2/ que é seccionalmente continua em cada
intervalo [a, b] : se x € [(2k — 1), (2k + 1)] e [ estd definida em = — 2kl € [—1,1), a
extensao F' é dada por:

F(z) = f(x — 2kl).

Além disso, vamos denotar dois espagos que serdo importantes para o estudo

das convergéncias:

Denotamos por SC,.,(2!) o espaco das fungdes reais periddicas de periodo 21
que sao seccionalmente continuas em qualquer intervalo [a, b]. Observe que podemos
identificar, de maneira natural, SCp..(2l) e SC([—,1]).

De maneira andloga, denotamos por Cp.,(2l) o espaco das funcoes f:R — R

continuas e periddicas de periodo 2. Note que podemos identificar, de maneira
natural Cp.,.(20) com {f € C([-1,1]) : f(=1) = f(])}.
Dados f € SCpe,(21) e 2y € R, denotaremos por f(zg) e f(xy) os limites

laterais

flad) = lm f(), fa5) = lm f(z).

Ty Ty
O objetivo desta secao é provar o seguinte teorema:
Teorema 3.3.1. Seja f € SCp.,(2l) € suponha que f € diferencidvel, a menos de

um numero finito de pontos (—1,1), com f" € SCp,(2l). Entdo, qualquer que seja

x € R, a série de Fourier de f no ponto x converge a (f(xz™)+ f(z7))/2.
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Antes de demonstrar o teorema 3.3.1, vamos mostrar que o resultado é

valido com uma hipétese simplificadora:

Lema 3.3.1. Seja f como no teorema 3.3.1 e suponha que f é continua na origem

com f(0) = 0. Entdo a série de Fourier de f na origem converge para f(0), isto €,

ao +oo +oo
n=1 —00

Demonstracao.
A 1 /! )
f) = & [ faye s
1 ! f(ZL') ITx —inTT
= 3 _lm(e e mme/ly
! f(l') ITX —inTT —inTT

Lol f(l’) inz/l—inma/l —inmx/l
T2 /_z e/l — 1(6 — ¢ Jdz

Lol f(.ﬁlf) —i(n—1)z/l —inmx/l
= 5 ) o1 1(6 —e )dx

2l J ezﬂx/l -1 ezwx/l -1

Lot f@) e Lt fle)
= . itn=Dz/l g — ' mﬂ'x/ld )
25/ eima/l —1° T )y e —1° ’

Como a funcdo f e z — €™/! —1 sdo continuas em x = 0, por f ser seccionalmente
x
continua, f/(z)l é seccionalmente continua e vale o lema de Riemann-Lebesgue.
ewrx _
Isto é,
() /1
S T e d — 0.
In|+o0 21 J— eimz/l — 16 v
Portanto:
+oo +N R
o) = Jim :z Fn)
1 : Lt flx)
— s —i(n—1)z/l - —inmx/l
Nlirfoo 2 [2 em/l 16 dv =5 |, gmalt = 1¢ du

= lim i e in=1)z/l g0 L/ fieﬂnm/quj
N—H—oo 2 i ezww/l 1 2l J_; eimz/l _ 1
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]

Este caso implica o teorema geral. A ideia é ir transformando a funcao f

até obter outra fung¢ao como no lema.

E interessante observar que o Lema 3.3.1 prova a convergéncia da série

complexa no sentido que

lim i fk)=0
k=—n

n,m——+0oo

e nao apenas no sentido de valor principal, isto é,

i 3 7 =0

Para o caso geral, provaremos apenas a convergéncia no sentido de valor

principal.

Demonstracdo do Teorema 3.3.1. Seja xg € R. Vamos primeiro definir uma

transformacio no plano que leve o ponto (x, [f(xd) + f(x5)]/2) na origem.
T:R* - R?
(z,y) = (z =20,y — [f(ag) + f(z)]/2).

Note que:

T(xo, [f (x§) +£(x0)1/2) = (wo—0, [f (x§) +f(x0)]/2—[f (z5) + f (25)]/2) = (0,0)

T(x, f(x)) = (x = wo, f(x) = [f(x5) + f(2)]/2),
ou seja, T' leva o gréfico de f nos pontos da forma (x —xq, f(z)—[f(zd)+ f(xg)]/2).

Assim, definimos a fungao g como
g(x) = fz +x0) — [f(ag) + f()]/2.

A funcao ¢ ainda nao estd como no lema 3.3.1 porque nao necessariamente

é continua em x = 0; mas, como

[9(07) +9(07)/2] = 0
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podemos obter uma fungao continua na origem fazendo a média

h(z) = { ([)9(@ +9(=2)]/2 Zi z i gx € [~1,1)
h(z + 2l) = h(x).

Como f, f" € SC,.-(2l), por construcao, g,q’,h,h' € SCpe-(21). Além disso, h ¢é
continua na origem com h(0) = 0, o que satisfaz as hipdteses do lema 3.3.1. Assim,

obtemos que

lim Zh

n%+m

Como h(k) = [§(k) + §(—k)]/2, temos que

0 = lm > b

k=—n

= hm k;g

L - 1) L) + Fag e

*)
n +mk —

~ lim Z ke — Lipdy + pap).

n%+m 2

Portanto,

Jm ST fRe = () + ()
k=—n

]

Com esse resultado, uma das coisas que sabemos é que as séries de Fourier
converge para a média nos pontos de descontinuidade da fungdao. Na proxima secao

veremos outra convergéncia das séries de Fourier.

3.4 Convergéncia Uniforme das séries de Fourier

Para que possamos mostrar a convergéncia uniforme da Série de Fourier,

precisamos de alguns resultados que enunciaremos aqui cuja demonstragao e maiores

detalhes se encontra no livro de EDP (IORIO, 2007).
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Teorema 3.4.1. (Teste M de Weierstrass) Sejam @ C R™ um conjunto ndo vazio
e {fu}i25 uma sequéncia em Cc(S)). Suponha que existe uma sequéncia numérica
{M,}25 tal que:

|fu(2)] < My, V2 €Q, VneN,
—+o0
Z M, < +o0.

n=1

Entao a série de fungoes Y fn(x) converge uniformemente em w.

Teorema 3.4.2. Sejam Q C R™ um conjunto ndo vazio e {f,},:>5 uma sequéncia
em Cc (). Se a sequéncia {f,} converge uniformemente para uma fungio f:Q —

C, entao f € Cc(Q).

Proposicao 3.4.1. Suponha que f € Cpe,(2l) é diferencidvel em (—l,1) a menos
de um numero finito de pontos com f' € SCpe,(21). Entao os coeficientes de Fourier

complexos de [ e [’ satisfazem

(/)(n) = Tf(n)v n e Z. (3.40)
Demonstracao:
~ 1 .
f/(n) — 7/ f’(x)e_mm/ldag
21 J -1
1 4 _ ] ! 4
= j [f(x)eznﬂx/l i;lfl + #/_l fl(x)emﬂx/ldx]
int 1 ! —inmx
= g LS @
INT 4

= Tf (n).
]
A equagao (3.40) nos diz que quanto mais diferenciavel é a funcao f, mais

rapido sua série de Fourier converge. Se f é k vezes diferencidvel com f*) €
SCper(21), k > 1, usando (3.40) k vezes obtemos:

nmw

F(n) = (l ) F®(n),n € Z,n#0. (3.41)
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Em particular, se &k > 2, a série de Fourier de f converge uniformemente
para f.
De fato, se f, f' € Cper(2l) e f" € SC,.,(21), pelo lema de Riemann-Lebesgue

na forma complexa (Corolério 3.2.2), f”(n) — 0 quando |n| — +o00, logo a sequéncia

{f”(n)}nez ¢ limitada, isto é, existe uma constante K > 0 tal que:

f"(n)] < K,¥n € Z;
aplicando (3.41), obtemos:
n inTz * Fl K? 1
| f(n)e /l| < WV”(”” < ?ﬁ’
como a série 3(1/n?) converge, pelo Teste M de Weierstrass a série de Fourier de

f converge uniformemente; como a sérier de Fourier de f converge para f pelo

teorema 3.4.2 a série converge uniformemente para f.

Sendo assim, podemos melhorar o argumento acima da seguinte forma:

Teorema 3.4.3. Suponha que f € Cp,(2l) € diferencidvel em (—1,1) a menos de
um numero finito de pontos, com f' € SCper(2l). Entao a série de Fourier de f

converge uniformemente em R para f.

Demonstragao. Pelo teorema 3.3.1 e pelo Teste M de Weierstrass, basta mostrar

que existe uma constante K > 0 tal que

i f(n)] < K,¥N € N. (3.42)

n=—N

Assim, seja N € N arbitrario; usando (3.40), a desigualdade CBS (3.36) para RN
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e a desigualdade de Bessel (3.38), obtemos:

Sl = O+ Y 1) (3.43)
n=—N 1<|n|<N
~ o+ Loy ,711||f'<n>| (3.44)
1<[n|<N
) l . 1/2 ) 1/2
< If(O)HW( > n) ( > |f’(n)|2) (3.45)

1/2
|f<o>1+f;uf'n( 5 12) ~ K. (3.46)

1<[n|<N

O

Com tanto, sabemos duas convergéncias da série de Fourier e ja podemos
dizer que a funcao f pode ser escrita da forma 3.5 quando tivermos as convergéncias.
Ainda mais, sabemos que nos intervalos abertos em que a fun¢ao é continua, a série
de Fourier converge uniformemente e nos pontos de descontinuidade da funcao, a
série de Fourier converge para o ponto médio No proximo capitulo, iremos apresentar
uma proposta para trabalhar com as fung¢oes trigonométricas no ensino médio,
introduzindo algumas demonstracoes iniciais e utilizando o GeoGebra para ajudar

na parte visual.
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4 Introducao de Séries de Fourier no En-

sino Médio

Nesse capitulo apresentaremos uma sugestao para trabalhar as fungoes de
seno e cosseno no Ensino Médio como solicitado na habilidade (EM13MAT306)
da BNCC. Tomamos o cuidado de deixar a ordem das secoes da maneira que
acreditamos que o professor possa trabalhar com os alunos. Sendo assim, esse
capitulo pode ser visto como um plano de aula, podendo ser construido passo a

passo juntamente com os estudantes.

4.1 As fases da Lua

Ha oito fases da Lua, as quais sdo: Lua nova, Crescente, Quarto Crescente,
Crescente Gibosa, Lua Cheia, Minguante Gibosa, Quarto Minguante e Minguante.

Como vemos na figura 6.

- Lua Nova -
) (]

Minguante Crescente
Quarto Minguante Quarto Crescente
A J

Minguante Gibosa Crescente Gibosa

\(. /J Lua Cheia

\

Figura 6 — As oito fases da Lua.

Agora, vamos observar a figura 6 apenas com as fases: Lua Nova, Quarto

Crescente, Lua Cheia e Quarto Minguante juntamente com os eixos Oz e Oy.
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Nota-se que podemos associar cada fase da lua como imagem dos pontos do eixo z,
isto é, Lua Nova e Lua Cheia associamos como imagem do ponto x = 0, Quarto
Minguante associamos como imagem do ponto x = —1 e a Quarto Crescente como

imagem do ponto x = 1. Podemos ver isso na figura 7.

Quar‘[oTCresoente

Lua Nova Lua Cheia

\

Quarto Minguante
O
-

Figura 7 — As quatro fases da Lua com os eixos Oy, Ox.

Como as fases da Lua demoram aproximadamente 29,5 dias para concluir
seu ciclo, vamos imaginar o eixo Ox como o tempo e organizar as Luas ao longo
do eixo Oz de modo a distribuir as fases ao longo dos 29,5 dias. Como estamos
trabalhando com 4 fases, podemos dividir os 29,5 dias por 4 fases e obteremos que
cada Lua tera um periodo de aproximadamente 7,4 dias. Sendo assim, iniciando
com a Lua nova no ponto (0,0), a Lua Quarto Crescente ficard no ponto (7.4,1), a
Lua Cheia no ponto (14.8,0), a Quarto Minguante no ponto (22.2, —1) e a préxima

Lua Nova no ponto (29.6,0) como ilustrado na Figura 8.

Quarto Crescente
Lua Nova > ) Lua Nova
f . Lua Cheia

g ®
1 8 12 16 20 ,‘:\‘ 24 zs&
<

Quarto Minguante

Figura 8 — Fases da Lua no periodo de 29,5 dias.

Agora, imaginemos que ha uma fungao que passe por esses pontos em que
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as fases da Lua sdao imagens. Sendo assim, podemos imaginar que o grafico da

fungao fica como na Figura 9.

Quarto Crescente
Lua Nova Lua Cheia Lua Nova
] 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

Quarto Minguante

Figura 9 — Fungao que aproxima as 4 fases da Lua.

Agora, as perguntas que precisamos responder sao: qual a funcao que
aproxima dessa curva? Quais propriedades necessarias para obter a curva? Para
isso, na préxima secao veremos a definicdo e algumas propriedades de duas fungoes

periddicas que nos permitirao responder as perguntas.

4.2 Propriedades de Seno e Cosseno

Visto o problema, precisamos de ferramentas mateméaticas que nos ajude o
resolver. As fungdes que irdo nos ajudar na aplicacao serd as funcgoes seno e cosseno.

Por isso, traremos aqui uma definicao para tais fungoes.

Definicao 4.2.1. Dado um nimero real 8 , 0 < 0 < 7, seno de 6 ¢ definido pelo
numero real associado ao triangulo retangulo como a razdo do cateto oposto ao
angulo 0 e hipotenusa. O cosseno é a razao do cateto adjacente ao angulo 6 e a

hipotenusa.

Note que dado um ponto P = (a,b) no circulo de raio 1 podemos escrever o
ponto como P = (cos(f), sen(#)) para algum 6. De fato, seja P ponto de coordenada
(a,b) no circulo de raio 1. O tridngulo formado pelos segmentos do ponto P até
a origem, do ponto P até a e da origem até a é um tridngulo retangulo cuja
hipotenusa unitaria é o segmento do ponto P até a origem e catetos de tamanho
aeb. Seféoangulo aOP temos que sinf = a/1 = a e cosf = b/1 = b como

queriamos. Isso pode ser observado na figura abaixo.
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b P(a,b)

sen(B)

cos(8) a

0

Figura 10 — Triangulo Retangulo no Circulo Trigonométrico.

Uma lei que sera util para demonstrarmos uma propriedade abaixo ¢ a lei
dos Cossenos. Com essa lei, poderemos encontrar o tamanho de um segmento de

um triangulo dado dois lados e um angulo.

Para demonstrar a leti dos cossenos, primeiramente construimos um
triangulo de lados ABC. Opostos aos angulos a, 3 e 7, os lados terdao medidas a, b

e ¢, respectivamente, como na figura 11.

Figura 11 — Triangulo ABC.

Agora, podemos tomar um segmento de reta passando pelo ponto A e
perpendicular ao segmento BC. Tomamos o segmento DC medindo a — m. Como

na figura 12. Primeiramente, analisaremos o triangulo ABD.

Como o cosseno de um angulo é a razao entre o cateto oposto ao angulo
pela hipotenusa, temos que:

cos(f) = % = c.cos(f) = m. (4.1)
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1
!
1
: 5

m D a—m — e C

Figura 12 — h é o segmento perpendicular ao segmento BC que passa pelo ponto

A.

O Teorema de Pitagoras diz que H? = CO? 4+ C'A?, onde H é a hipotenusa,
CO é o cateto oposto e C'A o cateto adjacente. lustrado na figura 13.

S CA o

Figura 13 — Triangulo Retangulo.

Assim, utilizando o Teorema de Pitagoras, obtemos:

=m?+h*=h=c—m’ (4.2)

Agora, aplicando o teorema de Pitagoras ao tridngulo retdngulo ACD,

obtemos:

b> = h*>+ (a —m)* = h* + a* — 2am + m>. (4.3)

De substituindo (4.2) em (4.3) obtemos:

V' =c? —m?+a® — 2am +m? = & + a® — 2am. (4.4)

Sabemos também de (4.1) que m = c. cos(f3).
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Portanto, a lei dos Cossenos é:
b? =+ a® — 2accos(B). (4.5)
Agora, dado um tridngulo em que sabendo o valor de dois segmentos e o

cosseno de um dos angulos conseguimos encontrar o valor do terceiro segmento - o

que serd muito util para demonstrarmos um dos itens da proposicao abaixo.

Proposicao 4.2.1. Dado a, b € R, valem as sequintes afirmagoes:

1. sin®(a) + cos®(a) = 1,

2. cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b),
3. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(b) sin(a),
/. sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a),
5. sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Demonstracao. Dado a, b € R.

Item 1: Aqui usaremos a definicao 4.2.1 e o Teorema de Pitagoras. Pela

defini¢ao 4.2.1, temos que:

CO(a)? CA(a)?

sin?(a) + cos®(a) = 70 + 7E
CO(a)* + CA(a)?
= H2 .

Como temos hipotenusa ao quadrado, podemos lembrar do Teorema de

Pitagoras, e substituir na igualdade acima, isto ¢,

CO(a)* + CA(a)?
2
CO(a)* + CA(a)?
CO(a)? + CA(a)?

= 1.

sin’(a) + cos*(a) =

Item 2: Aqui teremos que ir ao GeoGebra e verificar no circulo trigonométrico

como podemos visualizar o cos(a — b). Usamos o circulo trigonométrico por saber
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que podemos representar a imagem dos pontos por seno e cosseno e por ter raio 1

facilitard algumas contas.

Dado dois pontos no circulo trigonométrico (cos(a), sin(a)) = A e (cos(b), sin(b)) =

B, o angulo BOA = a — b, como vemos na imagem abaixo.

(cos(a),sen(a))

(cos(b),sen(b))

a-b

Note que a distancia d entre os pontos (cos(b),sin(b)) e (cos(a),sin(a)) é:

d = \/(cos(a) — cos(b))? + (sin(a) — sin(b))?
= d*> = (cos(a) — cos(b))? + (sin(a) — sin(b))>.

Como o raio do ciclo trigonométrico é 1, entdo os segmentos OA e OB da

4.2 tem tamanho 1. Pela Lei dos Cossenos temos:
d>=1%+1% —2.1.1.cos(a — b).
Logo,

12412 —-21.1.cos(la—b) = (cos(a) — cos(b))® + (sin(a) — sin(b))?
2 —2cos(a—b) = cos*(a) — 2cos(a)cos(b) + cos?(b) +
51n2(a) — 2sin(a) sin(b) + sin?(b)
2—2cos(a—0b) = 1—2(cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b)) + 1
)

cos(a —b) = cos(a cos(b) + sin(a) sin(b).
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Para provar o item 3 vamos utilizar o exemplo 4.3.3, que estd na secao

seguintes.

Sendo assim,

cos(a+0b) = cos(a— (—b))
(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b)
= cos(a) cos(b) + sin(a)(—sin(b))
= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
No item 4, usaremos que a area de um triangulo é a metade do produto de
dois lados conhecidos com o seno do angulo por eles formados; usaremos também

que a area de um triangulo retangulo ¢ a metade da multiplicacao da base com a

altura. Além disso usaremos a figura 14.

xsen(a)

ysen(b)

xeos(a) = ycos(b)

Figura 14 — Prova da propriedade do item 4.

Note que a area A; do tridngulo DBC é igual a area A, do tridngulo ABC
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menos a area Az do triangulo ABD, isto é,

A1 = A2 — Ag

LW sin(a —b) _ wcos(a)rsin(a)  ycos(b)ysin(b)
2 2 2

LW sin(a — b) _ ycos(b)zsin(a)  xcos(a)ysin(b)
2 2 2

LW sin(a — b) _ oy cos(b)sin(a)  wycos(a)sin(b)
2 2 2

= sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).

Para o item 5, usaremos que cos(«) = cos(—a) e sin(a) = —sin(—a) e que

a+b=a—(—b). Logo:

sin(a+b) = sin(a — (b))
= sin(a) cos(—a) — cos(a) sin(—b) (4.6)
= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b). (4.7)
O que encerra a demonstracao de todos os itens. O

Um resultado imediato dessas propriedades é que as fungdes seno e cosseno

sao peridédicas com periodo 27. De fato, pelo item 3 nds temos que:

cos(2m + ) = cos(2m) cos(x) + sin(27) sin(x)
= 1l.cos(x) + 0.sin(x)

= cos(z).
Ja pelo item 5:

sin(2r +x) = sin(2w) cos(x) + sin(z) cos(27)
= 0.cos(z) +sin(z).1

= sin(z).

Esse resultado foi usado algumas vezes nos capitulos anteriores. Ainda
falta verificarmos as operagoes de soma e produto entre as fungdes seno e cosseno.

Veremos isso na proxima secao.
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4.3 Soma e Produto de Funcoes

Nas propriedades da secao 4.2 percebe-se a ideia, mesmo que de maneira
sutil, de fungoes pares e impares, soma e produto de func¢oes. Agora, veremos um
pouco mais sobre essas operacoes dando alguns exemplos que podem motivar de

maneira visual o aluno e ainda utilizar das propriedades que construimos até agora.

Definigao 4.3.1. Uma fungio f € dita par se f(z) = f(—x) e impar se f(x) =

—f(=x) para todo x no dominio de f.
Exemplo 4.3.1. A fungio f : R — R : f(x) = 2z* € par.
De fato,
f(=2) = (—2)* =2° = f(z), Vo €R..

Exemplo 4.3.2. A funcio f : R — R : f(z) = 2® ¢ impar.

f(=2) = (—2)* = —2° = — f(z), Vo € R.

Exemplo 4.3.3. As fungoes f(x) = sin(z) e g(x) = cos(z) sdo respectivamente

impar e par.

A prova do exemplo 4.3.3, inicia com o circulo trigonométrico da figura 4.3.

Isto é, f(—z) = —f(z) o que implica que a func¢do seno é impar.

Ja para o cosseno, temos que:
g(—a) = cos(—a) = z, = cos(a) = g(a).
Logo a fungao cosseno é uma fungao impar, visto que g(—z) = g(z).
Definigao 4.3.2. A soma entre f e g € a funcio (f + g)(x) = f(z) + g(x).

Lema 4.3.1. A soma de duas fungoes pares é uma funcao par.
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ey
o

P = (mp- 7?]1})

De fato, se f e g sdo fungoes pares, entao

(f+9)(x) = f(x) +g(x) = f(—=2) + g(—2) = (f + 9)(—2).

Lema 4.3.2. A soma de duas fungoes impares é uma funcao impar.

De fato, se f e g sao fungdes impares, entao

(f+9)(—2) = f(—2) + g(—2) = = f(x) — g(x) = = ([ (2) + g9(2)) = —(f + g)(2).
Lema 4.3.3.

Definicao 4.3.3. O produto da fun¢io f : R — R eg: R — R € a funcao
frg:R=R:(f9)(x) = f(z) - g(x).

O produto de duas fungoes pares é uma funcao par.

onde o produto da fun¢ao f e g é a funcao (f.g)(z) = f(x).g(x).
De fato,(f - 9)(—2) = f(=2) - g(—x) = f(z) - g(x) = (f - 9) ().

Lema 4.3.4. O produto de duas fungoes impares € uma fungao par.
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De fato, (f - g)(=x) = f(=2) - g(=x) = —f(2) - [=9(z)] = f(2) - g(2) =
(f - 9)(@).

Lema 4.3.5. Se f € uma funcao par e g € uma fungao impar, entdo o produto de

f.g é impar.

De fato, (f - g)(=x) = f(=x) - g(=2) = = f(x)g(z) = =(f - g) ().
Abaixo temos algumas funcoes interessantes para ilustrar a soma e produto

de funcoes que sao visualmente atrativas para mostrar aos alunos sao: Onda

Triangular, Onda Quadrada e Onda Dente de Serra.

Nesses exemplos, é interessante que o professor ja possua as fungoes salvas
no GeoGebra para que, quando mostrar aos alunos, possa apresentar os graficos

gradativamente.

Exemplo 4.3.4. Onda Triangular.

cos (2:1-1)7zx
Se colocamos na entrada do GeoGebra a funcao fi(z) =1— % - W

obtemos o seguinte grafico:

Quando tamamos a func¢ao

L () ()

L) =1-5 g iy 2-2-1)?

T2

obtemos o seguinte grafico:
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Ja para

2-1-1)mx 22—1)mx 2:3—1)mx
f (x) 1 é COS (%) n COS (%) n COS (%)
° 2\ (2-1-1)2 (2-2—1)2 (2-3—1)2

™

obtemos o seguinte gréfico:

Até chegarmos em

8 +% cos (7(2”_21)”>

fla)=1-— T@n-12

n n=1

cujo grafico vemos na figura 15

Figura 15 — Onda Triangular, em azul tomamos n = 1.

A ideia das préximas figuras é fazer um processo analogo ao exemplo da

Onda Triangular para os outros exemplos juntamente com os alunos.

Sabendo que podemos somar e multiplicar func¢des, podemos voltar ao
GeoGebra e verificar o grafico das fungoes seno e cosseno escrevendo as seguintes
fungoes:

f(z) = a+ bsin(cx + d)

g(x) = a+ bcos(cx + d)
onde a, b, c e d sao constantes, chamadas de parametros.

Agora, apresentamos algumas figuras alterando as constantes a, b, ¢ e d.
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Figura 16 — Onda Quadrada: f(z) = — 3 o — 1
- _

05

-0.5 05 15 25 35 4 45 55 B 6.5
-05

~
B
B

Figura 18 — f(x) = a + bsin(cz + d) cuja imagem assume o valor (0,0) e g(z)

a+ beos(cx + d).
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Figura 20 — A constante b altera a amplituda.

[
W

Figura 21 — A constante ¢ a frequéncia.

. 7
LA

Figura 22 — A constante d a translagdo no eixo Oz.
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Com isso, percebemos que alterar a constante d de maneira a obter um
grafico que se aproxima do que estavamos procurando na secao 4.1. Assim, temos
as ferramentas necessarias para trabalhar o problema de representar as fases da

Lua com fungoes periddicas que veremos na préxima secao.

4.4  Aplicacao

Agora que obtivemos alguns resultados da secao 4.2 e 4.3 podemos resgatar
os problemas que deixamos em aberto, isto é, qual a funcao que se aproxima da

curva formada pela figura 9.

Por iniciar com 2 = 0 e y = 0 vamos pensar na fungao f(z) = a+bsin(cz+d).
O grafico da figura 9 nao esta transladado horizontalmente nem verticalmente. Nao
alterou a amplitude mas estd com uma frequéncia maior. Logo, a =0, b =1ed = 0.
Ja o parametro ¢, se aumentarmos ele, a frequéncia diminuira. Entao, alterando ¢
entre 0 e 1, percebe-se que ele se aproxima da figura 9. Tomando ¢ = 0.231 temos
uma funcao seno com frequéncia de aproximadamente 28 unidades como vemos na
figura 23

o 2
f=a+bsen(x+d)

Figura 23 — f(x) = sin(0.231z).

Agora que temos uma ideia de como representamos as fases da Lua por
funcao seno. Vamos usar as 8 fazes da Lua comegando no ponto (0, 1) de modo a

obter a funcao cosseno.

Para a figura 24, associamos o ponto (0,1) para a Lua Nova. Tendo em

w 3m 5w

vista que querfamos o valor no eixo Oz e no eixo Oy para os angulos de 7, =, °F,

T ) V2 3m) _ V2 5\ — V2 ) V2
4.Comoocos(4)—2,cos(4)— 2,008(4)— 5, Cos () = 5.
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. Lua Nova >
3 °
Minguante Crescente
Quarto Minguante 2 Quarto Crescente
y \ } .
@
Mirlguaﬂte Gibosz Crescente Gibosa
Lua|Cheia N

\

Figura 24 — 8 fases da Lua no plano cartesiano.

Escolhemos os pontos (0,1) para a Lua nova, (g, g) para a Crescente,
(1,0) para a Quarto Crescente, (\2[, *[) para a Crescente Gibosa, (0, —1) para a

Lua Cheia, ( ‘[ f) para a Minguante Gibosa, (0, —1) para a Quarto Minguante,
(_i V2

5 5 ) para a Minguante.

Novamente queremos um periodo de aproximadamente 29, 5 dias. Alterando

o pardmetro ¢ da fun¢do condicional
a+beos(cx +d), se x € [(—d)/c,(2m —d)/c],

percebemos que precisamos ter mais precisao para o paramentro c. Por isso, vamos
na propriedade do paramentro e em “incrementro” colocamos 0,001. Assim, quando
o paramentro ¢ = 0.213 temos um perimetro de aproximadamente 29,5 dias.
Agora, precisamos saber onde cada Lua ficard de acordo com os dias da
semana. Para isso, dividimos 298’5 = 3,7. Assim, a posicao da Lua nova sera
(0,1), da Crescente serd (3 7, ﬁ) da Quarto Crescente serd (7.4,0), da Crescente
Gibosa sera (11 1 —i) da Lua Cheia sera (14.8, —1), da Minguante Gibosa sera
(18 5, —£> da Quarto Minguante serd (22.2,0) e da Minguante serd (25.9, g) e

inciard a Lua nova em (29.6,1) como mostra na figura 25.

Portanto, podemos desenvolver uma atividade de resolver e elaborar pro-

blemas em contextos que envolvem fenémenos periédicos reais e comparar suas
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c0s(0.213x)
Minguante Lua Nova
LuaNova Créscente Quarto Minguante °
0 3 6 Quarto Creséente 12 15 18 21 24 27 30

Crescente Gibosa Lu% Cheia Min’guante Gibosa

Figura 25 — As 8 fases da Lua estao distribuidas em 29,5 dias.

representagoes com as fungoes seno e cosseno, no plano cartesiano, com apoio de

aplicativos de algebra e geometria como diz na habilidade (EM13MAT306) da

BNCC. Deixamos de sugestao que os professores desafiem aos alunos para que

facam o grafico das 8 fases da lua para a funcao seno e das 4 fases da lua para a

funcao cosseno, analogamente ao que fizemos.
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5 Consideracoes Finais

O trabalho, portanto, buscou uma proposta que tenha resultados positivos
no processo de aprendizagem de fungoes seno e cosseno e suas propriedades em que
foi identificado nos cursos superiores como uma defasagem dos alunos [4]. Além
disso, temos a expectativa de que seja uma referéncia para professores que pensam
em ensinar as propriedades de fungoes trigonométricas e introduzir somas finitas

de fungbes utilizando o GeoGebra.

Por haver dificuldade na compreensao das propriedades das fungoes trigono-
métricas sem a minima visualizagao do que esta ocorrendo, buscamos construi-las
com o auxilio do software GeoGebra pelo fato de ser um software riquissimo, por
ser muito usados no ensino superior. Com isso, acredita-se que ndo somente o aluno
construa conceitos importantes, como também abra caminhos para o contato com
ferramentas tecnolégicas matematicas que o ajude nas préximas etapas das suas

formacoes.

Além disso, o trabalho contribuiu significantemente na aprendizagem de
matematica tendo em vista o estudo que se fez para provar as propriedades defungoes
trigonométricas, Coeficientes de Fourier, Convergéncias Pontual e Uniforme da Série
de Fourier, Transformada de Fourier, Espago de Schwartz, Operagao convolucao, o

problema da Barra Infinita e o problema da equagao do calor nao homogénea.
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7 Apéndice A: A Transformada de Fourier

Nesse capitulo estudamos alguma propriedades da transformada de Fourier
no espago de funcoes absolutamente integraveis, o Espaco de Schwartz e uma
introdugao ao conceito de convolugdo para fungoes nao periddicas do livro da Iério
(2007).

7.1 Transformada em (!

Definigao 7.1.1. Se f : R — C ¢ integrdvel em qualquer intervalo [a,b] e se a

integral impropria

+00 +b
[ lr@lde = tim [ @) de = £l < oo (7.1)

— 00 a,b—o0 J—q

existe, entdo a funcdo f: R — C dada por

A

f&) = 71O = o= [~ s (7.2

estd bem definida para qualquer & € R e sera chamada de transformada de Fourier

de f.

Denotamos por £! o espaco das funcgoes f : R — C absolutamente inte-
graveis, isto é, integraveis em qualquer intervalo [a, b] e satisfazendo 7.1. || - ||,
define uma semi-norma em £'.Como as funcoes em £! nio sdo necessariamente
continuas, || f||; pode ser zero sem que f = 0, basta que os pontos em que f é

diferente de zero formem um conjunto de medida nula.

Proposicao 7.1.1. Sejam f,g € L. Entdo:

F4+29)"(€) = F(&) + 2g(&), VA € C, VE € R;

2. f(&)=f(=¢), V¢ e R;

1.

—~
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3. sex,y€Re f,(x) = f(x—y), entdo f, € L e

(f,) () = e f (&), VE e R; (7.3)

4 |F©| < A=l fll, ¥EER.

Demonstracao. A primeira propriedade resulta da linearidade da integral.

(f+Xg)° (&) = \/g/jL<>O f+ Ag)(z)e % dy

N /+°° )+ Ag(@)]e €= da

m/_w (@) lﬁfderA—/ e~

= f(&)+23(9).

A segunda propriedade resulta da conjugacao da integral.

A

1 +o0
fl€) = \/%/ f(z)e

x)eirdr

—EE

\/%/-i-oo
(=5)-

I
kh>

Na terceira propriedade basta tomar t =  — y, como f € L', a translacao

f(t) e Lt
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~ 1 oo —ilx
(fy) (&) = \/%/_OO fy(x)e £y

e %% dg

\/lz—ﬁfmf(x—

—zg t+y)d<t + y)

\/% /+oo

ettt 4+ 0

=/

77,5 (t+y) dt

v Lo

£t o8y ¢

m/v:o f(t)e

= ft)e e dt
vV 21 J—o

e €V f(g).

Finalmente, aplicando o moédulo temos

fo) = o=| [ e
< \/%/Jroo f(x)e*igm dx
= z)| e |dx

v
m/
ﬁlmh-

x)|dx

]

Agora que temos algumas propriedades, vamos mostrar que a transformada
de Fourier é uniformemente continua no espaco real para fun¢oes sao absolutamente

integraveis. Para isso e para outras demonstracoes, usaremos a seguinte igualdade:
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le=%| = 1. De fato, usando a identidade e*® = cos(z) + i sin(x).

1
eifac

1
cos(éx) +isin(éx)
1 cos(éx) — isin(&x)
cos(éx) + isin(€x) cos(éx) — isin(Ex)
cos(éx) — isin(&x)
cos?(&x) + sin?(Ex)

|

(€
= |cos(éx) — isin(&x)

= \/(cos(fa:)) + (—sin(§x))?
= 1.

le—ifz

Teorema 7.1.1. Seja f € L'. Entio sua transformada de Foum’erf ¢ uniforme-

mente continua em R.

Demonstragcio. O queremos provar ¢ a continuidade uniforme que é uma propri-
edade global e nao local, no sentido de que a continuidade uniforme se refere a

imagem de dois pontos proximos serem proximas. Isto é,

Ve >0, 30> 0; EmeR[E—n| <o = |f(©) — fm)] <e

A ideia principal é quebrar o dominio da integracao em duas partes que
chamaremos de "caudas" e "corcunda' e entao usar propriedades para cada uma

dessas partes.

fer- 0| = | [T s s - [ e

_ ¢12_7T ‘ / ;OO Fl)fe € — e‘”’m]dx‘

[efifz o efinz]

dz

1 Foo
= @
1 e—ifar o e—inac

dx

=/ )

T | le—ifx _—inx

1 A
- d + / —z{a:
V2T /|x|>M(a) |f( . V21 J-M(e)

— e "\ dx.
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Na primeira parcela, usamos que por f € L' satisfaz (7.1) o que diz que a

integral nao diverge, ou seja, para €; > 0

[ @) <y,
|z|>M (¢)

o que significa que podemos tomar as caudas com uma area menor que infinito.
Agora, na integral das caudas precisamos ajustar o segundo fator. Mas, como
=67 — e=ine| < ||e=i€e| 4 | — emimT|| < 141 =2

Logo, a parcela das caudas fica:

1
dr < ——2e :E

V2T 2

| ‘e—ifm . e—inw

1
75 oo )

A segunda parcela é a corcunda, é mais complicada porque nao podemos
necessariamente dizer que a area é pequena, principalmente se tivéssemos que
tornar M () grande para obter as caudas suficientemente pequenas. Além disso

temos a parcela exponencial.

Agora usaremos a parte da hipdtese que ainda nao usamos. Se f € L1,
f € integravel em qualquer intervalo [a,b]. Logo, tomamos B(g) > 0 e B(e) =
SUPge[—M (e),M(e)] | f(@)].

O limite depende de ¢ porque, se variarmos ¢, esperamos que o limite varie.

Queremos obter uma estimativa para a corcunda que é 1util. Isso envolve trabalhar

com fator exponencial da seguinte maneira.
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¢ —¢e®l = |cosa+isinb— cosb—isinal

= |(cosa —cosb) + i(sinb — sina)|

= \/(cosa —cosb)? + (sinb — sina)?

= \/COSQa—2cosacosb—|—0082b+sin2a—QSinasinb+sin2b

= \/2 —2cosacosb— 2sinasinb)
= \/2(1 —cos(a — b))

—b
— 2 2¢in2 (2
2 (5
= 28in<a_b>
2
. (a—b)’
Sin
2

a—b|

IN

2

IN

2

2
= |a—b|.

Assim temos que:

‘6715:1: _ e in®

< fa| 1€ =l

Agora, podemos controlar o integrando da corcunda da seguinte forma: para

x € [-M(e),M(e)] e B o supremo da f nesse intervalo, temos

@)l e — e

< sup )]{!f(fv)\ =] [€ —nl}

z€[—M(e),M (e

< B(e)2M(e)[€ — n].

Entao, a parcela da corcunda fica

+M(

1
V2T /—M(a

T el < [ Beaue)le - nia
T (& — € xr ——— 19 19 — xXr
) T2 J=M(e) "

1

Var

IA

B(e)AM*(e)l¢ — .
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Finalmente, temos que

fO-fm] = 5+ =BEMEIE -l

V2me
B(2)8M2(2)

EneR, [E—nl<d= (&)~ fo)]<e.

Portanto, para todo € > 0, temos § = > 0, tal que

]

E interessante observar que o lema de Riemann-Lebesgue também é valido
em L1 isto é,se f € L1, f(f) — 0 quando |£] — 400. Aqui faremos a demonstragao

num caso particular.

Proposicao 7.1.2. Seja f € L' tal que [ é seccionalmente continua em qualquer

intervalo [a,b]. Entao

A

lim  f(£) =0.

|§|=+o00

Demonstracao. Queremos que dado € > 0, exista § > 0 tal que:

€] > 6= [f(&)| <.

Note que:

n 1 toeo —i€x
el = | [ e

= |\/12_7r /;M f(z)e ™ dx + f(x)e " dx

|z|>M
M —ifx —ifx
/ f(x)e ™ dx /x|>M f(x)e " dx

—-M

1

<
TN 27

De (7.1) temos que existe M > 0 tal que

/$|>M f(2)]dz < e

1
_l’_ -
\ 2T

Como f é seccionalmente continua em [—M, M], pelo lema de Riemann-

Lebesgue (Corolario 3.2.1), temos que:

€] > 6 = |f(9)] < e
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Portanto,
f < L € g + ) d
—i€x 4 / —i€x
el s o= | f@)eda T Jp @ e o
1 1
< €92M 4+ ——=¢e1 = €.
V2 ? V2T !

]

Um espacgo interessante para a Transformada de Fourier é o Espaco de
Schwartz. Nele, resolveremos um problema de Equacao do Calor que sera visto no
capitulo (8): Apéndice B. Na préxima secgao iremos definir e ver alguns resultados

do Espaco de Schwartz.

7.2 Espaco de Schwartz

O Espaco de Schwartz é a colecao das fungoes f : R — C infinitamente
diferencidveis em R tais que, quaisquer que sejam «, 3 € Z™, existe uma constante
Cy 3 com

2% f O (2)] < Cup, Vo € R; (7.4)
onde f#) é a B-ésima derivada de f. Denotamos o Espaco de Schawrtz por S = S(R).

Primeiramente, podemos notar que a fungdes de S tendem a zero em 400

rapidamente: de fato, se f € S, n € Ne g =0, temos que:

lim [f(z)] < lim

r—100 T—7F00 |:L‘n| -

0.

Logo, f(x) — 0 quando |z| — 400 mais rapido que o inverso de qualquer polinémio.

A préxima proposicdo nos dird que o espaco de Schwartz é "feito sob
medida'para o estudo da transformada de Fourier, visto que o diferencial no
dominio § possui imagem no contradominio S via transformada de Fourier, em

que sua imagem ¢ sua transformada de Fourier multiplicado por #£.

Proposigao 7.2.1. Se f € S entao f' €S e

(1) (&) = i f(6), Ve e R. (7.5)
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Demonstragdo. Vimos anteriormente que f’ € S. Calculando a transformada de

Fourier de f’ temos:

+o0o .
/ f(z)e " dx (7.6)

fae Rzt - (i) [ f@e ] (17)
©).

Em (4.6) usamos integragio por partes tomando u = ¢~%% e dv = f'(z)dz. Em (4.7)

S
3 3

I
~
Iy
-

precisarfamos analisar os limites quando x — +o00. Mas como f € S, f(x) — 0. O

Corolario 7.2.1. Se f € S entio f' €S e
(F0)(€) = (1) f(¢), VE€R. (7.8)

Demonstragdo. A ideia aqui tentar demonstrar por inducao. Usaremos a proposicao

7.2.1 como base de indugao (n = 1) e supomos que é valido para n — 1, isto é,

FODE) = )V (E). (7.9)

Agora provamos que ¢é valido para n.

e = \/;_w/;mf @) (7.10)
- e - e [ e

= i€(i&)" " f(€) = (1) F(£).

Onde em (4.10) tomamos u = ¢~ e dv = f™(x)dz. O

Esse resultado nos diz que o operador diferencial o agindo em & é levado,
x

via transformada de Fourier, no operador de multiplicacao i€ no espago { f:fes }.

Isto é,
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Isso implica que as equagoes diferenciais ordinarias podem ser transformadas
em equacoes algébricas e que, mais tarde, nos permitird que equagoes diferenciais
parciais sejam transformadas em equacoes diferenciais ordinarias. Sendo assim,

precisamos que verificar como é o espago das transformadas de S.

Se soubermos que a Transformada de Fourier 7 : S — S é uma bijecao,

entdo as férmulas

(F)E) z)e " dx (7.11)

:jQ_ﬂ/jf(

FEO = 5= [ Feeae (7.12)

sdo equivalentes: de fato, se (7.11) é vélido, como F é uma bijegao, toda f € S é

da forma f = § para alguma funcao g € S e portanto:

(F(2) = (Fg)(x) = (FFg)(x )—9(36)

) m/ . Ao
_ m / )T de.

Reciprocamente, se (7.12) ¢é valida,
_ —1 z{;t
(@) = (FED@) = (F ) = o= [ fa)eteas

Antes disso, precisamos usar um lema cuja demonstral¢ao esta no livro da
I6rio (2007) que nos permitird provar que a transformada de Fourier define uma

bijecao do espago de Schwartz em si mesmo.

Lema 7.2.1. Se f € S, entao fe Se

1 too o iz
f) = o= [ Foese

Teorema 7.2.1. A transformada de Fourier F define uma bijecao linear de S em

st mesmo e sua inversa ¢ dada por

—1 zf:(:
(F ) \/%/ ¢, 2 €R, fES. (7.13)
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Demonstragio. Para que F seja bijecao linear, precisamos que seja linear, injetiva

e sobrejetiva.
Pela proposicao 7.1.1 e pelo lema 7.2.1 a F : S — S é linear.

Para mostrar a injetividade, usamos a férmula de inversao do lema 7.2.1

para verificar quais func¢oes possuem imagem 0, isto é,

~ 1 +oo .
Ff:o;sfzo;»vgcema,f(x):\/%/_w F(6)ei€ede = 0.

Como (Ff)(x) =0= f(x) =0, temos a injetividade.

Falta mostrar que F é sobrejetiva, isto €, precisamos mostrar que dada

qualquer fungdo f no contradominio S, existe uma fun¢ao § no dominio § tal que
f=3.
Dado f € S,
1 +oo .
o) = o= | H©d
1 +oo ) ~
= 5 [ J© e = fa),

estd em S, pois f €Secomo f €S, f(—z)também estd em S e, pela férmula

de inversao no lema 7.2.1,

16 = = [ r@e
\/12_7/::0 g(—z)e " dx

1 oo iy A
= 5 | oSy =5(6)

isto é, f =g.

Portanto, a transformada de Fourier ¢ linear, injetiva, sobrejetiva e a inversa
¢ dada por (7.13).
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Uma operagao importante que é boa para o Espaco de Schwartz e corres-
ponde, via transformada de Fourier, a multiplicagdo pontual (a menos de uma

constante) é a operacao Convolucao que veremos na proxima segao.

7.3 A Operacao Convolucao

A Operacao Convolugao resulta, a partir de duas func¢des dadas, numa
terceira fungdo que mede a soma do produto dessas fungoes ao longo da regiao
desejada pela superposicao delas em funcao do deslocamento existente entre elas.
Veremos que a convolucao define uma operacao no espago de Schwartz e que
corresponde, via transformada de Fourier, a multiplicacdo pontual (a menos de

uma constante).

Primeiramente, vamos definir a operacao convolucao: se f € Lleg: R — C
é limitada e seccionalmente continua em qualquer intervalo fechado, a convolucao
de f e g é afuncao f *xg: R — C definida por
+00

(F9)@) = [ flgla—y)y, v € R (7.14)

— 00

Note que a integral em (7.14) converge, visto que como g ¢é limitada, existe M > 0
tal que |g(x)| < M, Vx € R, logo

7w =)l @IV = [ 1fwgle - y)ldy < MIfL < 400, (7.15)

Dada a defini¢do, vamos enunciar um resultado cuja demonstragao se en-
contra no livro da Iério (2007), o qual diz que a operagdo estd no espago das
funcoes infinitas vezes continuamente diferenciaveis reais e no espaco das fungoes

absolutamente integraveis.

Denotamos por C(R) o conjunto de fungoes f : R — C que nao infinitas

vezes continuamente diferencidveis (respectivamente continuas).

Lema 7.3.1. Se f,g € S, entdo fxge€ CX(R)NL e

I+ gl < [fllgls- (7.16)
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Sabendo que a operagao convolugao estd no espago C°(R) e no espago L',

podemos mostrar as seguintes propriedades:

Proposicao 7.3.1. Sejam f,g,h € S e A € C. Entdo:

1 fxg=gx*f,
2. (fxg)xh=[fx(g*h),
3. (f+g)xh=fxh+gxh,

4. Af)xg=Af*g)=f*(\g).

Demonstracao. 1. Toma-se o = x — .
+o00
(@) = [ Il —v)dy

—00

= (x — a)g(x — (x — a))do

—00

= [T ga)f(a~ a)da

o

= (g9*f)(@).
2. Aqui tomamos a =y — 2.

(Frg)em@) = [ (= a)whle—y)dy
= [T i@ty - e - y)d= dy
-/ :° / ;°° F(2)g()h(x — (2 + a))dz da
- /_;oo £(2) /_:O g(@)h(z — = — a)da dz

—+00

= [T rENg e ) — 2z
= (f*(g*h)(a).
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3.

(F+9)=h)@) = [ (F+9)whiz —y)dy

400
(N xg)@) = [ (Nl —ydy

]

Agora, definiremos um produto interno e uma norma no espaco de Schwartz

cujos detalhes estao presentes no livro Iério (2007, p. 191).

Definicao 7.3.1. Se f,g € S, definimos o produto interno em S como

<f,g>= /_J:O f(z)g(z)dx.

Definicao 7.3.2.

1/2

Il = (< £, 7>F = [ [ 15(0) Pl
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O proximo teorema, além de mostrar que a operagao convolugao é fechada
no Espaco de Schwartz, diz que a transformada de Fourier no espaco Schwartz da
operacao convolugao define uma multiplicacao pontual a menos de uma constante,

e ainda faz uma relacao direta entre a funcao e a Transformada de Fourier.

Teorema 7.3.1. Se f,g € S, entdo fxg€ S e

(f*9)°(&) = V2 [(€)3(€), VE e R. (7.17)
Além disso, vale a identidade de Parseval
1715 = 1715- (7.18)

Demonstracio. Como f,g € S pelo lema 7.3.1, podemos calcular a Transformada
de Fourier de f * g e as integrais convergem uniformemente, isto é, podemos trocar

a ordem de integragao, o que faz com que:

(f*9)(€) = ¢12—7T /_ :o(f v g)(z)e " dz

= = [ iwete =) dy

- \/12—W/+Oodyf / dz glz)e v+

= [T swes [ s g

- ¢—/ dy f(y w—/ dz g(=
= VIRf(©)(©).

—i€z

Logo, como f,g € §, pelo lema 7.2.1, f,g eSe(fxg) = \/27rf§ estao
em S. Assim, pelo teorema 7.2.1, temos que f xg € S.

Por fim, precisamos ver que |f[2 = | f]3.

T VGRS
GG

—0o0
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Como

onde g(y) = f(~y).

Temos que

1 = [ Reid

+oo
= [ lf@w)Pdy
= 1715
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8 Apéndice B: Equacao do Calor

8.1 Problema de Equacao do Calor nao-homogénea
Considere o seguinte problema:

u € C%*R x (0,400)) NC(R x [0, +00)) limitada,
U = Uye + g(z,1), (2,1) € R x (0, +00), (8.1)
u(z,0) = f(x), z € R,

onde f € C(R) e g € C'(R x [0, +00)) sdo fungoes limitadas dadas. A EDP em
(8.1) é a equagao do calor acrescida de um termo nao homgéneo g(z,t). Nesse
problema, tanto a EDP quanto condicao inicial nao sao homogéneas. Vamos dividir
o problema em uma EDP homogénea e outra com a condigao inicial homogénea,

isto é, respectivamente:

v € C*(R x (0,4+00)) NC(R x [0,+00)) limitada,
Vp = Ugg, (z,1) € R X (0,4+00), (8.2)
v(x,0) = f(x), v € R,

w € C*(R x (0,+00)) NC(R x [0, +00)) limitada,
Wy = Wy + g(x, 1), (,t) € R x (0,400), (8.3)
w(z,0) =0, z € R.

Procuraremos candidatos a solugao de (8.2) com o método de separacao de

varidveis e (8.3) com a transformada de Fourier.

8.2 Problema da Barra Infinita

Para o problema (8.2), chamado de Problema da Barra Infinita, observamos

primeiro que esse problema ¢é a equagao do calor usual tomando o = 1, em que a
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equagao do calor usual é dada por:
Up = P Uyy; (8.4)

mas isso nao é uma restri¢ao, visto que se tomarmos x = «a/y e v(z,t) = u(y,t)
transformaremos (8.4) na equacdo v; = v,, que temos em (8.2). Aqui tomamos
a equacao do calor usual com a derivada segunda em y apenas por uma questao

estética, isto é, para chegarmos em v,,.

A segunda observacao, é que o fato de v ser limitada é uma condigao de

contorno no infinito que ird garantir a unicidade de solucao.

Agora, vamos encontrar um candidato a solugao de (8.2). Para isso, aplicamos

o método de separacao de varidveis e vamos procurar solucoes da forma:

vz, t) = X(2)T'(t), (8.5)

para o problema de EDP homogénea (8.2).

ov
0%
Substituindo (8.5) em (8.2), obtemos:
XT = X'T
T/ X//
? = 7 = cte.

Assim, obtemos dois problemas:

X € C*(R) limitada,

"

X =-)X, em R.

(8.6)

T € C*(R x (0,4+00)) NC(R x [0, +00)) limitada,

, (8.7)
T = —\T, em (0,400).
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A solugao geral da EDO em (8.6) é:
X(z) = AeV™ + Be Ve, (8.8)

e, como procuramos solugoes limitadas, v/ —A\ tem que ser um imaginario puro, de
modo que A € R, A > 0.
A solucao geral da EDO em (8.7) é:

T(t) = Ce ™. (8.9)
Logo, obtemos, para cada A > 0, a solu¢ao do problema (8.2):
ux(z, t) = (A,\e"ﬁz + B,\e’iﬁ‘”)e’)‘t,
e tomando A = &2, £ >0,
ve(x,t) = (age™ + bge_ifx)e_€2t. (8.10)
Como nao temos uma familia enumeravel de auto-valores, nao podemos

formar uma série de todas as solugoes de (8.10). Mas o que corresponde a uma

"soma continua'é uma integral. Integrando as solugoes de (8.10) obtemos:
+o0 +o0 . . 2
vat) = [ uet)as = [ (@@ + b(e)e e g

+o00 . 400 .

= / a(f)ezgxe_SQtdﬁ—i—/ b(€)e e € e
0 0
+oo . 2 0 . 2

= / a(€)e® e tde +/ b(—&)e et tde
0 —00

- ¢127/;wg<5>ef%—f%d5.

Pela condic¢ao inicial, f deve satisfazer:

1 +o0 ,
_ i€x
T) = e~dE. 8.11
f@) = == [ sl (5.11)
A pergunta natural é, se f pode ser representada da forma (8.11) entdo quem serd
a funcao g?

A ideia sera proceder da mesma forma para encontrar os coeficientes de

Fourier, isto é:

= < Lo > o= [ f@)edade = gle).
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portanto, os coeficientes da expansao (8.11) devem ser dados por:
L trq R 8.12
= — r)e “*dx, & € R. )
o) = o= [ fw)e Sdae (8.12)
Substituindo (8.12) em (8.11) obtemos a solugdo do problema(8.2):
1 ptee
v )= o= [ FWK@ -y )y, (8.13)
onde o ntcleo do calor para esse problema é:
+oo 2,
K(x —y,t) = / e~Etet@y) g (8.14)

—0o0

8.3 Problema de Condicao Inicial nao-homogénea

Para o problema (8.3), aplicando a transformada de Fourier na variavel z,

obtemos

W(E,0) = 0.

em (8.15) usamos o Corolario 7.2.1.

(8.15)

(8.16)

Para cada £ € R fixo, temos um problema de valor inicial para uma EDO

de primeira ordem, ou seja, a solugao é tinica. Como (8.16) pode ser escrito como

Ayt 4 €20 = (£, 1), usamos o fator integrante e e obtemos:

w(E,t) = e_’fzt/otegzsg(ﬁ,s)ds.

Agora, calculando formalmente a transformada inversa na igualdade acima

obtemos:
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(Fla)(&t) = wlw,t) (8.17)
- = [ ot nea

+o0 t .
= — [6_€2t/ e£59(¢, s)ds]e’  d¢
0

—_

Como s < t, vale que:

400 —(x — v)?
(-9 ity g — [T (z —y)
/—oo ‘ ‘ ¢ t_gea:p( 4(t — s)

= 2rK(x —y,t—s).

Portanto, temos que
t +o00
w(zx, t) = / ds/ dy g(y,s)K(z —y,t — s). (8.18)
0 —00

Provar que as canditadas a solugdo definidas em (8.13) e (8.18) de fato sdo
solugoes, respecitivamente, de (8.2) e (8.3) e que (8.13)4(8.18) é a solugao de (8.1)

é um estudo interessante que fica para um futuro trabalho.
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