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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo expor a teoria, bem como os resultados fundamen-
tais, da Aritmética dos Restos ou também chamada Aritmética Modular (ramo da Mate-
matica que estuda as relagoes e operacoes entre os restos das divisdes entre dois niimeros
inteiros). Este assunto estd centrado dentro do conceito de congruéncia que, por sua vez,
envolve diretamente as ideias sobre divisibilidade dos ntmeros inteiros. E interessante
compreender a Aritmética dos Restos, pois possibilita perceber e inferir determinadas
propriedades para os numeros inteiros. Além do mais, apresenta-se no decorrer deste
trabalho uma atividade didatica realizada com estudantes dos trés niveis de Ensino com-
pletamente conectada com a Aritmética Modular. A referida atividade teve como intuito
proporcionar um espaco de aprendizagem deste objeto matematico que é a congruéncia

utilizando apenas operagoes basicas.

Palavras-chaves: Aritmética Modular, Restos Aritméticos, Congruéncias.



Abstract

The present work has for purpose to expose the theory, as well as the fundamental results,
of the Arithmetic of Remainders or also called Modular Arithmetic (branch of Mathema-
tics that studies the relations and operations between the remainders of the divisions
between two integers numbers). This subject is centered on the concept of congruence,
which, in turn, directly involves the ideas about divisibility in the integer numbers. It is
interesting to comprehend arithmetic about the remainders because it’s possible to per-
ceive and infer certain properties to the integer numbers. Furthermore, it presents in this
work a didactic activity that was realized with students in the three stages of Teaching
completely associate with the Modular Arithmetic. The referred activity has gotten as
purpose to provide a space of learning mathematical object that is the congruence using

only basic operations.

Key-words: Modular Arithmetic, Arithmetics Remainders, Congruences.
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Introducao

Em um determinado periodo na histéria da humanidade, o homem precisou cons-
truir um sistema numérico para poder quantificar os objetos ao seu redor. Sendo assim,
surgiu o mais natural conjunto para suprir tal necessidade; o conhecido conjunto dos nu-
meros naturais (N). Neste conjunto, o homem concebeu as operagoes bésicas/essenciais

(soma, subtrac¢do, multiplicacao e divisao) e, até mesmo, explorou suas propriedades.

Conforme o tempo passava, surgiu um certo empecilho com a subtragdo nos niime-
ros naturais, pois, como resolver o calculo de 2—37 Para responder a este questionamento,
era fundamental a construcao de outro conjunto, no qual a operagao de subtragao fosse
fechada (isto é, operando quaisquer dois elementos deste conjunto, entdo obtém-se um
outro elemento também pertencente ao mesmo [conjuntol). Logo, surgiu o conjunto dos

ndimeros inteiros (Z), onde contas como, 2 — 3, fossem solucionadas.

Todas essas descobertas/criagdes nao foram o épice do que podia ser encontrado
e, a vista disto, movido pela curiosidade do novo, o homem aprofundou seu conhecimento
através dos estudos das propriedades que esses conjuntos carregavam bem como ampli-
aram ainda mais outros ramos da Matematica. Refletindo sobre estas descobertas do
ser humano, reunimos e apresentamos neste trabalho, baseando-se no conjunto dos nu-
meros inteiros (pois N C Z), fundamentos matematicos necessarios para entendermos, a

posteriori, o conceito de congruéncia (tema principal deste texto como um todo).

O referido conceito de congruéncia é uma ideia matematica centrada na relacao en-
tre dois ntimeros inteiros com respeito ao resto de suas divisoes quando estes sao divididos
por outro nimero inteiro. Cabe destacar que o introdutor deste principio foi o matemaético
alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) quando este publicou, com seus 24 anos

de idade, o livro intitulado Disquisitiones Arithmeticae composto de 7 capitulos.

No que tangencia a aplicabilidade dessa noc¢ao, podemos pautar os fenémenos ci-
clicos como, por exemplo, as horas de um relogio, os dias do ano e, também, a passagem
do Cometa Haley pela terra. E possivel determinar/prever estes fatores/acontecimentos
conhecendo apenas algumas informacoes. Além disso, dentro da Matematica, as con-
gruéncias proporcionam uma notacao mais sofisticada para demonstrarmos os testes de
divisibilidade dos nimeros inteiros (conjunto de regras que permite saber quando um

nimero inteiro é ou nao divisivel por outro niimero inteiro).

Nesse sentido, separamos o presente trabalho em quatro capitulos dos quais reu-
nimos os principais resultados para compreendermos mais sobre as congruéncias. Sali-

entamos ainda que baseamos/fundamentamos nosso texto nas seguintes obras literdrias:

(GOMES; SILVA| 2018), (HEFEZ, 2009), (DOMINGUES| 1991)) e (SANTOS, 2020).
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A seguir, faremos uma sucinta descrigdo/apresentacao de cada um dos capitulos
para que o leitor possa, de forma organizada, compreender a diagramacao e como foram

divididos os assuntos neste trabalho.

No Capitulo [I] procuramos abordar alguns dos conceitos mais elementares da
Aritmética como a divisibilidade dos ntimeros inteiros, os nimeros primos e as equagoes
diofantinas lineares (conceitos totalmente interligados as congruéncias). Além disso, apre-
sentaremos as demonstracoes de teoremas cruciais para podermos prosseguir com nossos
estudos dentre os quais estao: Divisao Euclidiana - que fornece uma igualdade entre ni-
meros inteiros nao divisiveis por outro; e o Teorema de Bézout - que, além de mostrar a
existéncia do maximo divisor comum (mdc) entre dois ntimeros inteiros ndo simultanea-
mente nulos, proporciona escrever o mesmo como uma combinacao linear de outros dois

numeros inteiros.

As congruéncias, principal tema deste trabalho, sdo definidas precisamente no
Capitulo [2] juntamente com os mais relevantes resultados que o versa. Além do mais,
trouxemos uma atividade didética que foi realizada em trés niveis de ensino (Fundamental,

Médio e Superior) e, esta, possui relagao direta com o tema deste capitulo.

Na sequéncia, Capitulo [3| passamos a adentrar no universo das equagoes de con-
gruéncias lineares, ja que expande nossas possibilidades de resolver problemas envolvendo
congruéncias. Nesta parte, discutiremos a existéncia de solucao destes objetos de estudo
e formas de soluciona-las. Também apresentaremos as demonstracoes dos Teoremas de
Euler e Wilson e do Teorema Chinés dos Restos - resultados importantes para a Teoria dos

Numeros porque revelam expressoes que evidenciam a relacao entre os niimeros inteiros.

Por 1ltimo, mas ndo menos, trataremos, no Capitulo[d] a respeito das congruéncias
quadraticas para darmos continuidade ao que foi discutido no capitulo que a este ante-
cede. Aqui, procuramos estabelecer o Simbolo de Legendre que proporciona informagoes
sobre a existéncia de solugdes das congruéncias quadraticas. Ademais, enunciaremos e
demonstraremos a Lei da Reciprocidade Quadratica de Gauss que fornece uma igualdade

entre dois Simbolos de Legendre seguindo determinadas hipdteses.

Reforcamos, neste momento, que o leitor esteja familiarizado com os conjuntos
dos nimeros inteiros e saiba as propriedades bésicas referente as operagoes elementares
neste conjunto. Isto facilitard o entendimento de algumas passagens nas demonstracoes

dos resultados aqui apresentados.
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1 Pré-requisitos

Neste capitulo, iremos apresentar/elencar diversos conceitos preliminares que serao
inescusaveis para compreendermos os conceitos de congruéncias. Para isto, nos baseamos
nas seguintes literaturas: (DOMINGUES||1991), (GOMES; SILVA| 2018)), (HEFEZ, 2009))
e (SANTOS, 2020).

1.1 Divisibilidade em 7Z

O conjunto dos niimeros inteiros possui uma vasta gama de propriedades com as
operacoes de adicao e multiplicagdo como, por exemplo, associatividade, existéncia de
elemento neutro e comutatividade. Além disso, sabemos que todos os ntimeros inteiros
com a operagao de adigdo possuem simétrico, enquanto que para a operacao de mul-
tiplicagao isto nao é verdade, pois dado o nimero inteiro 2, por exemplo, nao existira
um numero inteiro a tal que 2 -a = 1. De fato, se existisse a € Z tal que 2-a = 1
terfamos que 2-a = (1 +1)-a = a+a = 1. Além disso, o antecessor de a serd
a—1=a—(a+a)=a—a—a= —a gerando um absurdo, visto que entre a e —a existe

o numero 0.

A partir disso, observamos que nao é possivel estabelecer uma operacao de divi-
sao de forma similar a utilizada para definir subtracao. Entretanto, através da relacao
de divisibilidade, que iremos definir no decorrer dessa se¢do, conseguimos expressar um
numero inteiro - que nao ¢é necessariamente divisivel por um outro niimero inteiro - numa

igualdade envolvendo as operacoes de soma e multiplicagao.

Iniciaremos esta secao apresentando os conceitos de nimeros multiplos e divi-
sores elencando suas principais propriedades. Em seguida, enunciaremos um resultado
importantissimo para os nimeros inteiros (Divisao Euclidiana) e, por fim, finalizaremos
definindo maximo divisor comum e minimo multiplo comum bem como enunciando e

provando os seus resultados mais relevantes para este trabalho.

1.1.1 Multiplos e Divisores

Os conceitos de niimeros multiplos e divisores estao inteiramente interligados, pois
um completa o outro e vice-versa. Além disso, convém mencionar que eles sao fundamen-
tais para comecarmos nossas compreensoes sobre divisibilidade no conjunto dos niimeros

inteiros, visto que suas estruturas sdo as mais elementares/essenciais.

Definicao 1.1.1. Dados a,b € Z, dizemos que a divide b quando existir algum ¢ € Z tal

que b = ¢ - a. Além disso, chamamos a de divisor, b de dividendo e ¢ de quociente.
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Para indicarmos que a divide b, iremos denotar tal fato como a|b enquanto que,
se a nao divide b, denotaremos por a { b. Ressaltamos também que no caso de a dividir
b, as vezes, é oportuno escrevermos que a é divisor de b ou b é divisivel por a ou ainda b
é multiplo de a em vista do fato dos conceitos de ntimeros multiplos e divisores estarem

associados. Vejamos alguns exemplos para ilustrar o que acabamos de definir.

Exemplo 1.1.2. Sejam os ntiimeros inteiros 25 e 3.350. Observe que 25|3.350, pois existe
c € 7, a saber ¢ = 134, de forma que 3.350 = 134 - 25.

Exemplo 1.1.3. Consideremos os niimeros inteiros —36 e 5.292. Note que 5.292 é mul-
tiplo de —36, ou seja, (—36)]5.292 porque existe ¢ € Z, a saber ¢ = —147, tal que
5.292 = (—147) - (—36).

Exemplo 1.1.4. Sejam os nimeros inteiros —25 e —1.256. Repare que para ¢ = 50
e ¢ = 51, temos 50 - (—25) = —1.250 e 51 - (—25) = —1275, respectivamente. Como
entre dois niimeros inteiros consecutivos nao ha nenhum outro niimero inteiro, decorre na
inexisténcia de ¢ € Z tal que —1.256 = ¢ - (—25). Portanto, (—25) 1 1.256.

Observagao 1.1.5. Veja que 00, pois dado qualquer ntimero inteiro ¢ a sentenga 0 = ¢-0
é satisfeita. Contudo, é falso que, para qualquer b € Z*, 0]b, porque nao existe nenhum
¢ € Z que torne a igualdade b = ¢-0 verdadeira e assim, pela notagao fixada anteriormente,

temos que 01 b.

Proposicao 1.1.6. Sejam a, b, c € Z. Entao,

a0, 1|a e ala;

alb <= |al||b];

)
)

iii) se alb e b|c, entdo alc;
) se alb e bla, entdo a = +b;
)

se a“b|, entao alb.
Demonstracao. Segue abaixo a prova de cada um dos itens.

i) Basta observar que: 0 =0-a,a=a-lea=1-a.

ii) Se a|b, entdo existe ¢ € Z tal que b = ¢ - a. Tomando o mddulo de b, segue que
b = |c-a|l = |¢| - al, logo |a] divide |b|. Por outro lado, se |a| divide |b|, entdo
existe ¢ € Z de forma que |b| = ¢ - |a|. Além disso, sabemos que |b| = b, se b > 0,
ou |b| = —b, se b < 0. De mesma forma, |a| = a (se a > 0) ou |a| = —a (se a < 0).
Sendo assim, se a > 0 e b > 0, entdo b = ¢ - a, assim alb. No caso em que a < 0 e
b >0, temos que b = ¢ (—a) = (—c¢) - a, assim alb. Analogamente mostra-se para
oscasos (a=>0eb<0)e(a<0eb<0).
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iii) Note que do fato de alb e b|c irdo existir ¢, € Z tais que b =q-a e ¢ = r-b. Assim,

substituindo b na segunda igualdade, obtemos ¢ =7 (q-a) = (r-q) - a, ou seja, alc.

iv) Se alb e bla, entdao sabemos que existem ¢, r € Z tais que b = q-a e a = r-b. Assim,
a=r-(q-a) < a=(r-q)-a< 1=r-q. Dessa ultima igualdade, podemos concluir

que ¢ =1 =1o0u q=r = —1 donde vemos que a = +b.

v) Por hipétese, existe ¢ € Z tal que |b| = ¢ - a. Atente que |b| = b, se b > 0, ou
|b| = —b,se b < 0. Seb >0, temos b = ¢ a, isto é, alb. No caso em que b < 0,

temos —b=c-a < b= (—c)-a, ou seja, alb. O

A partir de agora, iremos escrever o produto de dois niimeros inteiros a e b nao
mais como a - b, mas como ab para nao sobrecarregarmos a notagao (salvo os casos em
que lidamos com numeros propriamente ditos, pois pode causar confusao em vista que,

por exemplo, 52 é o ntiimero cinquenta e dois e nao 5 multiplicado por 2).

Proposicao 1.1.7. Dados a, b, c,d € Z, entao se alb e c|d temos que ac|bd.

Demonstragio. Se alb e c|d, entdo existem dois nimeros inteiros ¢, r tais que b = qa e

d = rc. Com isso, temos que bd = (ga)(rc) = (qr)(ac), isto é, aclbe. O

Proposicao 1.1.8. Sejam a,b,c € Z. Se a|b e alc, entdo para todo nimero inteiro x e y

temos que al(bz + cy).

Demonstracao. Por hipotese, temos que existem dois niimeros inteiros ¢, r tais que b = qa
e ¢ = ra. Agora, vamos multiplicar essas duas igualdades pelos niimeros inteiros x e
y, respectivamente, obtendo assim bz = (qa)x e ¢y = (ra)y. Por fim, vamos ter que
bx+cy = (qa)z+ (ra)y e, organizando os termos, ficamos com bx + cy = (qxr +ry)a donde

conclui-se a|(bx + cy). O

Proposigao 1.1.9. Sejam a,b € Z, com b # 0. Se alb, entdo |a| < |b].

Demonstragio. De fato, como a|b temos que existe ¢ € Z tal que b = ca. Assim, tomando
o médulo de b, temos [b| = |ca| = |c||lal. Observe que ¢ # 0 porque b # 0 e, dai,
le|] # 0 = |c| > 1. Do fato de |c| > 1, vai existir r € Z, tal que |c¢| = 1+ r donde segue
que |b] = (14 r)|a| = |a| + |a|r ou melhor dizendo |a| < |b]. O

Comentario 1.1.10. Esta tltima proposi¢ao nos evidéncia que o médulo do dividendo é
sempre igual ou maior do que o médulo do divisor. Inclusive, é possivel, de forma analoga,
provar que se o numero inteiro b puder ser escrito como b = ca, com a,c € Z e b # 0,
entdo |c| < |b| ou, em outras palavras, se a|b com b # 0, entdo o médulo do quociente de

b por a é no maximo |b|.
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Diante da definicao e dos resultados exibidos nessa subse¢ao, estamos prontos para
falar da Divisao Euclidiana, que discorrerd sobre a divisao dos nimeros inteiros que nao

sao, necessariamente, divisiveis por outro inteiro.

1.1.2 Divisao Euclidiana

Nesse topico, vamos apresentar um dos resultados mais relevantes para o estudo
de divisibilidade dos ntmeros inteiros como também para as congruéncias, a Divisao
Euclidiana. Contudo, antes de entrarmos em detalhes deste resultado, iremos abordar de
forma sucinta a historia do matematico cujo nome esta presente no resultado. Ressaltamos

que os préximos 5 pardgrafos foram baseados nos seguintes trabalhos: (HEFEZ, |2009)) e
(LUCHETTA, 2008]).

Esse resultado foi abordado por Euclides de Alexandria em sua obra denominada
Os FElementos, onde o resultado é enunciado sem uma demonstracao e trabalha exclusi-

vamente no universo dos nimeros naturais.

Sobre a vida de Euclides, pouco se sabe porque nao existem muitas informacoes
sobre o local de nascimento e causa da morte, por exemplo. Contudo, estima-se que ele
viveu por volta do século III a.C. e foi um matematico (considerado "Pai da Geometria")
que nao estabeleceu muitos resultados, porém foi quem organizou/sistematizou a logica
de apresentacao e rigor dentro da Matematica que, provavelmente, jamais foi alcancado

anteriormente.

Algumas das obras escritas por Euclides sao: Os dados, Divisoes de figuras, Os
fenémenos, Optica e Os Elementos. Esses registros cientificos sdo os mais antigos materiais
gregos parcialmente conservados e existentes apds A esfera de Autdlico (outro matemético
grego).

O trabalho desenvolvido por Euclides em Os Elementos é fundamental até os
dias atuais porque é uma fonte de pesquisa para organizar a teoria sobre os nimeros e
a Geometria. Convém salientar ainda que esse material é constituido por treze livros,
que estao divididos da seguinte maneira: Os seis primeiros volumes abordam o ramo da
Geometria na perspectiva plana, os volumes VII, VIII e IX sdo voltados para a area da
Aritmética, o volume X aborda os segmentos de retas incomensuraveis; e, por fim, os

altimos 3 volumes trazem a Geometria dos sélidos.

Depois de Euclides, o campo da Matematica que trata dos niimeros e operacoes
entre eles (Aritmética) acaba se estratificando por cerca de 5 séculos até que Diofanto de
Alexandria ressurge com seus estudos sobre equagoes no universo dos niimeros racionais
e inteiros. Cabe mencionar que as equacoes de estudo de Diofanto sao chamadas de
equagoes diofantinas em homenagem a este matemético (saberemos mais informagoes

sobre este matematico e suas equagoes na Secao |1.3)).
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Antes de enunciarmos e provarmos o resultado da Divisao Euclidiana, vamos enun-
ciar outros dois resultados que se fazem necessarios para mostrarmos o resultado principal.
Ressaltamos que nosso objetivo nao serd demonstrar estes outros dois [resultados] e, por
isto, ao leitor que tiver curiosidade de saber como ¢ a demonstracao dos mesmos, aconse-
lhamos que busquem no livro (HEFEZ, 2009).

Teorema 1.1.11 (Principio do Menor Inteiro). Seja X um subconjunto nao-vazio do
conjunto Z dos ntimeros inteiros. Se X admite cota inferior em Z, entdo X possui um

menor elemento (ou elemento minimo).

Proposigao 1.1.12 (Principio de Arquimedes). Dados os ntimeros inteiros a e b quais-

quer, com b # 0, entdo existe um nimero inteiro n tal que nb > a.

Estamos prontos para entender a Divisao Euclidiana!

Teorema 1.1.13 (Divisao Euclidiana). Sejam a e b niimeros inteiros quaisquer com b # 0,

entao existem dois tinicos nimeros inteiros g e r de forma que a = bg+1r, com 0 < r < [b].

Demonstracao. Iremos dividir a prova do teorema nas seguintes duas etapas: Existéncia

e Unicidade.

Existéncia: Consideremos o conjunto X = {a —bx; x € Z N a —bx > 0}. Pelo
Principio de Arquimedes [1.1.12] existe n € Z tal que (—b)n > —a e, assim, a — bn > 0.
Logo, temos que a — bn € X, ou seja, X # (. Além disso, note que X ¢é limitado
inferiormente por niimeros negativos e, pelo Principio do Menor Inteiro [1.1.11], existe um
menor elemento em X, digamos r. A partir disso, existe ¢ € Z tal que r = a — bq além de
r > 0 (pois r € X). Mostraremos que r < |b|. De fato, se r > |b|, entdo vai existir s € N
tal que r = |[b| + s, com 0 < s < r. Entretanto, isso contradiz o fato de r ser o menor
elemento uma vez que s = a —b(qg+ 1) (se b > 0) ou s =a—b(qg— 1) (se b < 0), isto é,
s € X, com s < r. Portanto, existem os niimeros inteiros ¢ e r tais que a = bq + r, com
0<r<|b.

Unicidade: Suponhamos que existam os nimeros inteiros ¢,r,q; e r; tais que
a=>bg+r, com0<r<|b,ea=bg +ry, com0<r <lb. Observe que r = a — bq
er, = a—bq, logor—1r = b(qg1 —q). Além disso, obtemos das desigualdades que
—|b| <7 —ry <|b|]. Entao, r —ry = 0 porque ¢ o tnico multiplo de b naquele intervalo e

com isso segue r = r1. Assim, 0 = b(q; — q) e, como b # 0, temos ¢ = ¢;. 0

Os ntmeros inteiros a, b, g e r sdo chamados de dividendo, divisor, quociente e resto,

respectivamente. Observemos alguns exemplos os quais aplicamos o teorema acima.

Exemplo 1.1.14. Dados os niimeros inteiros 2.345 e —6. Note que aplicando a Divisao
Euclidiana de —6 em 2.345 existem os tinicos nimeros inteiros —390 e 5 de forma que
2.345 = (—6)(—390) + 5.
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Exemplo 1.1.15. Sejam os ntimeros inteiros —6.185 e —50. Observe que existem e sao
Unicos os nimeros inteiros 124 e 15 tal que —6.185 = (—50)(124) + 15.

Comentario 1.1.16. Repare que o fato de b # 0 é crucial para que o teorema seja véalido
porque se b = 0, entdo r = a e ¢ seria um inteiro qualquer. Isto torna inconsistente a

existéncia de 0 < r < |b| e a unicidade do préprio g.

Comentario 1.1.17. Quando o resto da divisao entre dois ntimeros inteiros for nulo,
entao temos que um desses dois nimeros é multiplo do outro. De fato, dados a,b € Z
com b # 0, entdo existem ¢,r € Z tal que a = bg+r e 0 < r < |b|. Se r = 0 temos
a = bq+0 = bg = gb = bla. Por outro lado, se bla = Jq € Z tal que a = qgb = bg = bg+0

e, assim, basta tomar r = 0.

Comentario 1.1.18. Outro fato interessante, que surge do Teoremall.1.13] é em relacao a
distribuicao dos niimeros inteiros, visto que a partir da Divisao Euclidiana de um inteiro a
por 2, por exemplo, temos que a = 2k+7r, com 0 < r < 2e k € Z. Assim, as possibilidades

de a sao a = 2k ou a = 2k + 1. Neste caso, podemos construir os conjuntos abaixo:

{a=2k:keZ} = {.,—8-6,-4,-2,0,2,4,6,8,..}
{a=2k+1;keZ} = {.,-9,-7,—-5,-3,—1,1,3,5,7,9,...}

Observe que esses conjuntos sao disjuntos, ou seja, sua interse¢ao € vazia e ainda a reuniao
é o conjunto dos nimeros inteiros, logo dizemos que estes conjuntos formam uma particao
do conjunto Z. Além disso, a esta particdo, chamamos o primeiro conjunto de conjunto

dos numeros pares e o segundo de conjunto dos niumeros impares.

1.1.3 Maximo Divisor Comum - MDC

Agora estamos interessados em saber se existe um ntimero inteiro positivo perten-
cente ao conjunto dos divisores de outros dois ntimeros inteiros, nao ambos nulos, tal que
esse elemento seja o maior possivel e que, por sua vez, divida esses dois niimeros inteiros
simultaneamente. Se existir esse elemento, entdao vamos chamar ele de mdzimo divisor

comum entre esses dois numeros inteiros.

Definicao 1.1.19. Sejam a,b € Z nao simultaneamente nulos. O maximo divisor comum
entre os numeros inteiros a e b é o maior inteiro positivo d que satisfaz as seguintes

condigoes:

i) dla e d|b;

ii) Se existir d; € Z tal que d;|a e dq|b, entao d|d.
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Em vez de ficarmos escrevendo os termos "maximo divisor comum entre os nimeros
inteiros a e b", iremos escrever mdc(a,b) para indicar tal fato. A seguir, veremos um

exemplo.

Exemplo 1.1.20. Consideremos os niimeros inteiros 8 e —16. Listando o conjunto de di-
visores desses nimeros, que denotaremos por D(8) e D(—16) (respectivamente), obtemos
D(8) = {£1,£2,4+4,48} e D(—16) = {£1,+2,£4,48,+16}. Os divisores em comum
entre 8 e —16 vao ser +1, 2, +4 e +8. Diante disso, vemos que o maior divisor positivo
e comum a esses numeros serd o 8 e, portanto, mdc(8,—16) = 8 porque 8|8, 8|(—16) e

quaisquer um dos demais divisores comuns vao dividir 8.

Observacgao 1.1.21. O mdc(0,0) nao esta definido, visto que qualquer inteiro divide 0
como visto no item (i) da Proposicao [1.1.6]

Proposigao 1.1.22. Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Assim, temos que:

i) mdc(a,b) é Gnico;
ii) mdc(a,b) = mde(b, a);
iii) mdc(a,b) = mdc(|al,|b|);
iv) mde(a,1) = 1;
v) se a # 0 = mdc(a,0) = |al;

vi) se a # 0 e alb, entdo mdc(a,b) = |al.
Demonstragdo. Segue abaixo a prova de cada um dos itens.

i) Suponhamos que mdc(a,b) = d e mdc(a,b) = d;. Pela Defini¢ao [1.1.19] segue que
d|a, d|b, di|a e dq|b. Inclusive, d|d; e 0 mesmo ocorre para dy, ou seja, d;|d. Assim,
pelo item (iv) da Proposigao e do fato de d > 0, segue que d = dj.

ii) Consideremos que mdc(a,b) = d e mdc(b,a) = d;. Sendo assim, d|a, d|b, di|a e
di|b. Inclusive, d|d; do mesmo modo que d;|d. Portanto, segue do item (iv) da

Proposicao [1.1.6| e do fato de d > 0 que d = d;.

iii) Suponhamos que mdc(a, b) = d. Logo, d|a e d|b. Dai, existem ¢, r € Z tal que a = qd
e b = rd. Tomando o médulo de a e b, temos |a| = |¢d| = |q||d| = |q|d = d’\a!
e |b] = |rd| = |r||d| = |r|d = d“b[. Agora, suponhamos que dl“a| e dl“bl. Pelo
item (v) da Proposi¢ao [L.1.6] di|a e di|b. A partir disso, pela segunda condicdo da

definigdo de maximo divisor comum d;|d. Portanto, d = mdc(a,b) = mdc(|al, |b]).

iv) Se d = mdc(a, 1), entdo d|a e d|1. Como d|1 e 1|d, segue do item (iv) da Proposicao
1.1.6| que d = +1. Pelo fato de d > 0, temos d = 1.
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v) Seja d = mdc(a,0). Note que mdc(a,0) = mdc(|al,0), logo basta mostrar para o
caso a > 0. Atente que d|a e d|0. Além disso, ala e a|0. Portanto, pelo segundo
item da definigdo de méaximo divisor comum, segue que a|d, mas d|a concluindo que

d=a.

vi) Pela propriedade (iii), podemos supor a > 0 sem perder a generalidade do resul-
tado. Suponhamos d = mdc(a,b), entao dla e d|b. Além disso, sabemos que ala e,
por hipdtese, a|b. Pelo segundo item da definigdo de méximo divisor comum, ald.
Portanto, a = d. O

Observacgao 1.1.23. Repare que a partir da propriedade (iii) da Proposicao [1.1.22] po-
demos inferir que mdc(a, b) = mdc(—a, —b) = mdc(—a, b) = mdc(a, —b) = mdc(|al, |b]).

Exemplo 1.1.24. Sabemos, pelo Exemplo que mdc(8,—16) = 8. Dai, pela ob-
servagao que acabamos de ver, tem-se que 8 = mdc(8,—16) = mdc(8,16). Inclusive,
podemos simplesmente aplicar o item (vi) da Proposicao uma vez que 8|16 e con-
cluir que mdc(8, —16) = mdc(8,16) = 8 sem que necessitdssemos analisar o conjunto de

divisores desses niimeros e verificar o maior divisor positivo e comum a eles.

Exemplo 1.1.25. O mdc(—50, —1) = mdec(50,1) = 1, pois basta aplicar o item (iv) da
Proposicao [1.1.22]

Comentario 1.1.26. Sabemos calcular o maximo divisor comum entre dois nimeros in-
teiros quando sao satisfeitas as hipoteses da Proposicao [1.1.22] ou listando os divisores
de ambos os ntmeros e verificando o maior divisor comum. Contudo, nem sempre esta-
mos dentro das hipdteses da referida proposicao ou é muito trabalhoso listar os divisores
de dois nimeros, quando estes sao grandes. Diante disso, como calcular, por exemplo,

mdc(852, —458)7 Isto é o que iremos ver no segmento desta subsegao.

Enunciaremos e provaremos a seguir um teorema muito importante para o maximo
divisor comum, visto que até entao nao provamos sua existéncia. Noés trabalhamos com
esse conceito na hipotese de se existir entdo sao satisfeitas tais propriedades, mas agora
esse teorema ird definitivamente mostrar que o maximo divisor comum sempre existe além
de evidenciar que é possivel escrevé-lo como uma combinagao linear. O referido teorema
é chamado de Teorema de Bézout por conta do mateméatico Etienne Bézout, que provou

o analogo do resultado para polindémios.

Etienne Bézout foi um mateméatico francés que nasceu na cidade de Nemours no
ano de 1730 e morreu em 1783 na comuna de Avon ainda na Franga. Seu principal trabalho
foi Théorie générale des équations algébriques (em portugés: Teoria geral das equagoes
algébricas) e sua publicagdo aconteceu no ano de 1779 em Paris. (MACHADO, 2013).

Embora Bézout nao tenha demonstrado o resultado para os niimeros inteiros e sim

para o caso mais geral (polindmios), é sabido que Claude Gaspard Bachet de Méziriac
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(1581 - 1638), que foi outro matemético francés, provou para os numeros inteiros tal
relagdo. (BERTONE, [2014]).

Teorema 1.1.27 (Teorema de Bézout). Dados a, b € Z nao simultaneamente nulos, entao

existem os nimeros inteiros x e y tais que mdc(a, b) = ax + by.

Demonstragao. Vamos dividir a prova deste teorema em trés casos.

(1° caso): Se a = 0 e b # 0, entdo sabemos que mdc(0,b) = |b|. Com isso, basta tomar
um inteiro qualquer x e y = 1, se b > 0, ou um inteiro qualquer z e y = —1, se b < 0,
para assim obtermos a combinacao linear desejada.

(2° caso): Quando a # 0 e b =0 a prova é andloga ao caso anterior.

(3° caso): Se a e b sdo nimeros inteiros nao nulos. Vamos considerar o seguinte conjunto
auxiliar: X = {ax +by; axr +by >0 A z,y € Z}. Repare que X # ) porque se a > 0,
entdo 0 < a-1+b-0, mas caso a < 0 atente que 0 < a-(—1) +b-0. Observe que X
possui cotas inferiores em Z (ntimeros negativos) e, através do Principio do Menor Inteiro
[[.T.11} X possui um menor elemento. Digamos que d = min X, onde min X quer dizer

o elemento minimo de X. Como d € X, entao existem z,,y, € Z tais que:

d = ax, + by,. (1.1)

Agora, precisamos apenas mostrar que d = mdc(a,b). E claro que d > 0 (pois
d € X). Assim, vamos aplicar o Teorema [1.1.13| aos niimeros inteiros a e d. Sendo assim,

existem tnicos q,r € Z tais que:

a=dq+r; 0<r<|d =d. (1.2)

Diante das Equacoes (1.1]) e (|1.2)), obtemos:

r = a—dq
= a— (ax, + byo)q
= a—ar.q — by.q
= a(l = 2oq) + b(—Yoq)-

Da igualdade acima, percebe-se que r € X, ja que r ¢ uma combinacao linear de
a e b além de ser maior do que ou igual a zero. Dai, como 0 <7 < d e d = min X nao
podemos ter r # 0. Logo, r = 0 fazendo com que a = dgq = d|a. De forma andloga,
prova-se que d|b. Inclusive, se di|a e d1|b, pela Proposi¢ao[1.1.8] temos d;|(az, + by,) = d.
Portanto, segue que d = mdc(a, b). ]

Lema 1.1.28. Os elementos do conjunto X = {ax + by; x,y € Z} sado divisiveis pelo
mdc(a,b).
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Demonstra¢io. Suponhamos que mde(a,b) = d, entdo d|a e d|b. Disso, segue pela Pro-
posicao que d|(az 4 by) para quaisquer z,y € Z. Isto completa a demonstragao,
pois qualquer combinacao linear dos niimeros inteiros a e b estao em X e sao multiplos

de d = mdc(a,b). O

Lema 1.1.29. Os multiplos do mdc(a, b) sdo elementos de X = {ax + by; z,y € Z}.

Demonstragio. Seja d = mdc(a,b). Entao, pelo Teorema [1.1.27] existem z,y € 7Z tais
que d = axr + by. Multiplicando d por um nimero inteiro ¢ qualquer, temos que dq =
(ax + by)q = (ax)q + (by)q = a(xq) + b(yq). Portanto, segue que dg € X. H

Teorema 1.1.30. Sejam os numeros inteiros a e b ambos nao simultaneamente nulos.

Entao o conjunto dos miltiplos de mdc(a, b) é igual ao conjunto X = {ax+by; =,y € Z}.

Demonstracao. Consequéncia imediata dos Lemas [1.1.28] e [1.1.29] O

Proposicao 1.1.31. Sejam os nimeros inteiros a e b ndo simultaneamente nulos. Se

a = bq + r, entdo mdc(a,b) = mdc(b, r).

Demonstracio. Seja d = mdc(a,b). Queremos mostrar que d = mdc(b,r). Do fato de
d ser o maximo divisor comum de a e b, segue que d|a e d|b. Por hipétese, a = bg + r
e, assim, podemos reescrever a igualdade como r = a — bg. Como d|a e d|b segue da
Proposicao que d|(a — bg) = r. Suponhamos agora que existe um inteiro d; tal que
di|b e dy|r. Precisamos mostrar que d;|d. De fato, como fizemos para descobrir que d|r,
descobrimos que d;|(bg +r) = a. Com isso, temos que d;|a e d;|b, entdo pela defini¢ao de

méximo divisor comum, d;|d. Isso mostra que d = mdc(b,r). O

Exemplo 1.1.32. Vamos calcular o mdc(15,6). Aplicando a Divisdao Euclidiana de 15
por 6, existem os Unicos numeros inteiros 2 e 3 tais que 15 = 6 - 2 + 3. Logo, pela
Proposicio [1.1.31], mdc(15,6) = mdc(6,3) e, por sua vez, como mdc(6,3) = mdc(3,6) e
3|6, temos que mdc(15,6) = mdc(6,3) = mde(3,6) = 3.

Nesse instante, vamos apresentar o Algoritmo de Euclides, que também é conhecido
como Processo das Divisoes Sucessivas. Esse método ird responder o questionamento feito
no Comentério [1.1.26/ sobre como calcular o mdc(852, —458).

Consideremos a e b nimeros inteiros ambos nao simultaneamente nulos. Vamos
calcular o mdc(a, b) que, por sua vez, é igual ao mdc(|al, |b]) e desta forma podemos supor

sem perder a generalidade que os inteiros a e b sao positivos.

Iniciaremos o processo realizando a Divisao Euclidiana de a por b. Logo, existem
0s Unicos numeros inteiros ¢ e 1 tais que a = bgy + 1, com 0 < r; < b. Se r; = 0,
entdo bla e, com isso, mdc(a,b) = b. Caso r; # 0, entdao pela Proposigao temos que
mdc(a,b) = mde(b,ry).
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Repetindo o processo para b e ry, existirdao tnicos nimeros inteiros ¢, e ry de
forma que b = rigs + 19, com 0 < 79 < 1. Se ro = 0, entdo r1|b e, assim, mdc(a,b) =

mdc(b, 1) = ry. Por outro lado, se 5 # 0, obtemos que mdc(b, 1) = mdc(ry,12).

De mesmo modo, para r; e ry, vao existir inicos ¢z e r3 numeros inteiros tais
que r; = roqs + 13, com 0 < r3 < ro. Se rg = 0, entdo rq|ry e, a partir disto, obtemos
que mdc(a,b) = mdc(b,r1) = mde(ry,re) = 5. Contudo, se r3 # 0 vamos ter que

mdc(ry,re) = mdc(ra, 3).

Prosseguindo com o mesmo raciocinio/pensamento, teremos 7x_1 = kg1 + k11,

com 0 < g <71 ek >2 Atente query > 1y >1r3 > ... > 0.
Afirmacao: O inteiro r; = 0.

De fato, consideremos o conjunto X = {ry,79,...}. Note que se todos os elementos
desse conjunto nao forem nulos, entao temos que X seria um subconjunto nao vazio de
Z admitindo assim cotas inferiores (niimeros negativos), mas nao admitindo um menor
elemento contrariando o Principio do Menor Inteiro [1.1.11} Portanto, existe algum k

inteiro positivo tal que ryy 1 = 0.

Desta forma, r,_1 = Txqx11, Ou seja, 7x|rg_1. Assim,

mdc(a,b) = mde(b, 1) = mdc(ry, ) = mde(re,r3) = ... = mdc(rg—1, %) = Tk

Finalmente, podemos calcular o maximo divisor comum entre quaisquer dois ni-

meros inteiros nao simultaneamente nulos.

Comentario 1.1.33. Esse processo das divisdes sucessivas é outra forma de mostrar a
existéncia do maximo divisor comum entre os nimeros inteiros a e b, mas nao nos fornece
a existéncia da combinacao linear que podemos expressar o mdc(a,b) como é feito no
Teorema de Bézout [L1.27

Exemplo 1.1.34. Vamos encontrar o mdc(852, —458), que é igual ao mdc(852,458).
Aplicando a Divisao Euclidiana de 852 por 458, existem unicos niimeros inteiros 1 e 394
de maneira que 852 = 458 - 1 + 394 e, dai, mdc(852,458) = mdc(458,394). Repetindo
o processo para 458 e 394, temos que 458 = 394 - 1 4 64 e, assim, mdc(458,394) =
mdc(394,64). De mesmo modo, 394 = 64 - 6 + 10 donde mdc(394,64) = mdc(64, 10).
Realizando mais uma vez a Divisao Euclidiana de 64 por 10, obtemos 64 = 10 -6 + 4
e, entao, mdc(64,10) = mde(10,4). Por fim, 10 = 4 - 2 + 2 implica que mdc(10,4) =
mdc(4,2) = mdc(2,4) e, como 2|4, mde(4,2) = 2. Portanto, mde(852, —458) = 2.

Defini¢ao 1.1.35. Sejam a,b € Z nao simultaneamente nulos. Quando mde(a,b) = 1,

dizemos que a e b sao primos entre si, ou coprimos, ou ainda, relativamente primos.
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Teorema 1.1.36. Sejam a e b nimeros inteiros ndo simultaneamente nulos. Diremos
que a e b serao coprimos se, e somente se, existirem dois ntimeros inteiros x e y tais que

ar + by = 1.

Demonstragio. Seja mdc(a,b) = 1. Pelo Teorema existem ndmeros inteiros x e
y tais que ax + by = mdc(a,b) = 1. Por outro lado, suponhamos que existam nimeros
inteiros « e y de modo que ax + by = 1 e mdc(a,b) = d. Do fato do mdc(a,b) = d
segue que d|a e d|b donde tem-se, também, que d|(azx + by) = 1 (pela Proposicao [L.1.8).
Inclusive, 1|d e assim d = +1. Como d > 0, s6 podemos ter que d = 1. O

Destacamos que o teorema acima caracteriza quando os ntmeros inteiros a e b
serao coprimos. Inclusive, salientamos que a primeira implicagdo é apenas o Teorema de
Bézout aplicado para o caso particular quando o maximo divisor comum de dois niimeros
inteiros é 1. Agora, vejamos dois corolarios deste teorema para aplicacao direta e que

serao de grande utilidade mais adiante.

Corolario 1.1.37. Dados os ntimeros inteiros a e b, com a # 0 ou b # 0. Se mdc(a,b) = d,

entao mdc (%, g) =1.

Demonstragio. Seja mdc(a,b) = d. Pelo Teorema [1.1.27, existem niimeros inteiros x e
y tais que axr + by = d. A partir disso, temos que §x + gy = 1 (repare que § e % Sa0
nimeros inteiros, ja que d|a e d|b). Aplicando a reciproca do Teorema [1.1.36 para esta

ultima igualdade, obtemos que mdc (%, 2) =1. O

Corolario 1.1.38. Sejam a, b ¢ ¢ ntimeros inteiros, onde b # 0. Se bla e mdc(a,c) = 1,

entdo mdc(b, c) = 1.

Demonstragio. Se bla, entdo temos que existe o nimero inteiro ¢ de forma que a = gb.

Além disso, mdc(a,c) = 1 donde segue do Teorema [1.1.36| que existem x,y € Z tais que
ax + cy = 1. Logo, ax + cy = (gb)x + cy = b(qx) + cy = 1 = mde(b,c) = 1. O

Defini¢ao 1.1.39. Sejam os niimeros inteiros a, b e ¢ nao todos nulos. O mdc(a,b,c) é o

maior inteiro positivo d que satisfaz as seguintes condigoes:
i) dla, d|b e d|c;
ii) Se existir d; € Z tal que dy|a, di|b e di|c, entao d;|d.
Teorema 1.1.40. Sejam a, b e ¢ niimeros inteiros ndo todos nulos. Entao,

mdc(a, b, c) = mdc(mde(a,b), c).
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Demonstragio. Sejam mdc(a,b,c) = d e mde(a,b) = dy. Note que di|a e dy]b e, pelo
Teorema existem x,y € Z tais que ax + by = d;. Inclusive, observe que d|a e d|b e,
com isso, d|d;. Logo, d é um divisor comum de d; e c. Suponhamos agora que ds seja um
divisor comum qualquer de d; e ¢, isto é, dy|a, da|b e dy|c. Pela Defini¢ao [1.1.39] temos
que dy|d. Portanto, mdc(a, b, c) = mdc(mde(a,b),c) = d. O

1.1.4 Minimo Miltiplo Comum - MMC

Iremos, agora, analisar o conjunto de multiplos de dois nimeros inteiros ambos
nao nulos e saber se é possivel que exista um menor elemento positivo que seja comum a
esses nimeros inteiros. Se existir esse elemento, vamos denominé-lo de minimo maltiplo

comum entre esses dois nimeros inteiros.

Definicao 1.1.41. Sejam a,b € Z, com a # 0 e b # 0. O minimo multiplo comum entre

os numeros inteiros a e b é o menor inteiro positivo m que satisfaz as seguintes condigoes:

i) alm e b|lm;

ii) Se existir m; € Z tal que alm; e blmy, entdo m|m;.

Em vez de ficarmos escrevendo "minimo multiplo comum entre os niimeros inteiros

a e b'", iremos escrever mmc(a,b) para indicar tal fato. A seguir, vejamos um exemplo.

Exemplo 1.1.42. Sejam os ntimeros inteiros —5 e 2. Listando o conjunto dos multiplos
de —5 e 2, que denotaremos por M(—5) e M(2) (respectivamente), obtemos M (—5) =
{0, £5, £10,+15, £20, £25, ...} e M(2) = {0, £2,+4, £6,+8, £10,...}. Os multiplos co-
muns entre —5 e 2 sao 0, £10, £20, £30, .... Diante disso, vemos que o menor multiplo
positivo e comum a esses niimeros serd o 10 e, portanto, mmec(—5,2) = 10 porque (—5)|10,

2|10 e quaisquer um dos demais multiplos comuns sao divisiveis por 10.

Observagao 1.1.43. O mmc(0,0) nao esta definido, visto que o conjunto dos multiplos
de 0 possuirda um tnico elemento, ele proprio, e, pela definicao de minimo multiplo comum,

o mme(0,0) deve ser o menor elemento positivo - 0 que nao existe.

Proposicao 1.1.44. Sejam a e b nimeros inteiros ndo nulos. Entao:

i) mmc(a,b) é tnico;

ii) mme(a,b) = mme(b, a);
iii) mme(a, b) = mme(|al, |b]);
iv) mmc(a,1) = |al;

v) se alb, entdao mmc(a,b) = |b|.
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Demonstracao. Segue abaixo:

i) Suponhamos que mmec(a,b) = m e mme(a, b) = mq, entdo a|m, blm, almy e bjm;.
Pelo segundo item da Definicao [1.1.41] m|m; assim como m;|m. Portanto, segue

que m = m;y.

ii) Seja mmc(a,b) = m e mmc(b,a) = my, entdo temos que a|lm, blm, alm; e bjm;.
Pelo segundo item da Definigao [1.1.41], segue que m|m; e mq|m. Logo, m = m;.

iii) Seja mmc(a,b) = m. Assim, a|m e blm, ou seja, existem ¢,r € Z tais que m = qa
e m = rb. Tomando o médulo de m temos que m = |m| = |qa| = |q||a| = ]a|‘m e
m = |m| = |rb| = |r||b] = \b[’m. Consideremos agora m € Z tal que ]a\‘ml e |b\‘m1,
isto ¢, existem k, [ € Z de forma que m; = k|a| e m; = [|b]. Note que a|m; porque se
a > 0 temos my = ka, mas se a < 0 obtemos m; = (—k)a. Analogamente mostra-se

que b|m;. Com isso, temos que m|m; e, portanto, mmc(a,b) = mme(|al,|b|).

iv) Consideremos mmc(a,1) = m. Sabemos pelo item anterior que mmc(a,1l) =
mmec(lal,1) e assim basta mostrarmos para a > 0. Do fato de mmc(a,1) = m
temos que a|lm e 1|m. Observe ainda que ala e a|l mostrando que a é multiplo

comum de a e 1. Pelo segundo item da Definigao [1.1.41] m|a, mas por outro lado

temos que a|m. Portanto, m = a.

v) Suponhamos que mmc(a,b) = m. Podemos considerar sem perda de generalidade
a e b maiores que zero porque mmc(a,b) = mmce(|al,|b]). Como mme(a,b) = m,
entdo a|m e blm. Repare que, por hipétese, alb e, além disso, b|b evidenciando que
b é um multiplo comum de a e b. Pelo segundo item da Definicao m|b, mas

por outro lado b|m. Portanto, m = b. [

Observagao 1.1.45. Repare que a partir da propriedade (iii) da Proposigao|(1.1.44] pode-

mos inferir que mme(a,b) = mme(—a, —b) = mme(—a, b) = mme(a, —b) = mme(|al, |b]).

Teorema 1.1.46. Sejam a,b € Z, com a # 0 e b # 0, entao é valida a seguinte relacao:

mdc(a, b) - mmc(a,b) = |ab|.

Demonstracdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, a e b nimeros inteiros positivos

tais que mdc(a,b) = d e mmc(a,b) = m. Note que d|a, d|b, alm e bjm, ou seja, %, g, o
e 7' sdo numeros inteiros. Inclusive, %” ¢ um miultiplo comum de a e b e, assim, existe
¢ numero inteiro tal que %b = mgq uma vez que mmc(a,b) = m. Repare que ¢ > 0, pois
m > 0e %b > 0. Da igualdade %b = mgq, segue que 7 = “'q e g = 2q, isto é, ¢ ¢ um
divisor comum dos ntimeros inteiros § e g. Contudo, mdc($, g) =1 o que implica ¢ = 1,
visto que ¢|1, 1|g e ¢ > 0. Sendo assim, concluimos que mdc(a,b) - mme(a,b) = ab. O

Observagao 1.1.47. O teorema acima nos permite encontrar o mmc(a,b) a partir do

mdc(a,b) e vice-versa.
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Corolario 1.1.48. Para quaisquer nimeros inteiros a e b, a # 0 e b # 0. Entao,

mmec(a,b) = |ab| se, e somente se, a e b sdo coprimos.

Demonstragio. De fato, pelo Teorema |1.1.46| temos que mdc(a, b) -mme(a,b) = |ab|. Pela
primeira implicacdo, o mme(a,b) = |ab| e, assim, mdc(a,b) - |ab| = |ab| donde segue que

mdc(a,b) = 1. Reciprocamente, o mdc(a,b) = 1 e, a partir disto, mmec(a,b) = |ab]. O

Exemplo 1.1.49. Consideremos os ntmeros inteiros 852 e —458. Vamos encontrar o
mmc(852, —458). Pelo Teorema [1.1.46] temos que mdc(852, —458) - mmc(852, —458) =
1852 - (—458)], ou seja, mde(852, —458) - mmc(852, —458) = 390.216. J& sabemos, pelo
Exemplo [I.1.34 que mdc(852, —458) = 2 e, assim, 2 - mmc(852, —458) = 390.216 donde
segue que mmc(852, —458) = 195.108.

Definigao 1.1.50. Sejam os ntimeros inteiros a, b e ¢ ndo nulos. Definimos o mmc(a, b, ¢)

como o inteiro m > 0 tal que:

i) alm, blm e c|m;
ii) Se existir my € Z tal que a|mq, bjm;y e ¢|/my, entdo m|m;.

Teorema 1.1.51. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros ndo nulos, entdao mmc(a,b,c) =

mmc(mmec(a, b), c).

Demonstragio. Sejam mmc(a,b, c) = m e mmc(a,b) = m;. Note que a|m; e bjm; assim
como a|lm e blm. Logo, pelo item (ii) da Defini¢ao ,stemos que mq|m, ou seja, m é
multiplo comum de m; e ¢. Suponhamos agora que my seja um multiplo comum qualquer
de my e ¢, isto é, alms, blmsy e ¢|my. Pela Defini¢ao , temos que m|my. Portanto,

mmc(a, b, ¢) = mme(mme(a, b), c). O

1.2 Ndmeros Primos

Iremos dedicar essa secao para falar de uma categoria muito especial de nimeros,
os chamados niimeros primos. Esses objetos de estudo sdo um mistério até os dias atuais
porque nao ha algoritmo eficiente que nos fornega todos os niimeros primos de maneira
rapida e pratica. Contudo, conhecemos alguns resultados que nos possibilitam compreen-
dermos um pouco sobre esses nimeros. Inclusive, a partir deles conseguimos estabelecer
um teorema fundamental dos nimeros inteiros intitulado Teorema Fundamental da Arit-
mética, que nos proporciona escrever qualquer nimero inteiro nao nulo e diferente de 1

como um produto de fatores primos.
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1.2.1 Ndmeros primos

Definicao 1.2.1. Seja p > 1 um numero inteiro. Dizemos que p é um numero primo

quando possuir exatamente quatro divisores.

Observacgao 1.2.2. Quando um numero inteiro a > 1 possuir mais do que quatro di-
visores, entao o chamamos de niimero composto. Em outras palavras, dizemos que um

numero inteiro a > 1 é composto quando ele nao é primo.

Observacao 1.2.3. O ntimero 2 é o Unico numero primo par. De fato, 2 é primo porque
satisfaz a Deﬁnigéom (seus tinicos divisores sao +1 e £2), e é o inico primo par porque
se a € um numero par positivo e diferente de 2, entdao temos que ele tera pelo menos os

seguintes divisores: 1, +£2 e +a contrariando assim a Defini¢ao [1.2.1]

Exemplo 1.2.4. O nimero 13 é primo, pois seus tnicos divisores sao +1 e +13. Por
outro lado, 15 nao é um ntmero primo e sim composto uma vez que seus divisores sao
11, 43, +5, +15.

A partir da Defini¢ao [1.2.1] seguem as seguintes afirmagoes abaixo:

i) Se p e ¢ sdo nimeros primos e plg, entdo p = ¢;

De fato, se fosse p # q e p|q, entdo o primo ¢ teria os seguintes divisores £1, +p e

+q. Isso contradiz a hipdtese de ¢ ser primo.

ii) Sejam os nimeros inteiros a e p, com p primo. Se p t a, entdo mdc(a,p) = 1.

De fato, se mdc(a,p) = d, entdo d|a e d|p. Do fato de d|p, temos que d = £1 ou
d = £p. Por hipétese, p 1 a donde temos que d = £1 e, como d > 0, s6 podemos
ter d = 1.

Vamos em busca de demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética, mas para

isto veremos alguns resultados que se fardo importantes para provar o teorema.

Proposicao 1.2.5. Todo niimero composto n > 1 pode ser escrito como um produto de

outros dois nimeros inteiros a e b, com 1 <a<nel <b<n.

Demonstracao. Seja o numero inteiro n > 1 composto, entdo n possui mais do que os
quatro divisores triviais (£1 e £n). Logo, existem a,b € Z taisque 1 <a <n,1 <b<n
en = ab. O

Proposi¢ao 1.2.6. Dados a, b e ¢ nimeros inteiros tais que a e b sdo coprimos. Se albc,

entdo alc.
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Demonstragio. Seja mdc(a,b) = 1, entao pelo Teorema existem x, e y, tais que
ax, + by, = 1. Dai, multiplicando a igualdade pelo nimero inteiro ¢, obtemos (az,)c +
(by,)c = ce, reescrevendo a igualdade, (ac)x,+(bc)y, = c. Pela hipétese de a|bc temos que
existe k € Z de forma que bc = ka. Assim, (ac)z, + (ka)y, = c e, por fim, a(cx, + ky,) =
c = alc. O

Proposicao 1.2.7. Sejam a, b e p ntimeros inteiros, com p primo. Se p|ab, entdo p|a ou

plb.

Demonstrag¢io. Se pla nada hé para demonstrar. Entretanto, se p 1 a, entdo temos que
mdc(a,p) = 1. Dai, como p|ab segue da Proposigao que p|b. ]

Lema 1.2.8. Sejam p, py, pa, ...pr nimeros primos. Se p|p1ps...px, entao p = p; para algum
ie{l,2,....k}.

Demonstracao. Para provar esse resultado, iremos utilizar indugao sobre k.

Base de indugao: Para k =1 o resultado é satisfeito.

Hipotese de indugdo: Suponhamos que o lema seja satisfeito para k, ou seja, se

plpip1...pr, entdo p = pi para algum i € {1,2, ..., k}.

Tese: Provaremos que para k + 1 é valido o lema. Se p|pips...pr+1, entao existe
q € Z tal que p1ps...prr1 = qp. Note que podemos associar os elementos da seguinte forma
(p1p2---Dk)PE+1 = qp, ou seja, p|(pip2..-pk)Pr+1. Utilizando a Proposigao temos que
p|pip2...px Ou p|prsr1. Se ocorrer o primeiro caso, a hipétese de induc¢do nos garante a
existéncia de i € {1,2,...,k} tal que p = p;. Por outro lado, se ocorrer o fato de p|px11 e,

pOr p € piy1 serem primos, temos p = pri1-

Portanto, o lema é satisfeito para todo n > 1. O

Finalmente vamos mostrar o Teorema Fundamental da Aritmética, que nos evi-
denciara a possibilidade de escrever qualquer nimero inteiro maior que 1 como produto

de fatores primos.

Teorema 1.2.9 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 1 um ntmero inteiro.
Entao existem py, po, ..., pr nmeros primos (nao necessariamente distintos) tais que n =

p1p2---pr € esta fatoragdo é unica independente da ordem de seus fatores.

Demonstracao. Iremos dividir a prova em duas etapas: Existéncia e Unicidade.
Existéncia: Utilizaremos o Segundo Principio de Inducao sobre n.

e Base de indugao: Para n = 2, é valido a existéncia de primos uma vez que 2 é

primo e n = 2 coincide com a fatoracgao.
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e Hipdtese de inducao: Suponhamos que dado o nuimero inteiro u de forma que

2 < u < v, entdo existird py, po, ...pr tal que u = p1ps...pk.

e Tese: Provaremos que o nimero inteiro v pode ser escrito como produto de
fatores primos. Se v for um niimero primo, entao basta escolher p; = v. Caso contrario,
v serda composto e, pela Proposicao [1.2.5] vao existir a,b € Z de forma que 1 < a < v,
1 <b<wvewv=uab Pela hipétese de indugao, vao existir nimeros primos x1, s, ..., T; €
Y1, Y2, ..., y; tais que a = x129..7; € b = y1ys...y;. Logo, v = (z122...2;) (Y1 Y2-..Y;)-

Portanto, pelo Segundo Principio da Indugao, garantimos a existéncia do teorema.

Unicidade: Consideremos que n possa ser decomposto em fatores primos de duas
formas, digamos que n = pips...pr = q1Gs...q;- Além disso, suponhamos, sem perda de
generalidade, que [ > k. Diante de pips...px = q1¢2-..q;, temos que pi|q1qa...q; €, pelo
Lema [1.2.§] existe algum j € {1,2,...,1} tal que p; = ¢;. Logo, reordenando os indices de
;s se necessario, podemos supor p; = gi. Assim, py...px = @2...q;. Repetindo o mesmo
raciocinio k vezes, vamos obter que p; = ¢; para todo j = 1,2, ..., k. Resta provarmos que
k = 1. Sabemos que 1 = gj41...q; €, a partir disto, gx41|1, 0 que é impossivel uma vez que
Qk+1 € primo (o mesmo ocorre para gii9, ..., q). Portanto, p; = ¢; para todo j =1,2,...,k

e k = 1. Isto prova que a decomposicao ¢é tnica. O

Corolario 1.2.10. Seja n um ntumero inteiro maior do que 1. Entao existem tunicos

numeros primos p; < ps < ... < P, € 0s nimeros inteiros positivos aq, as, ..., ay tais que

01,02 (¢7%
n=py py--pPy -

Esse corolario segue do Teorema Fundamental da Aritmética ([1.2.9)), j& que na
fatoragdo pode haver ntimeros primos iguais e, nesse sentido, fazemos um agrupamento

de fatores iguais.

Observacao 1.2.11. Se n é um nimero inteiro menor do que —1 e queremos fatorar ele
em numeros primos, basta fatorarmos —n > 1 em fatores primos e acrescentar o sinal
de negativo na frente do primeiro fator primo, ou seja, se —n = p{'ps? .- pp*, entdo

— a1, Q2 (633
n=—=pir P2 P -

Exemplo 1.2.12. Observe que o nimero 352 pode ser decomposto em fatores primos da
seguinte maneira 352 = 2°-11, enquanto que 792 pode ser escrito como 792 = 23.3%2.11. Se
quiséssemos a fatoracao primaria de —352 e —792, basta colocarmos o sinal de negativo na

frente do primeiro fator primo. Neste caso, terfamos —352 = —25-11 e —792 = —23.32.11.

O Teorema Fundamental da Aritmética possui varias aplicagoes e, dentre elas,
iremos apresentar uma que envolve o maximo divisor comum e o minimo multiplo comum

de dois nimeros inteiros.
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Aplicagdo 1.2.13. Sejam a = £pSp3? - - - p* e b = +pi'ph? .- p* . Entdo, mde(a,b) =
pi'py..plf e mme(a,b) = p‘flpg?..pi’“, onde v; = min{ay, 5;} e §; = max{w;, 5;} para

i=1,2,.. k.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragao nas 2 partes abaixo:

(1% parte) Mostraremos que o mdc(a,b) = pl*py*...p}*, onde v; = min{oy, B;}. E

facil perceber que d|a e d|b, com d = p]'p}*...pJ* e v; = min{«;, §;}. Resta-nos provar
que dado qualquer outro divisor comum de a e b, entdo este divide d. Suponhamos que
n = +pi'py* - - pyt divida comumente a e b, entdo é claro que ¢; < o; e ¢ < f;; de modo
que ¢; < ;. Consequentemente, segue que n|d e, portanto, d = mdc(a, b).

(2% parte) Mostraremos que o mmc(a,b) = p3'p3...p2 onde &; = max{a;, 5;}. E
facil ver que alm e blm, com m = p‘lslpg?..pi’“ e 0; = max{«;, 5;}. Resta-nos provar que
dado qualquer outro multiplo comum de a e b, entao m divide este. Suponhamos que
n = £pi'ps - - p¥ seja miltiplo comum de a e b, entdo é claro que o; < €; e f; < ¢€; de

modo que ¢; < ¢. Consequentemente, segue que m|n e, portanto, mmec(a, b) = m. ]

Comentario 1.2.14. Essa aplicagdo nos traduz que o maximo divisor comum entre a e
b serao as menores poténcias de primos que dividem a e b a0 mesmo tempo enquanto que
o minimo miultiplo comum de a e b serao as maiores poténcias de primos que dividem a

ou b.

Exemplo 1.2.15. J4 sabemos, pelos Exemplos [1.1.34] e [1.1.49 que mdc(852,458) = 2 e
mmc(852,458) = 195.108. Entretanto, se ndo soubéssemos disto, fazendo a decomposicao
priméria de 852 e 458 temos que 852 = 2% .3 .71 e 458 = 2-229. Logo, tomando as

menores poténcias dos primos que dividem ambos os niimeros simultaneamente temos 2

(que é justamente mdc(852,458)) e as maiores poténcias dos primos que dividem ou 852
ou 458 tem-se 2% - 3 - 71 - 229 = 195.108 (que é justamente mmc(852,458)).

Até o presente momento nao discutimos a quantidade de niimeros primos, ou seja,
nao mencionamos se o conjunto dos niimeros primos é finito ou infinito. Nesse sentido,
iremos, a seguir, enunciar e provar um teorema atribuido e demonstrado por Euclides.

Esse resultado comprova definitivamente que existe uma infinidade de niimeros primos.

Teorema 1.2.16 (Teorema de Euclides). O conjunto P formado por nimeros primos é

infinito.

Demonstracdo. Suponhamos que o conjunto P formado por todos os niimeros primos seja
finito, ou seja, P = {p1,pa, ..., pr}. Podemos supor ainda, sem perder a generalidade, que
p1 < po < -+ < pg. Consideremos o nimero inteiro a = pypy...px. Tomemos, também,
o numero inteiro b sendo o sucessor de a, ou seja, b = a + 1. Assim, temos a igualdade

b = pips...pr + 1 que, por sua vez, nao pode ser um nimero primo porque b > pi. Logo,
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pelo Teorema Fundamental da Aritmética [1.2.9] existe algum primo p; € P tal que p;|b,
isto é, existe ¢ € Z tal que b = ¢p;. A partir disto, temos que gp; = p1ps..px + 1 €,
reorganizando essa igualdade, chegamos a 1 = p;(q — p1p2...pj—1Pj+1.--Dk) = pj|1, 0 que é

um absurdo uma vez que p; ¢ primo. Portanto, P é um conjunto infinito. O

Vamos, neste momento, mostrar um método de encontrar todos os nimeros primos
em um intervalo de 2 até um numero inteiro positivo n qualquer. Este procedimento é
chamado de Crivo de FErastotenes e, inclusive, ¢ o método mais antigo, porém nao tao

eficiente para descobrirmos os niimeros primos caso n seja um nimero muito grande.

Antes de descrevermos os procedimentos do método, vamos mostrar um lema

concebido pelo proprio Erastotenes, que se fara de 1til para a aplicagao da técnica.

Lema 1.2.17 (Lema de Erastotenes). Seja um nimero inteiro n > 1. Se n nao ¢é divisivel

por nenhum primo p tal que p? < n, entdo ele é primo.

Demonstracdo. Suponhamos que o nimero inteiro n > 1 nao seja divisivel por nenhum
ndmero inteiro p tal que p? < n. Se n for composto, segue que existe algum primo ¢ que
divide n. Tomemos o menor primo ¢ e, assim, n = ¢t para algum ¢t € Z de forma que
q < t. Multiplicando a desigualdade por ¢, obtemos que ¢*> < gt = n (desigualdade nao
inverte porque como ¢ é primo segue que ¢ > 0) contradizendo a hipétese de nao existir

primo que divida n tal que p? < n. O

Estamos prontos para explicar o Crivo de Erastotenes. Esse procedimento consiste
em listarmos os nimeros inteiros positivos de 2 até n em uma tabela. Em seguida,
iniciaremos pelo primeiro niimero da listagem, que é o 2. Como 2 é primo, "retiraremos’
todos os multiplos de 2, exceto o 2. Logo em seguida, passaremos ao proximo nimero nao
retirado da listagem, que serd o 3. Como 3 é primo, iremos "retirar" todos os multiplos
de 3, exceto o 3. Feito isto, o proximo nimero nao retirado da tabela serd o 5 uma vez
que o 4 é um multiplo de 2 e foi retirado durante o primeiro passo do método. Diante do
nimero 5, que é primo, repetiremos o processo de retirada dos miltiplos deste ntimero,
exceto o 5. Nesse sentido, utilizaremos esse artificio até o niimero primo p cujo quadrado

nao supere n, pois o primeiro valor ndo "retirado" da listagem é p?.

Exemplo 1.2.18. Vamos encontrar todos os niimeros primos entre 2 e 150. Para isto,
vamos utilizar o Crivo de Erastétenes. Note que vamos realizar os processos de 'retirar"
os multiplos até o primo 11 uma vez que 13? = 169 superando nosso n = 150. Assim, os

primos serao os nimeros nao riscados na tabela abaixo.
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2 | 3 | A |5 | B | T |8 |9 | W 11| 13 KB
M | 17 | A8 |19 | 20 | 20 | 227 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 38 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | M4 | 45
46 | AT | A8 | 49 | 50 | 5T | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | BT | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 68 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | &0 | 71 | #2Z | 13 | M | 5
6| | 8|19 | 80 | 8T | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90
M| 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 160 | 101 | 162 | 103 | 164 | 165
166 | 107 | 168 | 109 | 140 | 1T | 142 | 113 | U4 | 15 | 46 | L7 | 48 | 119 | 120
121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130 | 131 | 132 | 133 | 134 | 135
136 | 137 | 138 | 139 | 140 | 14T | 1427 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150

1.3 Equacoes Diofantinas

Para finalizarmos esse capitulo, vamos falar um pouco sobre as equagoes diofan-
tinas. Essas equagOes levam este nome em homenagem ao mateméatico Diofanto, que
dedicou sua vida estudando esses tipos de equagoes no universo dos niimeros racionais e
inteiros. Ressaltamos que a abordagem o qual utilizaremos neste trabalho sao a respeito

das equagoes diofantinas com solugoes exclusivamente no conjunto dos ntimeros inteiros.

Diofanto foi um matematico grego (considerado "Pai da dlgebra") que viveu por
volta do século IIT d.C. e, assim como Euclides, ndo se conhece muito sobre sua vida.
Entretanto, Diofanto nos legou uma obra chamada de Aritmética, que foi escrita também
em 13 volumes como Os Elementos de Euclides, mas infelizmente s6 "sobreviveram' aos
tempos atuais 6 ou 7 volumes (ha divergéncias entre esse nimero). Além disso, esse é
o mais antigo tratado que aborda a Algebra uma vez que Diofanto utilizava o conceito

algébrico para solucionar as equagoes sem ter uma linguagem geométrica diferindo-se dos
seus antecessores. (HEFEZ| 2009) e (MOL), 2013).

O segundo volume do Aritmética possui 35 problemas e é o mais famoso porque em
uma copia deste livro (na edigao francesa) e mais precisamente no problema 8, que trazia
todas as solucoes inteiras da equacao x? + y? = 22, possibilitou a um outro matemaético,
cerca de 1.300 anos depois de Diofanto, chamado Pierre de Fermat (1601—1665) a inspirar-
se e construir o que ficara conhecido como o Ultimo Teorema de Fermat. (HEFEZ, 2009),
(MOL; [2013) e (SILVAL |2014).

Nas margens deste problema 8, Fermat escreveu as seguintes palavras: "Por outro
lado, é impossivel separar um cubo em dois cubos, ou uma biquadrada em duas biqua-
dradas, ou, em geral, uma poténcia qualquer, exceto um quadrado em duas poténcias
semelhantes. Eu descobri uma demonstragao verdadeiramente maravilhosa disto, que to-
davia esta margem nao é suficientemente grande para cabé-la."(hé diferenciagoes sobre

o que realmente Fermat escreveu entre escritores - aqui utilizamos tal qual encontramos
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em (HEFEZ, 2009)). Esse teorema foi solucionado em 1995 por um matematico inglés
chamado Andrew Wiles cuja demonstracao utiliza técnicas avangadas de algebra e, diante
disso, acredita-se que Fermat se enganou ao afirmar que sabia/continha uma soluc¢ao para

o problema uma vez que naquela época a matematica estava acabando de conceber o
calculo diferencial integral. (HEFEZ] 2009), (MOL, 2013) e (SILVA| |2014]).

1.3.1 Equacdes diofantinas lineares

Definicao 1.3.1. Uma equagdo diofantina linear a duas incégnitas x e y ¢ uma equagao

do tipo ax + by = ¢ no qual os coeficientes a, b, c € Z.

Exemplo 1.3.2. A equacao 2z + 8y = 5 é uma equacao diofantina linear assim como a
equacao 3xr — 5y = 12. Contudo, as equagoes %QH— 2y = 5 e 222 — 3y = 5 ndo sdo equacoes

diofantinas lineares.

Dizemos que uma equagao diofantina linear possui solu¢ao em 7Z se existirem os
nimeros inteiros z, e ¥, tais que a igualdade ax,+by, = c seja verificada e, assim, o par or-
denado (x,,y,) é chamado solu¢ao da equagao. Diante disso, é natural nos questionarmos

se toda equacao diofantina linear possui solucao e se a solugao é tnica.

Consideremos a seguinte equagdo do Exemplo [I.3.2] 2z + 8y = 5. Note que po-
demos reescreve-1a da seguinte forma 2x + 2(4y) = 5 e, por fim, 2(z + 4y) = 5. A partir
da 1ltima igualdade vemos uma incoeréncia, ja que 5 nao é um ntmero par e, para qual-
quer nimero inteiro da forma x 4 4y, a expressao 2(z + 4y) sempre serd um nimero par.

Portanto, concluimos que nem toda equagao diofantina possui solucao.

Agora, considerando a equagao 3z — 5y = 12 (Exemplo [1.3.2)), temos que (4,0) ¢
solucao da equacgao, pois a igualdade 3-4 — 5 -0 = 12 é verificada. Entretanto, os pares
ordenados (—1,—-3), (—6,—6) e (9,3) também sao solugbes uma vez que substituindo a
primeira coordenada do par em x e a segunda em y a sentenga ¢é verificada. Portanto, a

solucao de uma equacao diofantina linear nao é unica.

Nesse sentido, vamos em busca de um método para sabermos quando que uma

equagao diofantina possui solugdes e como encontrar essas solugoes.

Teorema 1.3.3. Uma equacao diofantina linear ax + by = ¢ possui solucao se, e somente

se, mdc(a, b)|c.

Demonstra¢io. Sejam mdc(a,b) = d e (z,,y,) uma solu¢ao da equagao diofantina linear
ax +by = c. Observe que d|a e d|b e, pela Proposigao , d divide qualquer combinacgao
linear de a e b, ou seja, d|(az, + by,) = ¢ uma vez que azx, + by, = ¢. Por outro lado, se
mdc(a,b) = d divide ¢, entdo existe ¢ € Z tal que ¢ = dgq. Do fato de d = mdc(a, b), segue
do Teorema que existem s,t € Z tais que d = as + bt. Substituindo essa tltima
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igualdade em ¢ = dq temos que ¢ = a(sq) + b(tq) e, assim, tomando z, = sq e y, = tq
obtemos que ¢ = az, + by, donde segue que (z,,y,) é solugdo da equacao diofantina linear

ar + by = c. m

Corolario 1.3.4. Se mdc(a,b) = 1, entao a equagao diofantina linear ax + by = ¢ sempre

tem solugao para qualquer nimero inteiro c.

Demonstragao. De fato, note que mdc(a,b) = 1|c para qualquer nimero inteiro ¢ (item
(i) da Proposicao [1.1.6). Portanto, segue do Teorema que a equacao ar + by = ¢

possui solucao. O

Corolario 1.3.5. A equacao diofantina linear ax + by = 1 possui solucao se, e somente
se, mdc(a,b) = 1.

Demonstragdo. Suponhamos que a equagao ax + by = 1 possua solugao, entao, pelo Teo-

rema|l.3.3| mde(a, b)‘l e, assim, segue que mdc(a,b) = 1. Por outro lado, se mdc(a,b) = 1

segue do Corolario que a equacao ax + by = 1 possui solucao. O

Vamos obter uma expressao que associa duas solucoes da equagao ax + by = c.
Consideremos que (z,,¥y,) € (r1,y1) sejam solugbes da equacdo azx + by = c. Entao,
azr, + by, = c e ary + by; = c. Disso, segue que ax, + by, = axi + by; e, reescrevendo a
expressao, temos a(x, — 1) = b(y1 — y,). Dividindo essa ultima igualdade por mdc(a,b),

obtemos:

a b
b) (2o —11) = ﬂ(yl —Yo).

mdc(a, mdc(a,

por a’ e V', respectivamente. Ou seja, a expressao

a b
Vamos denotar mdc(a,p) © mde(ap)

passa a ser escrita por:
a(ze —x1) =0 (11 — Yo). (1.3)

Como mdc(a’,b') = 1, segue da Proposi¢ao[1.2.6 que a'|(y1 — y,) € V/|(z, — 1), logo

existem os nimeros inteiros k e [ tais que:
Y1 — Yo = d'k; (1.4)

T, — 11 = bl (1.5)

Substituindo as Equagoes (|1.4)) e ((1.5) em ([1.3]), concluimos que:
adt'l = dbv'k
[ = k.

Portanto, 1 = x, — b’k e y; = y, + d'k para k € Z.



Capitulo 1. Pré-requisitos 36

Proposicao 1.3.6. Se a equagao diofantina linear ax + by = ¢ possui solugdo (., ¥o),

entao a equacao possui infinitas solugoes e o conjunto de todas as solugoes é

b a
= MNawo—=tyo+=t); tezy,
S{(m dy+d> e}

Demonstracao. Resta-nos mostrar que os elementos do conjunto .S sao solugoes da equacao

onde d = mdc(a,b).

ax + by = ¢ uma vez que a solugdo (x1,y;) € S por conta da relagdo que mostramos
anteriormente. Consideremos o par ordenado (:Bo — %t, Yo + %t) com t € Z. Substituindo
suas respectivas coordenadas na equacgao axr + by = ¢ temos:

_h +b( +a> = az— Pty + D
@\ Yy Jomig) = Mo gt T T

= ax,+ by,

= C.

Assim, concluimos a demonstragao. [

Ja sabemos como encontrar todas as solugoes de uma equacao diofantina linear
sabendo apenas uma de suas solu¢oes. Contudo, como descobrir uma de suas solugoes para

podermos aplicar a Proposigao [1.3.6[/ Vejamos dois exemplos para determinar (x,, y,).

Exemplo 1.3.7. Seja a equacao diofantina linear 2x — 4y = 12. Primeiramente, devemos
verificar se o mde(2,4) = 2 divide o 12. De fato, 2|12, entdo, pelo Teorema|l.3.3] a referida
equagao possui solugao. Logo apés, vamos aplicar o Teorema dividindo 4 por 2 e,
assim, 4 = 2-2+4 0. Note que se multiplicarmos a igualdade por 3 e reescrevé-la de forma
similar a equagao, obtemos 12 = 2-6+4-0. Portanto, uma solucao dessa equacao é (6,0).
Aplicando a Proposicao [1.3.0] todas as solugoes desta equagao sdo dadas pelo conjunto
abaixo:

S:{(6—;lt,0+§t>; teZ}:{(6—2t,t); tez).

Exemplo 1.3.8. Consideremos a equacao diofantina linear 3z + 5y = 13. Observe que
mde(3, 5)}13 (pois mde(3,5) = 1) e, assim, a equagao possui solu¢ao. Aplicando a Divisao
Fuclidiana de 5 por 3, temos que 5 = 3 -1+ 2. Repetindo o processo para 3 e 2, obtemos
3 =2-1+4 1. Vamos reescrever essas igualdades da seguinte forma:
2=5+3.(=1); (1.6)
1=3+2-(-1). (1.7)

Substituindo (|1.6) em (1.7)), temos:

1=3-245-(-1).
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Por fim, multiplicando a igualdade por 13, chegamos & 13 = 3-26 + 5 - (—13) donde se

obtém (26, —13) como solugdo da equagao. Portanto, as demais solugbes sao dadas pelo

conjunto abaixo:

S ={(26 —5t,—13+3t); t € Z}.

De agora em diante, passaremos para nosso objeto de estudo que baseia-se em

compreender a divisibilidade dos niimeros inteiros por meio das congruéncias.
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2 Aritmética Modular

Neste capitulo, iremos abordar a Aritmética Modular ou também chamada de
Aritmética dos Restos, que é um sistema aritmético dos ntimeros inteiros. Esse sistema
prioriza compreender as esséncias e propriedades dos restos da divisao entre dois nimeros
inteiros e, por este motivo, trouxemos o capitulo anterior. Cabe ressaltar que essa ideia
de trabalhar com os restos de uma divisao esta centrada nos conceitos de congruéncias e

sistemas completos de residuos os quais serao explicados no decorrer do trabalho.

Diante disto, dividimos o capitulo nas seguintes duas se¢oes: Congruéncias, que
abordaremos propriamente dito a relacao de congruéncia entre dois nimeros inteiros e os
sistemas completos de residuos; e Atividade didatica, que descreveremos uma atividade
que aplicamos com estudantes de um 6° ano do Ensino Fundamental, um 1° ano do Ensino
Médio e uma turma de ingressantes no curso de Matematica Licenciatura no ano de 2020.
Além disso, enfatizamos que o capitulo foi baseado nas literaturas de (DOMINGUES]
1991)), (GOMES; SILVA| 2018), (HEFEZ, [2009)) e (SANTOS, [2020).

2.1 Congruéncias

No dia-a-dia acabamos presenciando varios fenémenos ciclicos e, em muitas vezes,
nem percebemos esses fatos ou nao nos questionamos sobre eles. Alguns desses fendmenos
que podemos citar sao as horas de um relégio, os dias da semana e, até mesmo, as
glaciagoes (periodos em que aproximadamente 10% da terra fica coberta de gelo dos

polos).

As situacoes que acabamos de mencionar, estdo associadas com o conceito de
congruéncias, que foi desenvolvido pelo matematico alemao Johann Carl Friederich Gauss
(1777 — 1855) em seu livro intitulado Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1801
quando este tinha apenas 24 anos. (HEFEZ, [2009).

Em sua obra, Gauss reuniu resultados de outros matematicos como, por exemplo,
Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange e Pierre de Fermat além de estruturar e resolver
novos problemas envolvendo congruéncias. Convém salientar que tal livro aborda a Teoria
dos Numeros (drea da Matemédtica que procura estudar as propriedades dos niimeros) e
a Teoria Algébrica dos Nimeros (ramo da Teoria dos Numeros que expande o conceito
de nimero para nimero algébrico envolvendo polinémios). (HEFEZ, 2009) e (BOYER;
MERZBACH] 2012)).
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2.1.1 Congruéncias

Definicao 2.1.1. Consideremos m um numero inteiro positivo. Dizemos que os niimeros
inteiros a e b sao congruentes moédulo m se os restos da Divisao Fuclidiana de a e b por
m sao iguais. Neste caso, denotamos como a = b (mod m) (lé-se: a congruo a b médulo

m ou, simplesmente, a e b sdo congruentes médulo m).

Observagao 2.1.2. Atente que podemos trabalhar apenas com m > 1, visto que todo
nimero inteiro deixa resto 0 na divisdo por 1 tornando assim a expressao a = b (mod 1)
sempre verdadeira para qualquer a, b € Z. Isto ndo ¢ interessante para a aritmética porque

nao nos evidéncia muitas informacoes.

Observagao 2.1.3. Quando a relacdo a = b (mod m) é falsa, dizemos que a e b sdo
incongruentes ou, simplesmente, que a e b ndo sdo congruentes médulo m denotando tal

fato por a # b (mod m).

Exemplo 2.1.4. Sejam m = 15, a = 28 e b = 73. Repare que 28 = 73 (mod 15) uma
vez que, aplicando a Divisao Euclidiana de 28 e 73 por 15, obtemos 28 = 15 -1 + 13
e 73 = 15 -4 + 13 donde concluimos que os seus restos sdo iguais. Por outro lado, se
tomarmos b = 63, temos que 28 # 63 (mod 15), pois, realizando a Divisao Euclidiana de

63 por 15, tem-se 63 = 15 - 4 + 3 tornando visivel que seus restos sdo diferentes.

O primeiro resultado envolvendo congruéncia, que veremos a seguir, ¢ importante
porque vai nos fornecer um dispositivo para sabermos se dois niimeros inteiros sao con-
gruentes modulo m sem que necessitemos aplicar o Teorema |l.1.13[em cada um deles para
analisarmos os seus restos na divisao por m. Nesse aspecto, caracterizamos tal resultado

como um teorema.

Teorema 2.1.5. Sejam a, b e m nimeros inteiros, com m > 1. Temos que a = b (mod m)

se, e somente se, m|(b — a).

Demonstragio. Suponhamos que a = b (mod m), entao, pelo Teorema , existem ¢, t
e r nimeros inteiros tais que a = mq+r eb=mt +r, com 0 < r < |m| =m. A partir
disso, b —a = m(t — q) = m|(b — a). Por outro lado, se m|(b — a), entao existe ¢ € Z tal
que b — a = mq. Aplicando a Divisao Euclidiana de a e b por m, tem-se ¢, gz, 71,72 € Z
tais que a = mq +r1 e b = mg + 1, com 0 < rp < me0 < ryg < m. Assim,
mq = m(qa — q1) + 12 — 71 €, reescrevendo a igualdade, obtém-se m(q—qa +q1) = ro —71.
Além disso, note que —m < 19 —r; < m donde segue que 1, — 1 = 0 (pois o Unico

multiplo de m nesse intervalo é 0). Portanto r; = r5 concluindo que a = b (mod m). O

Proposigao 2.1.6. Seja m um numero inteiro maior que 1. Entao temos que o conjunto

E ={(a,b) € Z* a =b (mod m)} define uma relacio de equivaléncia sobre Z.
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Demonstracao. Para provarmos esta proposicao, devemos mostrar que sao satisfeitas as

seguintes propriedades: Reflexiva, Simétrica e Transitiva.
Reflexiva: De fato, a = a (mod m) para todo a € Z, pois m|0 = (a — a).

Simétrica: Se a = b (mod m), entdao m|(b — a), isto é, existe ¢ € Z tal que

b —a = mgq. Observe que a — b =m(—q) = m|(a — b) = b = a (mod m).

Transitiva: Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo temos que m|(b — a) e
m|(c—b), ou seja, existem ¢,t € Z tais que b—a = mq e ¢ —b = mt. Somando essas duas

igualdades, obtemos ¢ —a =m(q+t) = m|(c —a) = a = ¢ (mod m).

Portanto, o conjunto E define uma relagao de equivaléncia sobre Z. O

Proposicao 2.1.7. Sejam a,b,c,d,m € Z com m > 1. Temos que:

i) Se a =b (mod m) e ¢ =d (mod m), entdo a + ¢ = b+ d (mod m);
ii) Se a =b (mod m) e ¢ = d (mod m), entao ac = bd (mod m);
ili) a+c=0b+c (mod m) < a=b (mod m);

iv) ac=bc (mod m) < a=10b <m0d

Demonstracao. Segue abaixo a prova dos itens.

i) Por hipétese, temos que b —a = mq e d — ¢ = mk para algum ¢, k € Z. Somando as
expressoes, obtemos (b+d) — (a+c¢) = m(q+ k) = m‘[(b +d) — (a+ ¢)]. Portanto,
a+c=b+d (mod m).

ii) Novamente, pela hipdtese temos que b —a = mq e d — ¢ = mk para algum ¢, k € Z.
Observe que bc — ac = m(qc) e bd — bc = m(bk), ou seja, ac = be (mod m) e

bc = bd (mod m). Portanto, pela transitividade, ac = bd (mod m).
iii) De fato,
a+c=b+c(modm) & m'[(b—i—c) — (a+0)]

< m|(b—a)

< a=b(modm).
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c

iv) Seja mdc(c,m) = d, entdo 7 e §

sdo numeros inteiros e, inclusive, coprimos. Dai,

ac = bc (mod m) < m|(bc — ac)

& be—ac=mq,q €7

c m
b—a)— = — 7
m
& E‘(b_a)
& a=b (modl’;). O

Observagao 2.1.8. Os itens (iii) e (iv) da proposigao acima nos dizem que valem, respec-
tivamente, a propriedade do cancelamento da adicao e a propriedade do "cancelamento"

da multiplicacao para congruéncias.

Exemplo 2.1.9. Sejam a e b nimeros inteiros tais que deixam resto 6 e 2 quando divididos
por 7, respectivamente. Mostraremos qual serd o resto da divisao de ab por 7. Note que
a=6(mod7)eb=2 (modT7),logo ab= 12 (mod 7). Por outro lado, 12 =5 (mod 7) e,
pela transitividade da relagao, ab =5 (mod 7). Portanto, o resto da divisao de ab por 7
ébh.

Proposi¢ao 2.1.10. Sejam a,b,m € Z, com m > 1. Se a = b (mod m), entdo a" =

b" (mod m), para todo n € N,

Demonstragio. Basta aplicar n — 1 vezes o item (ii) da Proposigao para ¢ = a e

d = b uma vez que a = b (mod m). Assim, a" = b" (mod m), para todo n € N. O

Proposigao 2.1.11. Sejam a,b,p € Z, com p primo. Entao, (a + b)? = a? 4+ 0? (mod p)
e (a—b)P =aP — b (mod p).

Demonstrag¢io. Primeiro vamos recordar um conceito de Analise Combinatéria (ramo da
Matematica que estuda/analisa colecoes finitas de objetos e procura realizar, em particu-

lar, contagem e combinagao destes objetos, por exemplo).

O referido conceito serda o de combinacao, que nos diz o seguinte: Dado um con-
junto X de n elementos distintos, vamos tomar um subconjunto de X com k elementos

(k < n) escolhidos entre os n. O Numero de subconjuntos de X com k elementos é:

n n!
(k):mm—@r

Além disso, faremos o uso do Binémio de Newton que nos diz que:

k=0

(:)Z-i-y)n:zn:(n)xn_k-yk.
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Isto pode ser provado via inducao finita sobre n. Aqui nao iremos realizar tal

prova para nao "fugirmos' mais do nosso assunto.

Note que pelo Binémio de Newton, podemos escrever:

(a+0b)F = i(p)apk-bk

k=0 \ K
p—1 p
SN ESS kb,
=1\ K

p—1
Assim, (a+b)P — (a? +b°) = > ( Z ) aP™" . b onde 1 < k < p.
k=1
p—1 p
Resta-nos provar que a?~% . b* é multiplo de p. Para isto, é suficiente
k=1

mostrarmos que ( Z ) é¢ um multiplo de p. De fato,

k) T KHe-k P Re—k! P Kl (p—FTT

(p=Dp-2)---(p—k+1)
b k!

(p)_ p! (p—1)! (p=Dp—2) - (p—k+ Dp—HT

Logo, p‘ [( Z ) - k!

mdc(p, k) = 1 para todo 1 < k < p, pois, caso contrario, se mdc(p, k) = d (com d > 1)

. Do fato de p ser primo, temos que p’ ( Z ) ou plk!. Além disso,

para algum k (com 1 < k < p), entdo d|p e d|k. Como p é primo e seus tnicos divisores
positivos sao 1 e p, logo d = p (ja que d > 1). Assim, p|k (absurdo! porque k < p). Logo,
mdc(p, k) = 1 para todo 1 < k < p.

Afirmacao: Se mdc(a,b) = mdc(a, c) = 1, entao mdc(a, be) = 1.

De fato, como mdc(a,b) = mdc(a,c) = 1, entdo temos pelo Teorema que
existem x,y, z, w nimeros inteiros tais que ax + by = 1 e az + cw = 1. Se multiplicarmos
esta tltima igualdade por b, entdo temos a(bz)+ (bc)w = b. Substituindo a(bz)+ (bc)w = b
em az+by = 1, vamos ter az +a(bzy) + (be)(wy) = 1 se, e 6 se, a(z+bzy) + (be)(wy) = 1.
Portanto, pela reciproca do Teorema segue que mdc(a,bc) = 1.

Desta forma, por esta afirmacao acima, temos mde(p, k!) = 1 (basta aplicarmos
esta Afirmagao acima k — 1 vezes porque mdc(p, k) = mdc(p,k — 1) = 1, para todo k

nimero inteiro positivo menor do que p).

py(g).

Entao, p t k!. Sendo assim,
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Logo, existe t € Z tal que ( Z ) = pt.

Portanto,

p—1 p—1
(a+b)P — (a? +b°) = Zpt-ap_k-bk:p-Zt-ap_k~bk.
k=1 k=1

]

Proposicao 2.1.12. Sejam a,b € Z e m,my, ms, ..., my,n nameros inteiros maiores do

que 1. Entao, temos que:

i) Se a =b (mod m) e n|m, entdo a = b (mod n);

ii) a = b (mod m;), para todo i = 1,2,....,k, se, e somente se, a = b (mod M), onde

M = mmec(my, mo, ..., my);

iii) Se a = b (mod m), entao mdc(a, m) = mde(b,m).
Demonstracao. Segue abaixo a prova dos itens.

i) Por hip6tese, m|(b—a) e n|m, ou seja, existem nimeros inteiros ¢, k tais que b—a =
mq e m = nk. Multiplicando esta tltima igualdade por ¢, temos n(kq) = mq = b—a.

Portanto, n|(b — a) donde segue que a = b (mod n).

ii) Suponhamos que a = b (mod m;) para todo i = 1,2,....k, entdo b — a = myq
com ¢ inteiro. Observe que mme(my, mo, ...,mk)‘(b — a), pois b — a é um multiplo
comum de m; e, assim, a = b (mod mmec(my, ms,...,my)). Por outro lado, se

mme(my, ma, ..., My) com

a = b (mod mmc(my, my,...,my)) e observando que m;

i=1,2,..., k, segue do item anterior que a = b (mod m;).

iii) Seja a = b (mod m), entdo existe ¢ € Z tal que b — a = mq. Vamos mostrar que

mdc(a, m) = mdc(b,m). De fato, note que:
d = mdc(b,m) = mde(b+ (a — a),m) = mde((b — a) + a,m) = mde(mq + a, m).

Segue da Proposigao |1.1.31| que mdc(mg + a,m) = mdc(a,m). Isto conclui a de-

monstragao. O

[remos demonstrar agora os critérios de divisibilidade de 2 até 10. E claro que
esses critérios ja poderiam ter sido demonstrados no capitulo anterior, porém a notacao
de congruéncia torna mais elegante o modo de dispor os ntimeros durante a prova destes

resultados.
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Teorema 2.1.13. Todo nimero inteiro n é divisivel por 2 se, e somente se, o algarismo
das unidades de n for 0,2,4,6 ou 8.

Demonstragio. Observe que 10 = 0 (mod 2). Pela Proposicao [2.1.10, temos:

102 = 0 (mod 2)
10> = 0 (mod 2)

10°

0 (mod 2), para todo ¢ € N*

Diante disso, atente que 10° = 27T}, para todo i € N* e T; um ndmero inteiro. Assim,
tem-se que 10'a; = 2T;a; para a; € Z, ou seja, um multiplo de 2 quando multiplicado por

um numero inteiro ainda continua sendo divisivel por 2.

Suponhamos que n seja um miltiplo de 2, entdo n = 0 (mod 2). Vamos escrever n
em sua representacao posicional de base 10, isto é, n = 10¥a; + 10" tas_; + ... + 10a; + a.,
com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, para todo j = 1,2, ..., k. Logo,

10Fa, + 10" Yap_y + ... + 10a; +a, =0 (mod 2) = 2T +a, =0 (mod 2),

onde T = Tray + Tip_1ax—1 + - - - + Tras + Tha; e cada T € Z.
Dé 2T + a, = 0 (mod 2), segue a, = 0 (mod 2). Portanto, a, = 0,2,4,6 ou 8 por
ser o algarismo das unidades e este estar no intervalo 0 < a, < 9.

Por outro lado, se a, = 0,2,4,6 ou 8, entdo a, = 0 (mod 2). Além disso, se
escrevermos n = 10%a; + 10 'a,_1 + ... + 10ay + a,, entdo temos um ntimero divisivel por
2 uma vez que todas as parcelar 10%a;, + 10*ta;_; + ... + 10a; + a, sdo multiplas de 2 e,

assim, n = 0 (mod 2). O

Exemplo 2.1.14. Observe que o nimero —564 ¢ divisivel por 2, pois o algarismo das
unidades é 4. A titulo de curiosidade, —564 = 2 - (—282).

Teorema 2.1.15. Todo niimero inteiro n é divisivel por 3 se, e somente se, a soma de

seus algarismos é divisiveis por 3.

Demonstragao. Observe que 10 =1 (mod 3). Pela Proposi¢ao [2.1.10| temos:

102 = 1 (mod 3)
10° = 1 (mod 3)

10°

1 (mod 3), para todo ¢ € N*
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Diante disso, atente que 10° = 3T} + 1, para todo i € N* e T; um ntmero inteiro. Assim,

tem-se 10°a; = 3T;a; + a;, para a; € Z.

Sendo n € Z tal que n = 0 (mod 3) e o escrevendo no sistema posicional de base
10, temos que n = 10%a; + 10*tas_; + ... + 10a; + a,, com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
paratodo j = 1,2, ..., k. Logo, 10¥a;,+10*"ta;_;+...4+10a; +a, = 0 (mod 3) se, e somente
se, 3T +ap+ag_1+...+a;+a, =0 (mod 3),onde T' = Trap+ Tp_1ax_1+ - - -+ Thas +T1ay
e cada Tj € Z para todo j = 1,2,..... k. Por fim, ay + aj_1 + ... + a1 + a, = 0 (mod 3).

Agora, se a4+ ag_1+ ... + a1 + a, = 0 (mod 3) é evidente que n serd miltiplo de 3,
pois n = 10%a; + 10*tay_1 + ... + 10a; + a, implica em n = 3T + ay + ap_1 + ... + a1 + a.,
para T' = Tiay + Tp_1ax—1 + - - + Thas + Tha; e cada T; € Z. Desta ultima igualdade,
extrai-se n = 3T +3Q = 3(T' 4+ Q), com Q = ax + a1 + - - - + as + a;. Portanto, segue o

resultado. n

Exemplo 2.1.16. O ntmero 5.235 é divisivel por 3, pois 5+2+3+5 =15 e 3|15. A
titulo de curiosidade, 5.235 = 3 - 1.745.

Teorema 2.1.17. Todo numero inteiro é divisivel por 4 se, e somente se, o nimero

formado pelos seus dois ultimos algarismos é multiplo de 4.

Demonstragio. Note que 102 = 0 (mod 4) e 10 = 2 (mod 4). Assim, pelo item (ii) da
Proposicao [2.1.7, temos 10° = 0 (mod 4) e, repetindo esse processo sempre com a nova

congruéncia que vamos obtendo, teremos:

10* 0 (mod 4)
10° = 0 (mod 4)

10°

0 (mod 4), para todo i € N* — {1}

Diante disso, atente que 10" = 4T}, para todo i € N*—{1} e T; um ntimero inteiro. Assim,

tem-se que 10‘a; = 4T;a;, para a; € Z.

Sendo n € Z tal que n = 0 (mod 4) e o escrevendo no sistema posicional de base
10, temos que n = 10¥a; + 10" 'ay_1 + ... + 10a; + a,, para a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
para todo 7 = 1,2, ..., k. Entao,

10%a; + 10" Yap_y + ... + 10a; + @, = 0 (mod 4) = 4T + 10a; + a, = 0 (mod 4),
onde T' = Tyap + Tp_1ax—1 + - - - + T3a3 + Thray e cada T; € Z. Isto nos leva a

10a; + a, = 0 (mod 4).
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Por outro lado, se 10a; + a, = 0 (mod 4), entdo temos

n=10%a, + 10" 'ap_y + ... + 10a; +a, = n =4T + 10a; + a,
= n=4T +4Q = 4T + Q),

onde T = Tkak + Tk—lak—l + -+ T3a3 + T2a2 e 4@ = 1OCL1 + a,. ]

Exemplo 2.1.18. O ntimero —44.324 ¢é divisivel por 4, pois o niimero formado pelos dois
ultimos algarismos de —44.324 é divisivel por 4, isto é, 4[24. A titulo de curiosidade,
—44.324 = 4 - (—11.081).

Teorema 2.1.19. Todo ntmero inteiro n é divisivel por 5 se, e somente se, o ultimo

algarismo de n for 0 ou 5.

Demonstragao. Observe que 10 = 0 (mod 5). Pela Proposicao [2.1.10] temos:

102 = 0 (mod 5)
10° = 0 (mod 5)
10° = 0 (mod 5), para todo i € N*

Diante disso, atente que 10° = 5T}, para todo i € N* e T; um ndmero inteiro. Assim,

tem-se que 10%a; = 5T;a;, para a; € Z.

Sendo n € Z tal que n = 0 (mod 5) e o escrevendo no sistema posicional de base
10, temos n = 10¥ay, + 10 'ay_; + ... + 10a; + a,, com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} para
todo 7 = 1,2, ..., k. Entao,

10Fa, + 10" 'ap_y + ... + 10a; + a, =0 (mod 5) = 5T +a, =0 (mod 5),

onde T' = Tyay, + Th—1a5—1 + ... +Tras + Tia; e cada T € Z.

Dé 5T + a, = 0 (mod 5), obtém-se a, = 0 (mod 5), ou seja, a, é um miltiplo de 5
e, por este ser o algarismo das unidades de n, s6 podemos ter que a, = 0 ou a, = 5. Por

outro lado, se a, se miltiplo de 5, é imediato que n sera divisivel por 5. O]

Exemplo 2.1.20. Repare que 570.565 é divisivel por 5, ja que o algarismo da unidade é
5. Sendo assim, 570.565 = 5 - 114.113.

Teorema 2.1.21. Todo ntimero inteiro n é divisivel por 6 se, e somente se, n é multiplo

de 2 e 3 simultaneamente.

Demonstragio. Consideremos n = 0 (mod 6). Note que 2|6 e, pelo item (i) da Proposigao
2.1.12) n = 0 (mod 2). Entretanto, também sabemos que 3|6 e, pela mesma proposigao,
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n = 0 (mod 3). Portanto, n é divisivel por 2 e 3 simultaneamente. Por outro lado, se
n =0 (mod 2) e n =0 (mod 3), entao, pelo item (ii) da Proposicao 2.1.12] temos que
n =0 (mod mmc(2,3)), ou seja, n =0 (mod 6). O

Exemplo 2.1.22. O ntimero 3.123.792 ¢é divisivel por 6, pois 3.123.792 ¢é divisivel por 2
(j& que o algarismo da unidade é 2) e por 3 (ja que a soma de seus algarismos é 27 e 3|27)
simultaneamente. Assim, 3.123.792 = 6 - 520.632.

Teorema 2.1.23. Todo numero inteiro n é divisivel por 7 se, e somente se, a diferenca
entre o dobro do algarismo das unidades de n com o nimero formado pelos algarismos

remanescentes, exceto pela unidade, é multiplo de 7.

Demonstragio. Seja n = 0 (mod 7). Escrevendo n na representacao posicional na base

10, temos que n = 10¥a;, + 10" ta,_1 + ... + 10a; + a,, logo
10%a; + 10" Yap_y + ... + 10a; + a, = 0 (mod 7).
Vamos escrever a, = 21a, — 20a, e, com isso,
10%a; + 10" Yap_y + ... + 10a; + 21a, — 20a, = 0 (mod 7).

Observe que 21 =0 (mod 7), dai

10%a; + 10" ap_y + ... + 10a; — 20a, = 0 (mod 7).
A partir disso, temos:

10[(105tay + 105 2ay_y + ... + a1) — 2a,) = 0 (mod 7).

Como o mdc(10,7) = 1, segue da Proposicao m que

(10" tay, + 10" 2ap_1 + ... +a1) — 2a, = 0 (mod 7).

Por outro lado, se (10 ta; + 10 2a;_, +... +a1) — 2a, = 0 (mod 7), entdo multiplicando

por 10 temos
10%a; + 10" ap_y + ... + 10a; — 20a, = 0 (mod 7).
Somando 21a,, obtém-se
10%ag + 10 ap_y + ... + 10a; — 20a, + 21a, = 21a, = 0 (mod 7).
Disso segue que n = 10¥a;, + 10*ta,_y + ... + 10a; + a, = 0 (mod 7). O

Exemplo 2.1.24. O niimero 2.576 é divisivel por 7. De fato, pelo Teorema [2.1.23] temos
que 2 -6 — 257 = 12 — 257 = —245 e, reaplicando o Teorema para | — 245| = 245,
teremos 2-5—24 = —14. Aqui vé-se que 7|(—14) e, entao, 7|245 (em particular, 7|(—245)).
Como 7|(—245), segue que 2.576 = 7 - 368.
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Teorema 2.1.25. Todo niimero inteiro n é divisivel por 8 se, e somente se, o nimero

formado pelos ultimos trés algarismos de n for multiplo de 8.

Demonstragio. Observe que 10 = 0 (mod 8) e 10 = 2 (mod 8). Assim, pelo item (ii) da
Proposicao [2.1.10, temos 10* = 0 (mod 8) e, repetindo esse processo sempre com a nova

congruéncia que vamos obtendo, teremos:

10° = 0 (mod 8)
10° = 0 (mod 8)
10" = 0 (mod 8), para todo i € N* — {1,2}

Diante disso, atente que 10° = 87}, para todo i > 3 e T; um ntimero inteiro. Assim, tem-se
10%a; = 8T;a,, para a; € Z, ou seja, um multiplo de 8 quando multiplicado por um ntimero

inteiro ainda continua sendo divisivel por 8.

Considerando n um ntmero inteiro miltiplo de 8, entdo n = 0 (mod 8). Vamos
escrever n em sua representacdo posicional de base 10, isto é, n = 10%a;, + 10*1a;,_; +
... +10a; + a,, com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} para todo j = 1,2, ..., k. Logo,

10%a, +10Ftag_y + ... + 10a; +a, =0 (mod 8) = 8T + 10%ay + 10a; + a, = 0 (mod 8)
= 10%ay + 10a; + a, = 0 (mod 8),

onde T' = Tyay + Th—1ap—1 + - - - + Thas + Ta3 e cada T € Z.

Por outro lado, se 10%ay+10a; +a, = 0 (mod 8), entdo é imediato que n = 10%a; +
10FYay_1 +...4+10a; + a, serd um multiplo de 8 uma vez que n = 8T+ 10%ay+10a; +a, =
8 +8Q =8(T'+ Q), com T = Tyay + Tp_1ar—1 + - - - + Tyay + T3as, cada T} inteiro e
8Q = 10%ay + 10a; + a,. O

Exemplo 2.1.26. Observe que 520.256 é divisivel por 8, pois o nimero formado pelos
trés ultimos algarismos de 520.256 é multiplo de 8, ou seja, 256 = 32 - 8. Portanto, pelo
Teorema [2.1.25] 8|520.256, a saber 520.256 = 8 - 65.032.

Teorema 2.1.27. Todo nimero inteiro n é divisivel por 9 se, e somente se, a soma de

seus algarismos ¢ multiplo de 9.
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Demonstragio. Observe que 10 =1 (mod 9). Pela Proposicao [2.1.10] temos:

102 = 1 (mod 9)
10° = 1 (mod 9)

10°

1 (mod 9), para todo i € N*

Diante disso, atente que 10° = 97} + 1, para todo i > 1 e T; um ntimero inteiro. Assim,

tem-se que 10%a; = 9T;a; + a; para a; € Z.

Sendo n € Z tal que n = 0 (mod 9) e o escrevendo no sistema posicional de base
10, temos que n = 10%a;, + 10"~ 1a;_; + ... + 10a; + a,, com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
para todo j = 1,2, ..., k. Logo, 10*a,+10*"ta;_,+...+10a; +a, = 0 (mod 9) se, e somente
se, ST +ar+ap_1+...+a;+a, =0 (mod 9), com T = Tray + Ty_1a5_1+- - -+ Tras + Tiaq
e cada T; € Z. Por fim, aj, + a1 + ... + a1 + a, = 0 (mod 9).

Agora, se ap + ax_1 + ... + a1 + a, = 0 (mod 9) é evidente que n serda multiplo de

9, pois:

n =10 + 10" a1 + ... + 1001 +ap, = n=9T+ar + ax_1 + ... + a1 + a,
= n=9T+9Q
= n=9(T+Q),

onde T' = Tpay + Tip_1ak—1 + -+ + Thas + Tiay; cada T; € Z, com j = 1,2,3,...,k; e

9Q = ax + ag_1 + - - - + a1 + a, .Portanto, segue o resultado.

Exemplo 2.1.28. O ntimero 5.672.358 é divisivel por 9 uma vez que a soma dos algarismos
de 5.672.358 ¢ 54+ 6+ 7+ 2+ 345+ 8 =36 e¢ 9/36. Portanto, 5.672.358 = 9 - 630.262.

Teorema 2.1.29. Todo ntimero inteiro n é divisivel por 10 se, e somente se, n é multiplo

de 2 e 5 simultaneamente.

Demonstrag¢io. Suponhamos que n = 0 (mod 10). Repare que 2|10 assim como 5|10,
entdo, pelo item (i) da Proposi¢ao[2.1.12] temos n = 0 (mod 2) e n = 0 (mod 5). Portanto,
n é divisivel por 2 e 5 simultaneamente. Por outro lado, se n = 0 (mod 2) e n = 0 (mod 5),
entdo, pelo item (ii) da Proposi¢ao [2.1.10} segue que n = 0 (mod mmc(2,5)), ou seja,
n =0 (mod 10). O

Exemplo 2.1.30. O nimero 658.265.154.250 é divisivel por 10, pois 658.265.154.250 é
divisivel por 2 e 5 simultaneamente (uma vez que o algarismo da unidade é 0). Assim,

658.265.154.250 = 10 - 65.826.515.425.
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Comentario 2.1.31. O critério de divisibilidade por 10 pode ser reformulado como:
Todo ntimero inteiro é divisivel por 10 se, e somente se, o algarismo das unidades deste
numero inteiro é 0. Isso é verificado facilmente, pois dado o nimero inteiro n divisivel
por 10 entao este é divisivel por 2 e 5 simultaneamente. Como n é divisivel por 2 temos
que n é par enquanto que n divisivel por 5 tem o algarismo das unidades sendo 0 ou 5.
Se o algarismo das unidades de n fosse 5, entao este nao poderia ser divisivel por 2 assim
como se o algarismo das unidades fosse 2,4,6 ou 8 nao seria multiplo de 5. Portanto,
s6 podemos ter que o algarismo das unidades é 0. Por outro lado, se 0 é o algarismo
das unidades do inteiro n, entao este ¢ divisivel por 2 e 5 simultaneamente e, assim, n é
divisivel por 10 (pois na fatoragdo primaria de n estarao presentes os niimeros primos 2 e
5).

2.1.2 Sistema Completo de Residuos

Iremos a partir de agora, compreender os conjuntos conhecidos como Sistemas

Completos de Residuos bem como apresentar alguns dos seus resultados mais importantes.

Observagao 2.1.32. Sejam a,r,m € Z, com m > 1 e r é o resto da divisdo de a por m.
Entdo a = r (mod m), com 0 < r < m. De fato, como r é o resto da divisao de a por
m, entao temos que a = mq + r, para algum g € Z além de 0 < r < m. Reescrevendo a
ultima expressao, tem-se a —r = mq = m|(a —r) = a=7r (mod m), com 0 <r <m. A

reciproca também é valida.

Desta observacao acima temos que a é congruente modulo m a um dos nimeros
inteiros do conjunto {0,1,2,....,m — 1}. Sendo assim, dizer que a é congruente ao seu
resto na divisao por m é, simplesmente, encontrar o niimero inteiro positivo r no conjunto
{0,1,2,...,m — 1} que torne a expressao a = r (mod m) valida. Inclusive, repare que
ri Zr; (mod m) com r;,r; € {0,1,2,...,,m—1} para ¢ # j, pois, caso contrario, terfamos
que 7; —1; = mgq para algum g € Z onde —m < r; —r; < m, concluindo que r; = r;. Este
¢ um exemplo de um sistema completo de residuos moédulo m, que definiremos a partir

de agora.

Definicao 2.1.33. Sejam m um numero inteiro maior que 1. Chamamos de sistema

completo de residuos médulo m todo conjunto {ry,rs, ..., 7} se r; # r; (mod m) sempre
que 7 # j.

Exemplo 2.1.34. Um sistema completo de residuos médulo 7 é, por exemplo, o conjunto
{21,22,23,24,25,26,27} ou {7,8,9,10, 11,12, 13}. Entretanto, {3,6,7,8,9,10, 11} nio é

um sistema completo de residuos médulo 7, pois 10 = 3 (mod 7).
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Proposigao 2.1.35. Sejam o nimero inteiro m > 1 e A = {ry,ry,...,7,} é um sistema
completo de residuos médulo m. Se a é um nimero inteiro, existe exatamente um r; em

A de forma que a = r; (mod m).

Demonstragao. Pela Observacao a =1 (mod m), onde r é o resto da divisao de
a por m. Assim, r € {0,1,2,...,m — 1}. Por outro lado, A = {ry,rs, ..., } satisfaz a
seguinte relacao r; # r; (mod m) se i # j e, portanto, realizando a divisao de rq, g, ..., 7,
por m, obtemos m restos distintos dois a dois. A partir disso, para algum r; € A, tem-se
que r; = mg; +r com 0 < r <meq €Z. Logo, r =r; (mod m) e, pela transitividade,

obtermos a = r; (mod m). O

Proposicao 2.1.36. Sejam a, k,m € Z, com m > 1 e mdc(m, k) = 1. Se {ay,as,...,a,} é
um sistema completo de residuos médulo m, entao temos que {a+kay, a+kas, ..., a+kay, }

também serda um sistema completo de residuos médulo m.

Demonstracao. Para mostrarmos esse resultado, basta considerarmos dois elementos dis-
tintos do conjunto {a + kay,a + kas, ...,a + ka,,} e provar que eles ndo sdo congruentes.

De fato, se a + ka; = a + ka; (mod m) com i # j e i,j =1,2,...,m, temos que:
a+ ka; = a+ ka; (mod m) < ka; = ka; (mod m).

Como mdc(m, k) = 1, segue da Proposigéomitem (iv) que a; = a; (mod m). Contudo,
isto ¢ um absurdo porque a; # a; (mod m), pois o conjunto {ay,, as, ..., ap, } ¢ um sistema

completo de residuos médulo m. Portanto, segue o resultado. O

2.2 Atividade Didatica

Nesta secao, relataremos o processo de construcao, planejamento e aplicacao de
uma atividade didatica organizada e executada por nds. Esta pratica pedagégica foi
realizada no Ensino Bésico - em duas escolas - e no Ensino Superior - em uma universidade

- no municipio de Rio Grande.

A ideia surgiu apés discutirmos amplamente sobre o assunto de divisibilidade e
a enorme dificuldade que a grande maioria dos estudantes possuem em relagdo a essa
tematica. Refletindo sobre isto, acordamos da necessidade de concebermos uma pratica
pedagogica que despertasse o interesse dos discentes e que ao mesmo tempo fosse signifi-

cativa para eles.

Nessa perspectiva, concordamos que trabalhar com situagoes-problemas, que "[...]
sao problemas de aplicacao que retratam situacoes reais do dia-a-dia e que exigem o
uso da Matematica para serem resolvidos."(DANTE, [2003)), seria uma étima maneira de

entusiasmar os alunos, pois quando operamos com contextos reais viabilizamos que seja
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enxergado pelos estudantes a aplicabilidade da matematica sobre aquele assunto tornando
o aprendizado significativo. Além disso, situagoes-problemas proporcionam o desenvol-

vimento do raciocinio légico porque estimulam o pensar em estratégias para resolver a

problemaética.
Assim sendo, buscamos "[...] estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de
divisibilidade [...]"(BRASIL] 2018) envolvendo o conceito de congruéncia sem apresentar

a notacao da relagdo, mas sim conceito de soma, subtracao, multiplicacao e divisdo entre
dois niimeros inteiros. Inclusive, frisamos a importancia de entendermos esse conceito com
notac¢oes mais simples, pois quando for inserido a notagao formal, no Ensino Superior,

sera mais facil de assimilar e significar esse contetido.

Na sequéncia, descreveremos: a metodologia, em que abordaremos os locais de
aplicacao, o publico alvo e os materiais necessarios; os objetivos, no qual listamos as
finalidades pretendidas com a proposta; a aplicagao, onde relataremos propriamente
dito a execucao da tarefa; e algumas consideragoes, em que discorreremos sobre as

caracteristicas da atividade.

2.2.1 Metodologia

A atividade didatica foi desenvolvida com uma turma de 6° ano do Ensino Fun-
damental na E. M. E. F. Bento Gongalves, um 1° ano do Ensino Médio na E. E. E. M.
Lilia Neves e com uma turma de ingressantes no curso de Matematica Licenciatura do
1° semestre de 2020 na Universidade Federal do Rio Grande. Cabe destacarmos que a
turma do 6° ano possuia 15 estudantes enquanto haviam 18 e 50 alunos no 1° ano do En-
sino Médio e no Ensino Superior, respectivamente. Também mencionamos que no Ensino
Fundamental foi aplicado no ano de 2019 e nas demais foi no ano de 2020 por questao de

disponibilidade das instituicoes.

A proposta requiriu a formulacao das problematicas, que neste caso foram trés
situagoes-problemas envolvendo nogoes de tempo (contidas no Anexo . Inclusive, foi
impresso calendarios dos anos de 2019 a 2024 porque foi um material suporte para auxiliar
os alunos no desenvolvimento da pratica pedagégica. Relatamos ainda a construgao de
quatro questionamentos de opinido para que os alunos nos retornassem sobre o que eles

acharam da atividade (contidos no Anexo [B] bem como os calenddrios).

2.2.2 Objetivos

Nossos objetivos com a pratica foram: Perceber se os estudantes conseguem formu-
lar estratégias para solucionar os problemas propostos; verificar se os discentes identificam
elementos cruciais para auxilid-los na solugdo; analisar se os alunos compartilham e/ou

comparam suas ideias com os demais; estabelecer conexoes com o conteudo de divisi-
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bilidade; e, conforme sugere a BNCC (BRASIL, 2018)), aprimorar as habilidades com
operagoes basicas; relembrar a Divisao Euclidiana e desenvolver o raciocinio légico, inves-
tigativo e a capacidade de produzir argumentos légicos através dos saberes matematicos

aprendidos.

2.2.3 Aplicacao

Nos dias 12 de novembro de 2019, 30 de janeiro e 11 de margo de 2020, fomos
até as instituicoes de ensino E. M. E. F. Bento Gongalves, E. E. E. M. Lilia Neves e
Universidade Federal do Rio Grande, respectivamente para desenvolver uma atividade
didatica com os estudantes das turmas de um 6° ano do Ensino Fundamental, um 1° ano
do Ensino Médio e os ingressantes do curso de Matematica Licenciatura. Destacamos que
a proposta foi a mesma para os trés niveis de Ensino e teve como propoésito verificar as
compreensoes deles a respeito do conceito de divisibilidade. Inclusive, o relato foi feito de

maneira unificada enfatizando pontos de diferencas entre estes niveis de Ensino.

Ao chegarmos a sala de aula, nos apresentamos para os estudantes como académi-
cos do curso de Matematica Licenciatura da Universidade Federal do Rio Grande. Além
disso, explicamos que iriamos aplicar uma atividade com o intuito de analisar a forma
com que eles relacionavam os problemas diante dos principios de divisibilidade intrinsecos
a proposta. Convém acentuar que fomos extremamente bem recebidos pelos estudantes e

que todos participaram da aplicacao da atividade.

Em seguida, solicitamos que os discentes formassem grupos de no maximo 4 in-
tegrantes para iniciarmos a pratica pedagogica. Logo apoés eles formarem seus grupos,
entregamos o primeiro problema para cada um dos estudantes e pedimos para que colo-
cassem algumas informagoes nas lacunas que haviam no problema, ja que o mesmo era

versatil, conforme nos mostra a Figura [I}

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE - FURG
INSTITUTO DE MATEMATICA, FiSICA E ESTATISTICA - IMEF
Prof. William Debon Pereira

Atividade de Extensio

Nome: Turma: Data: !

1) O dia da semana de hoje é e o horario é
Daqui 95h sera que dia da semana e que horas?

Figura 1 — Primeiro problema.

A tarefa inicial se resumia em prever o dia da semana e o horario que seria apos
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passadas 95 horas em relacdo ao dia da semana e horario que foi preenchido nas lacunas
pelos estudantes. A principio, foi um estudo introdutoério para que eles pudessem ter ideias
para as proximas situagoes, bem como relembrarem operacoes basicas de mateméatica

como soma, subtragao, multiplicacao e/ou divisao.

Posteriormente, esclarecemos que esse primeiro problema seria solucionado em con-
junto para que eles compreendessem melhor a proposta. Entretanto, antes de iniciarmos
a resolucao da questao, perguntamos se algum deles tinha alguma ideia de como proceder
para encontrar a solucao, pois deste modo estavamos estimulando que eles pensassem e

discutissem sobre meios de chegar a resposta sem depender do professor.

Na turma do 6° ano, apés alguns segundos de siléncio, o inico a nos responder
foi uma menina que concluiu que se um dia possuia 24 horas, era possivel somar de 24
em 24 horas até alcancar as 95 horas do problema. Contudo, ela ndo chegou a completar
seu raciocinio, posto que chegariamos a 96 horas e, ao ser questionada sobre o que fazer
com o excedente, ela nao soube responder. Solicitamos que ela desenvolvesse sua logica e

pensasse um pouco mais sobre aquele pequeno detalhe, porém nao obteve sucesso.

No Ensino Médio, alguns estudantes ja sabiam a resposta porque seguiram seu
raciocinio mentalmente. Quando perguntamos o modo como eles resolveram, rapidamente
mencionaram que foram somando de 24 em 24 horas até encontrar 96 horas (4 dias) e
assim retiraram 1 hora das 96 encontrada, donde perceberam que se passariam entao 3

dias mais 23 horas.

Por fim, os alunos do curso de Matematica Licenciatura surpreenderam, pois va-
rios estudantes propuseram diversas ideias/estratégias para solucionar o problema inicial.
Uma delas foi a mesma dita pelos discentes do Ensino Basico enquanto outras envolviam

equacgoes do primeiro grau e tentativa e erro.

Nesse momento, depois das ideias de cada um dos niveis de Ensino, requisitamos
que eles resolvessem a questao por meio do pensamento que haviam mencionado. Embora
os estudantes do Ensino Béasico nao tenham seguido suas préprias estratégias e sim nossa
resolucao (exceto por um estudante do Médio), o Ensino Superior prosseguiu satisfato-
riamente com seus planejamentos para a solucdo. Nao sabemos exatamente o porqué
do 6° e do 1° ano desistirem das suas proprias ideias, mas conjecturamos que possa ter
havido inseguranca e medo de errar, como também nao ter maturidade com esse tipo de

abordagem devido a forma como o professor possivelmente desenvolveu o contetdo.

-

E comum que os estudantes priorizem a resposta do docente ao invés de seus
proprios métodos para compreender a questdao. Isto se deve ao fato da inseguranca e
falta de convicgdo em seus pensamentos para com a problematica porque pensam que
o professor possui todo o conhecimento e que aquele modo é o tnico jeito de chegar a

resposta, o que nem sempre ¢ verdade. Outro ponto pode ser o modo como o professor



Capitulo 2. Aritmética Modular 55

desenvolveu os conteudos, pois onde prioriza-se o roteiro e nao a liberdade de raciocinar

sobre os problemas atinge diretamente na aprendizagem das criancgas e jovens.
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Figura 2 — Resolugao do 1° problema por um estudante do Ensino Fundamental, Médio
e Superior da esquerda para a direita.

Observamos que ao analisar o modo como foi efetuada a tarefa inicial (Figura |2)),
pode-se perceber que o Ensino Fundamental literalmente transcreveu as informagoes tal
qual colocamos no quadro diferente do Ensino Médio, que apenas realizaram os calculos
e suprimiram todo texto explicativo. Em contrapartida, o Ensino Superior mostrou-se
ainda mais maduro em relagao a isto e procederam de forma independente justificando
cada passo executado. Isto nos evidéncia que conforme avancam de nivel escolar, os
discentes ganham autonomia de saber o que ¢é relevante para eles apesar de que tais

verbetes (texto explicativo) auxiliam a relembrar os métodos feitos.

A imagem central, na Figura [2| merece minuciosamente um pouco mais de rele-
vancia porque ¢ a resolugdo do tnico aluno do Ensino Médio que aplicou sua ideia para
concluir o problema (célculo da subtracao de 96 por 1). Percebe-se que ele abstraiu todo
o contexto em apenas uma operacao, isto é, ele descreve o entendimento que possui refe-
rente a 96 = 0 (mod 24) e 95 = 23 (mod 24) (claro que ndo nesta notacao) quando escreve
96 = 4 (96 horas equivale a 4 dias) e conclui, em fala, que se passariam na verdade 3 dias
mais 23 horas. Esta forma de raciocinar revela os conhecimentos sobre divisibilidade que

o discente possui mesmo nao tendo feito uso do calculo de divisao.

Outra resposta digna de destaque é a do licenciando em Matemaética (na Figura ,
pois além de ter relagdo direta com as mesmas congruéncias mencionadas anteriormente,
¢é usado um raciocinio distinto do utilizado pelo estudante do Ensino Médio ja que nesta é
executada a divisao. Da mesma forma, acrescentamos a soluc¢ao de outro aluno do Ensino
Superior, como vemos na Figura |3 (abaixo), no qual é desenvolvido um método similar
ao do primeiro licenciando exceto pelo calculo de divisao que aqui é subentendido pelo

agrupamento que fora realizado.

Repare que essas trés formas (a do Ensino Médio e as duas do Ensino Superior)

de concluir a proposta inicial nos mostram que nao ha um tnico caminho para se seguir
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Figura 3 — Solugao do 1° problema de um aluno do Ensino Superior

e que todos convergem para o conceito de divisibilidade. E interessante pontuar que, por
mais que eles nao entendam as congruéncias ali inseridas, eles possuem os conhecimentos
sobre divisibilidade seja por meio do raciocinio mental, operagao de divisao ou realizando
agrupamento. Sao através desses mecanismos que demonstram o quanto eles sabem de
divisibilidade, mas que acabam procurando subterfiigios para nao recairem na utilizacao
das contas de dividir. Acredita-se que isto ocorre por causa da enorme dificuldade em

realizar tal operagao, pois deve haver uma caréncia na explicagdo desse calculo na base.

Enquanto resolviamos a primeira questao, sempre fomos questionando-os sobre o
que fazer em seguida e também significando cada um dos resultados obtidos para que
ajudasse no pensamento matematico deles. A partir disso, notamos que eles tinham
conhecimentos pontuais e que iriam auxilid-los na solugao do problema como, por exemplo,
eles sabiam que um dia possuia 24 horas (sem essa informagao, nao seria possivel resolver

o problema).

Depois disso, recolhemos o primeiro problema e entregamos o segundo juntamente
com os calendarios de 2019 a 2024, além de pedirmos para que eles preenchessem as
lacunas da tarefa com as informagoes cabiveis. O segundo problema consistia numa
situacao envolvendo o dia de aniversario de cada estudante e haviam trés itens a serem

respondidos, conforme a Figura [4]

O primeiro item consistia em fazer as previsoes do dia da semana que ocorreria
novamente o aniversario deles nos anos de 2020 a 2024, enquanto o segundo tratava da
relacdo entre os dias da semana com o dia da semana dos seus aniversarios a cada ano.
Por fim, o terceiro tépico abordava uma questao para verificar se determinado ano era ou

nao bissexto, explicando seu raciocinio.

Nessa segunda parte da proposta, explicamos que iriamos apenas acompanha-los

sanando as possiveis duvidas uma vez que nao queriamos que eles ficassem dependentes de
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Figura 4 — Segundo problema.

nos para solucionar o problema. Inclusive, ressaltamos a importancia de escreverem seus
pensamentos para organizarem as ideias/estratégias para o desenvolvimento da segunda

etapa.

Em todas as turmas, ao caminharmos pela sala de aula alguns minutos apés ter-
mos entregado a situagao-problema, observamos que varios alunos estavam parados sem
um plano de agdo para realizar a atividade ou nao sabiam como proceder. Sendo assim,
procuramos auxilid-los, inicialmente, perguntando coisas como o nimero de dias que pos-
suia um ano e as semanas para ver se surgia alguma nog¢ao de como se resolvia o problema.
Embora eles soubessem responder nossos questionamentos, eles nao conseguiram enxergar

como que aquelas informagoes os ajudariam a solucionar a questao.

A partir disso, tivemos que auxilid-los no primeiro item utilizando nossos dados
(nossa data de nascimento) e fazendo a previsao apenas para o ano de 2020, pois eles
deveriam realizar os demais. Ressaltamos que ao longo da nossa explanacao sobre o
exercicio, procuramos instiga-los a terem seus préprios métodos por meio de indagacoes
como: O que obtemos se realizarmos uma divisao entre o niimero de dias do ano pelo
numero de dias que ha em uma semana? Em que isso pode nos ajudar? O que significa

o resto dessa divisao?

Infelizmente, os estudantes do 6° ano continuaram, num primeiro momento, sem
perceber a conexao entre as informacoes até nos reexplicarmos e fazermos o exercicio
para o ano de 2021. Por outro lado, os alunos do Ensino Médio assim como os do
Ensino Superior conseguiram compreender a nossa resolucao de forma mais rapida, além
de realizarem com maestria o item inicial. Desta maneira, todos conseguiram finalizar
a tarefa através da nossa solugdo, ou seja, adaptaram nossa resposta para encaixar no

contexto deles.

E notério que, na Figura |5 (acima), todos executaram com perfeigdo o algoritmo
da divisdo mostrando que eles tem nogoes sobre 365 = 1 (mod 7) e 366 = 2 (mod 7),

ou melhor, perceberam e associaram que tais niimeros nao sao divisiveis por 7. A maior
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Figura 5 — Resolugao do item (a) do segundo problema por um aluno do Ensino Funda-
mental, Médio e Superior da esquerda para a direita.

dificuldade deles foi comecar, pois nao conseguiram estabelecer um plano para por em
pratica. Pensamos que tal adversidade possa ter ocorrido por causa de nao haver esse
costume de pensar para depois executar e sim ja sair aplicando férmulas para achar
a solucao, posto que algumas escolas sao ensinados desta forma, apenas aplicacdo de

algoritmos.

Na maioria das escolas, sao alguns professores que criam atividades didaticas para
que os alunos sejam desafiados a solucionar através do pensar, pois a maioria acaba
se acomodando. Contudo, faz-se necessario incentivar o raciocinio para que os discentes

saibam lidar com outras situagoes e signifiquem os contetidos aprendidos no seu cotidiano.

Em relacao ao segundo item, alguns ja tinham o conhecimento do padrao que
estava ocorrendo, isto é, sabiam que quando o ano era convencional o dia da semana que
aconteceria seu préoximo aniversario era 1 dia apdés o dia da semana do ano anterior e
quando era bissexto eram 2 dias. Salientamos que nao houve problemas em nenhum dos
niveis de Ensino em responder a pergunta embora muitos nao tenham justificado o porqué

de tal ocorréncia de forma significativa.

O 1ltimo item envolvia a questao de divisibilidade por 4 e alguns estudantes con-
seguiram responder utilizando esta ideia enquanto outros utilizaram da informacao que
2020 era bissexto donde foram somando de 4 em 4 anos até alcangar o ano proposto para
finalizar a atividade. Assim como o anterior, ndo houve nenhuma dificuldade ou duvida
por parte dos discentes. Na Figura |§] (abaixo), pode-se ver a resolu¢ao de um aluno do

Ensino Fundamental, Médio e Superior.

A resposta do estudante do Ensino Fundamental, na Figura [0, ganha destaque
porque, além de concluir o item (c¢) com a mencao do critério de divisibilidade por 4,
mostra a sua criatividade em realizar associacoes histéricas para encaixar-se no contexto
de sua logica. Embora, toda sua associagao sobre o ano 4 d.C. ter iniciado os anos bissextos
nao estar correta, pois é sabido que este teve seu inicio em 48 a.C com a implementacao

do Calendério Juliano.

Atente também que a imagem da direita, na Figura [6] merece um destaque maior,
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Figura 6 — Resolugdo do item (c) do segundo problema por um aluno do Ensino Funda-
mental, Médio e Superior da esquerda para a direita.

pois o estudante percebeu que 2082 # 2020 (mod 4) por meio das operagoes bésicas que fez
(2082 —2020 = 0062 € 62 = 4-15+2) sem entrar, novamente, em detalhes de congruéncia.
Inclusive, observou que anos bissextos sao miultiplos de 4 quando este escreve "Nao sera,
pois até 2082 se passardao 62 anos, e 62 nao é multiplo de 4 por isto nao é bissexto.".
Por todos esses aspectos listados na sua resposta, entende-se a sua compreensao sobre
divisibilidade através de seu raciocinio e percepcao de saber encontrar a quantidade de
anos para se chegar a 2082 por meio de 2020 e, ainda, de realizar a divisao por 4, ja que

anos bissextos tem sua ocorréncia de 4 em 4 anos.

A terceira situacao-problema (Anexo nao foi possivel de ser executada porque
nao havia tempo suficiente para tal. Entao, para finalizar solicitamos que os discentes
respondessem as seguintes quatro questoes dissertativas sobre a atividade (sendo a tltima

questao aplicada apenas para os ingressantes no curso de Matemadtica Licenciatura):

i) O que vocé achou da atividade? Justifique.

ii) O que vocé compreende a partir das discussoes envolvidas durante a atividade?

Explique.
iii) Alguma sugestao para aperfeicoar a atividade?

iv) Que contetdos matematicos estdo por tras da resolucao dessa atividade?

Os alunos do 6° ano do Ensino Fundamental foram os tnicos estudantes que nao
responderam os questionamentos, pois ja havia tocado o sinal para eles irem embora.
Contudo, solicitamos para que eles respondessem as perguntas em casa e entregassem
para a docente deles na préxima aula de matematica para que entao ela pudesse nos

entregar, mas a professora regente disse que eles nao fizeram.

Referente ao primeiro questionamento, percebemos que a proposta pedagogica foi
bem recebida pelos alunos do Ensino Médio e Ensino Superior porque eles, na grande mai-
oria, responderam que acharam a atividade interessante e atrativa, pois envolvia bastante
o raciocinio e légica para a sua execucao. Ademais, disseram que esse tipo de atividade
os estimula a refletirem sobre coisas que nunca haviam parado para pensar antes, como o

porqué de tais fendomenos ocorrerem. Isto pode ser observado na Figura El (abaixo).
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Figura 7 — Resposta da primeira questao de um aluno do Ensino Médio e de dois do
Ensino Superior de cima para baixo.

Isso evidéncia que propostas pedagodgicas envolvidas com o fazer pensar tornam-se
mais cativantes para alunos, pois o ensino deixa de ser mecanizado para algo aplicado em
suas vidas. E ainda, possibilita associacoes cognitivas entre o que esta sendo aprendido

com suas vivéncias cotidianas propiciando um melhor reconhecimento daqueles conceitos.

A respeito da segunda pergunta, acabou ocorrendo um equivoco no Ensino Médio
porque, por um descuido, acabamos escrevendo na lousa a seguinte pergunta: "Achou
valido atividades como as desenvolvidas em aula? Por qué?'. Embora nao consigamos
realizar uma comparacao entre o Ensino Médio e o Ensino Superior por conta desta falha,
tal questionamento nao deixa de ser relevante para o trabalho uma vez que nos outorga

enxergar se a proposta é pertinente.

Desta forma, o Ensino Médio achou vélido, em sua totalidade, aplicar atividades
como esta porque, além de tornar a aula mais atrativa e dinamica, faz desenvolver o
raciocinio légico - ja mencionado na primeira pergunta. Inclusive, ressaltaram que com
esta tarefa eles aprimoram seus conhecimentos, isto é, aprendem mais sobre outras coisas.

Isto pode ser observado na Figura [§] (abaixo) nas imagens da direita.

No Ensino Superior, verificamos que eles compreenderam as diferentes formas de
resolver os problemas como também a reflexdo como instrumento para justificar suas
solucdes. E importante oportunizar que os alunos conhecam outros métodos de resolucio
e saibam explicar com clareza a logica imersa em suas estratégias porque isto fara com que
estabelecam associagoes entre os seus calculos e pensamentos para que eles signifiquem.

Isto pode ser observado na Figura [§| (abaixo) nas imagens da esquerda.

Ainda sobre a Figura [§ realgamos a imagem da direita-baixo a respeito da ar-
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Figura 8 — Resposta da segunda questao de dois alunos do Ensino Médio (esquerda) e do
Ensino Superior (direita).

gumentacao, pois retrata diretamente ao contetido de divisibilidade que a tarefa exigia.
Nesta resposta, fica claro que o objetivo sobre estabelecer conexdes com a divisibilidade
dos ntimeros inteiros foi cumprido/atingido quando este escreve que compreende "A ques-
tao da divisao/do quociente. Foi uma forma de relembrar que existe a divisdo exata/o
quociente exato (com resto zero) e as divisoes/quociente "inexatos" (com restos diferente
de zero). Além de lembrar que dividir é, na realidade, agrupar em determinadas quanti-
dades.".

No questionamento sobre sugestoes para melhorar a atividade (terceira pergunta),
a maioria dos discentes ficou satisfeita com a maneira que se encontra a proposta. Ja
outros sugeriram que o aplicador explique as demais formas de chegar aos resultados e

trabalhe com outras tematicas para chamar ainda mais a atencao dos alunos.

Por fim, a quarta indagacao relativa aos conteidos matematicos que sao identi-
ficados na tarefa, os ingressantes do curso de Matematica Licenciatura foram os tnicos
a responderem porque esta questao foi elaborada justamente para eles visando um olhar
deles como docentes. Suas respostas foram desde raciocinio logico e operacoes basica a

identificacdo de padroes.

Todas essas respostas tornam significante a pratica porque mostra seu potencial
de ensino, posto que revela que o aprender matematica nao é apenas realizar calculos e
sim interpreta-los de forma expressiva e construtiva através do raciocinio logico, conforme
sugere a BNCC (BRASIL; 2018). Cabe, entao, ao professor desenvolver e/ou proporcionar
estes meios para difundir o conhecimento através de atividades que instiguem os alunos e

torne-os seres investigativos, pois eles aprendem quando estao em contato com a praxis.



Capitulo 2. Aritmética Modular 62

2.2.4 Algumas consideracoes

A forma como foi planejada e desenvolvida a atividade concede ao professor saber
se as turmas conseguiram entender o conceito de divisibilidade imbricado na proposta.
Além disso, é propiciado a interagdo entre os discentes para poderem realizar trocas de
ideias sobre como proceder com os problemas uma vez que é oportunizado a formagao de

grupos quanto o didlogo.

Propostas didaticas, como a relatada, sao interessantes porque trabalham a Ma-
tematica de outra perspectiva - aquela do pensar, planejar e executar o plano - e isto
permite associar os conhecimentos intrinsecos a atividade. Ademais, despertam curiosi-
dade e fascinio nos discentes em sua realizacdo porque viabiliza um olhar mais critico

sobre a forma como é ensinado nas escolas.

Realizando um comparativo entre as turmas, pode-se notar que no Ensino Superior
os alunos estavam mais motivados em participar da proposta pedagogica enquanto que no
Ensino Béasico ndo mostraram-se tao entusiasmados. Acreditamos que tal desmotivacao
tenha se dado por conta da maturidade, a falta de interesse deles, déficit nos contetdos
bésicos que a tarefa exigia ou até mesmo a auséncia de atividades desse género. Todos
esses apontamentos influenciam no progresso da tarefa porque revela que o aluno nao esta

bem ou precisa de um reforco para reaver a caréncia dos conteidos necessarios.

Sabemos que em algumas escolas, a maioria dos professores nao desenvolvem pra-
ticas que requerem que os alunos pensem, pois vemos que os exercicios sao todos mecani-
zados e nao exigem muito além de aplicacao de algum algoritmo. Claro que, compreender
o emprego da formula é importante, mas faz-se necessario estimular o raciocinio porque

acaba formando individuos capacitados para interpretar situagoes adversas em seu dia a
dia.

Assim sendo, percebemos que estimular o raciocinio légico por meio de investi-
gagoes e o pensar em argumentos que validem suas ideias através dos conhecimentos
matematicos é uma forma de potencializar o Ensino de Matemética. Salientamos que isto
nao faltou na proposta, ja que a mesma utilizou desses tépicos para atingir seus objetivos

de forma satisfatéria.

No que tangencia o contetido de divisibilidade, percebemos que todos eles possuem
conhecimentos a cerca desta tematica, porém a maior dificuldade que tiveram foi referente
a como comecar a resolver porque, como mencionado anteriormente, pode ser que algumas
escolas nao fomentem o suficiente praticas desse género. Embora essa adversidade tenha
surgido, conseguimos esclarecer e encorajar-los a terem suas proprias ideias diante de

diversos questionamentos.

Em virtude de todos esses fatos mencionados, podemos concluir que a atividade

possui potencial para a aplicacao desde que o professor esteja auxiliando a turma. Inclu-
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sive, é preciso que os estudantes estejam motivados em participar das tarefas porque isso

refletird no desempenho deles durante a execucao da proposta.
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3 Congruéncias Lineares

O presente capitulo destina-se introduzir a no¢ao de congruéncias lineares, que sao
equacoes envolvendo o conceito de congruéncia. Este principio matematico é muito mais
interessante do que trabalharmos apenas com congruéncias entre dois nimeros inteiros
porque, a partir dele, podemos modelar diversos problemas aritméticos (um exemplo de

problema poderd ser visto na primeira se¢ao deste capitulo).

Também abordaremos alguns teoremas de suma importancia para a Teoria dos
Numeros e que, por sua vez, possuem conexoes com as referidas congruéncias lineares.
Dentre eles, podemos citar o Teorema de Euler, que evidencia uma premissa interessante
relacionando uma poténcia de um nimero inteiro com o seu resto na divisao por um outro
inteiro positivo coprimo a este; e o Teorema de Wilson, que nos fornece um argumento

matematico curioso a cerca dos misteriosos nimeros primos.

Para uma melhor compreensao desses fundamentos, fragmentamos o capitulo em
duas se¢oes. A primeira - Equacgbes de Congruéncias Lineares - trard a definicao de
congruéncias lineares assim como resultados que nos permitem saber quando é admitido
solucao e métodos de resolucao destes objetos matematicos. A segunda, Alguns Teoremas
Classicos da Aritmética, como o nome ja sugere, apresentara alguns dos teoremas mais
relevantes para o desenvolvimento da Aritmética. Ressaltamos ainda que para realizarmos

essas discussoes sobre as congruéncias lineares, utilizamos as seguintes obras literarias:

(DOMINGUES, [1991)), (GOMES; SILVA| 2018), (HEFEZ, 2009) e (SANTOS) [2020).

3.1 Equacoes de Congruéncias Lineares

Consideremos o seguinte problema: O dobro de um niimero inteiro, que esta entre

8 e 28 (excluindo-se ambos), deixa resto 3 na divisdo por 5. Que ntmero é este?

Para resolvermos este problema, poderiamos testar um por um os niimeros pares de
9 até 27 e ir verificando quem deixa resto 3 na divisao por 5; concluindo assim que o niimero
procurado serd a metade deste niimero encontrado. Contudo, solucionar problemas desse
modo nem sempre serd ficil, pois o intervalo poderia ser maior e/ou ter mais de uma
resposta para o problema. Diante disso, reescrevendo a questao em linguagem matematica
envolvendo o conceito de congruéncia, obtém-se a equagao 2x = 3 (mod 5) e, a esta,

nomeamos de congruéncia linear ou equacgao de congruéncia linear.

Sao equagoes desse tipo que serdo o tema central desta secao. A partir delas, inves-
tigaremos e compreenderemos quando havera solucao e até mesmo métodos de soluciona-

las. Enquanto nao possuimos muitas informagoes sobre esse conceito, iremos deixar para
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resolver este problema ao longo da subsecao a seguir.

3.1.1 Equacoes de Congruéncias Lineares

Definigao 3.1.1. Toda equacao da forma axz = b (mod m), onde a,b e m sdo nimeros
inteiros tais que a # 0 e m > 1, sdo chamadas de congruéncias lineares ou equagoes de

congruéncias lineares.

Exemplo 3.1.2. A equacdo 2z = 4 (mod 9) é uma equagao de congruéncia linear assim
como 2z = 3 (mod 2). Contudo, as expressoes x> = 1 (mod 2) e 6zy = 0 (mod 12) nao

sao equagoes de congruéncias lineares.

Vamos mostrar agora o primeiro resultado sobre essa tematica. Este, no que lhe
diz respeito, é crucial para comecarmos a conhecer os mecanismos para solucionar tais

congruéncias lineares.

Proposicao 3.1.3. Sejam a,b,m € Z, com m > 1. A congruéncia linear ax = b (mod m)

possui solugao se, e somente se, mdc(a, m)‘b.

Demonstragio. Consideremos x, uma solu¢ao da congruéncia linear az = b (mod m), ou
seja, ar, = b (mod m). Diante disso, sabemos que m|(ax, — b), isto é, existe um nimero
inteiro y, tal que ax, — b = my,. Organizando esta igualdade, obtemos az, — my, = b.

Note que esta ultima sentenca matematica é uma equacao diofantina linear em que sua

solugao é o par ordenado (z,,¥,). A partir disto, pelo Teorema [1.3.3] 0 mdc(a, m)’b uma

vez que a equagao diofantina admite solugao. Por outro lado, se mdec(a, m)|b, entao, pelo
Teorema [1.3.3 a equacao diofantina linear axz + my = b possui solucao, digamos que seja
o par ordenado (z,,¥,). Neste sentido, ax, + my, = b e, reordenando esta igualdade,

temos que az, — b= m(—y,) < m|(ax, —b) & ax, = b (mod m). O

Comentario 3.1.4. Esta Proposicao [3.1.3]| ndo nos diz como encontrar a solucao de
uma determinada congruéncia linear, mas evidencia, em sua demonstragao, uma relagao
entre as congruéncias lineares e as equagoes diofantinas lineares. Repare nas seguintes

equivaléncias:
ax =b (mod m) < ml(ax —b) & Jy € Z,ax —b=my < ax —my = b.

Portanto, podemos afirmar que encontrar a soluc¢ao de uma congruéncia linear é solucionar

a equacao diofantina linear a ela associada.

Diante disso, podemos retornar ao problema inicial desta secao para resolvé-lo.

Retomamos a equagao de congruéncia linear 2z = 3 (mod 5), que possui solugdo uma vez

que mdc(2,5) =1 e 1|3, pela Proposicao [3.1.3]



Capitulo 3. Congruéncias Lineares 66

Note que 2z = 3 (mod 5) é equivalente a equacao diofantina linear 2z — 5y = 3,
para y € Z. Ao realizar o método discutido no Capitulo [I] Segao descobre-se que
a solucao de 2z — 5y = 3 é o par ordenado (5t — 6,2t — 3), para algum t € Z. Além
disso, sabemos que 8 < 2z < 28, ou seja, 4 < x < 14. Substituindo x por 5t — 6 nesta
ultima desigualdade, ficamos com 4 < 5t —6 < 14. Resolvendo essa sentenca matematica,
obtemos que 2 < t < 4. Por fim, note que o Unico valor de ¢t que satisfaz a questao é
t = 3, onde obtém-se x = 9. Portanto, o nimero inteiro cujo dobro, que esta no intervalo

(8,28), deixa resto 3 na divisao por 5 é o nimero 9.

Observagao 3.1.5. Atente que se =’ = z, (mod m), com x’,x, € Z, e x, é solugdo
da congruéncia axz = b (mod m), entdo ' também serd solucao da referida congruéncia
linear. De fato, basta multiplicar por a a congruéncia ' = z, (mod m) fazendo com que

tenhamos az’ = azx, = b (mod m).

Teorema 3.1.6. Sejam a,b,m € Z, com m > 1 e mdc(a,m)‘b. Se x, é solucao da

congruéncia ax = b (mod m), entdo o conjunto

S = {:1:0, :1:04—@, xo—l—QT, v xo+(d—1)m},

d d d

onde d = mdc(a, m), forma um sistema completo de solugoes incongruentes duas a duas

da congruéncia.

Demonstragio. Repare que toda solugdo z’ da congruéncia axr = b (mod m) satisfaz

ax’ = ax, (mod m), conforme visto na Observacao Sendo assim, aplicando o item

(iv) da Proposicao [2.1.7) obtemos que 2z’ = z, (mod %) e, com isto, existe o ntimero

inteiro k tal que

m
-z, =k—.

d

Realizando a Divisao Euclidiana de k por d, temos a existéncia de tnicos ¢,r ntimeros
inteiros tais que k = dq 4+ r com 0 < r < d e, portanto,

/ m / m
T —xozmq%—rgc)a: - a:o—i—rg =mgq,

ou seja, ' = z, + 1% (mod m) para r € {0,1,2,...,d — 1}. Por outro lado, os niimeros

T, + 7%, com 0 < r < d, sdo solugdes da congruéncia ax = b (mod m), pois

a (xo + r?) = aw, + T%m = ax, = b (mod m).

Resta-nos provar que esses numeros sao dois a dois incongruentes médulo m. Com efeito,
para i,j € {0,1,2,...,d — 1},

xo—kimzxo—i—j% (mod m)@z% = j— (mod m).

d

SIE
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Como 0 < 4,j < d, entao 0 < "%, j% < m. Além disso, temos que

g m
4 74

donde segue que iy = j% (pois o unico multiplo de m no intervalo —m < i’} — j% < m

=mk, ke Z,

é 0 0) e, por conseguinte, i = j. L]

Exemplo 3.1.7. Seja a congruéncia 3z = 3 (mod 6). Note que z = 1 é solugao desta
congruéncia. Para encontrarmos os outros dois resultados incongruentes a 1, ja que

mdc(3,6) = 3, basta fazermos:

6 6 6 6
1+ =1+ =3el+2 —— _=142..=5
Tdee) 3T T L) 03

Logo, obtemos as solugoes 1, 3 e 5 da congruéncia 3z = 3 (mod 6) que sdo incongruentes

entre si.

Corolario 3.1.8. Seja mdc(a, m) = 1, entao a congruéncia axz = b (mod m) possui uma

unica solucgao.

Demonstragio. Com efeito, a congruéncia linear az = b (mod m) possui solugdo uma
vez que mdc(a,m) = 1 e 1|b. Digamos que z, seja a solucao desta congruéncia, logo

ax, = b (mod m). Se houver outras solugdes da congruéncia, estes serao:
To, To+ M, To+2m, ..., X, +nmM, ...

Note que essas solugoes sao congruentes duas a duas, pois, dados k; e ks nimeros inteiros

quaisquer, temos:

To + kim = x, + kam (mod m) < kym = kom (mod m)

& kym = kom =0 (mod m).
Portanto, segue que z, é a tnica solucao. O

Observagao 3.1.9. A congruéncia ax = 1 (mod m) possui solugdo se, e somente se,
mdc(a,m) = 1. Isso é imediato da Proposigao [3.1.3] Além disso, esta congruéncia li-
near admite uma tnica solugao, conforme o Corolario [3.1.8] a qual chamamos de inverso

multiplicativo médulo m.

Corolario 3.1.10. Sejam m > 1 um nimero inteiro e R um conjunto de residuos médulo
m. Se b € Z, entao a congruéncia rx = b (mod m) possui uma tnica solugdo em R para
todo r € R.

Demonstragio. A congruéncia rz = b (mod m) possui uma tunica solugdo médulo m
porque mdc(r,m) = 1 (uma vez que r € R) e 1|b. Qualquer solucao z, € Z é tal que

mdc(z,,m) = 1 e, com efeito, tem um tnico correspondente médulo m em R. O
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Proposicao 3.1.11. Toda congruéncia linear ax = b (mod m) que possui solucao é

equivalente a uma congruéncia do tipo x = ¢ (mod n).

Demonstragio. Seja x, uma solugdo da congruéncia axz = b (mod m). Entdo, sabemos
que mdc(a, m)‘b e, a partir disto, considerando d = mdc(a, m) temos que:

a :b( dm)
dl'_d mo d .

Vamos denotar § = a’, b—Ve % =mn. Assim ficamos com a seguinte expressao,

dx=b (modn).
Observe que mdc(a’,n) =1 (pois segue do Corolério [1.1.37)). Sendo assim,
r=a" (modn) < x =c (modn),

onde ¢ = a7 e a/~! é o inverso multiplicativo de a’ médulo n. Isto, portanto, finaliza a

demonstragao. O]

Exemplo 3.1.12. Seja a congruéncia linear 2x = 4 (mod 6). E claro que tal equacéo
possui solugdo, pois mdc(2,6) = 2 e 2|4. Se dividirmos a referida congruéncia linear
pelo mdc(2,6) = 2, obtemos uma outra equagao, a saber x = 2 (mod 3), equivalente a

principal.

Exemplo 3.1.13. Consideremos a congruéncia 2z = 5 (mod 15). Observe que mdc(2,15) =
1 e 1|5, logo esta congruéncia admite uma tnica solugdo médulo 15. Diante disso, pelo
item (ii) da Proposigao , a solucao desta congruéncia é solucao simultanea das se-
guintes congruéncias: 2z =5 = 2 (mod 3) e 2z = 5 = 0 (mod 5). Nao ¢ dificil ver
que, por inspe¢ao, x = 10 é solucao destas duas tltimas expressoes. Portanto, todas as

solugoes sao da forma = = 10 4 15¢ para algum ¢ inteiro.

Exibiremos a partir deste ponto uma pequena passagem sobre congruéncias line-
ares do tipo ax = y (mod m) em que x,y sdo as incognitas. Vamos mostrar que existe
relacao entre as solugoes da referida congruéncia com a seguinte equagao diofantina linear

de duas incognitas ax — y = mb.

Observe que a congruéncia linear ax = y (mod m) é equivalente a equagao diofan-
tina linear de trés incognitas ax —y — mz = 0. Fixando um valor inteiro qualquer b para
a incognita z, reduzimos a equacao diofantina linear em uma outra a duas incognitas, a
saber ax —y = mb, que possui solugdo uma vez que mdc(a, —1) = 1 e 1|mb. Diante disso,
resolvendo tal equacao obtemos a solugdo (x,,¥,) e, por sua vez, tal resultado é solugio

da congruéncia ax =y (mod m).

O proximo resultado ird garantir que existem solugdes nao triviais com valores

absolutos e pequenos para a congruéncia com duas incognitas.
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Teorema 3.1.14. Considere o nimero inteiro m > 1 nao sendo um quadrado e outro
nimero inteiro a cujo mdc(a,m) = 1. A congruéncia ax = y (mod m) possui solugao

(20, o) € Z* de forma que 0 < |z,| < v/m e 0 < |y,| < /m.

Demonstragio. Seja k € Z tal que k — 1 < /m < k. Observe que existe tal k porque m

nao ¢ um quadrado. Consideremos o seguinte conjunto
A={(u,v) €Z* 0<u<k N 0<t <k}

Atente que a quantidade de elementos deste conjunto serd k2, que é maior do que m
porque (k —1)* < (y/m)> = m < k?. A partir disso, como o ntimero de inteiros nao
congruentes entre si médulo m é no maximo m e temos k? pares ordenados (u,v) € A
que escritos da forma au — v nos fornecem k? nimeros inteiros, entao temos que existem

(ug,vg) € A com k = 1,2, diferentes, de modo que:
auy; — v1 = aug — ve (mod m) < a(u; — ug) = vy — vy (mod m).

Diante disso, se tivermos u; = ug, entao m|(vy—wvy), que sé pode acontecer quando vy = vs.
Por outro lado, se tivermos v; = vy, entdo m|(u; — ug) (pois mdc(a, m) = 1) e isto s6
ocorre quando u; = up. Como sabemos que (uy,vy) # (ug, v2), segue que a diferenga entre
as respectivas entradas é diferente de 0, isto é, x, = u; —uy # 0 e y, = v1 — vy # 0.
Inclusive, temos que |z,| = Ju; —us] < k=1 < ymely,| =|vy —wv <k—-1<m
(pois —k < u; —uy < k e —k < vy — vy < k). Portanto, (z,,¥,) ¢ solugdo da congruéncia

ax =y (mod m). O

Exemplo 3.1.15. Consideremos a equacao 2z = y (mod 5). Repare que 2 < VB < 3e,
realizando um comparativo com a demonstra¢ao do Teorema[3.1.14] temos k = 3. Logo, o
conjunto A = {(u,v) € Z* 0<u <3 A 0<t< 3} possui 9 elementos. Como o niimero
de inteiros incongruentes dois a dois médulo 5 é no maximo 5, vao existir, por exemplo,
os pares ordenados distintos (0,1) e (2,0) de forma que 2-0—1=2-2—0 (mod 5).
Reorganizando, obtemos 2(0 —2) = 1 — 0 (mod 5). Portanto, (—2,1) é solucdo da
congruéncia linear de duas incégnitas 2x = y (mod 5) cujo médulo de suas entradas sao

menores que V5.

3.2 Alguns Teoremas Classicos da Aritmética

Iremos realizar, nesta secao, uma discussao de trés teoremas importantes para o
desenvolvimento da Teoreia dos Numeros. Estes sao: Teorema de Euler, Teorema de

Wilson e Teorema Chinés dos Restos.

Cada um desses teoremas possuem suas peculiaridades e nos fornecem fortes rela-
¢oOes entre os niimeros inteiros envolvendo o conceito de congruéncias. Inclusive, é a partir
deles que conseguimos facilitar calculos extensos para chegar a solugao de determinados

problemas.
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3.2.1 Teorema de Euler

Leonhard Paul Euler (1707-1783) foi um matematico sui¢o que nasceu em Basiléia.
Ele foi o mais prolifico dos demais matematicos de sua época, pois produziu diversos

trabalhos e resultados em quase todas as areas da Matematica bem como na Fisica.
(BOYER; MERZBACH, 2012)), (HEFEZ, 2009) e (MOL 2013]).

Seu pai, Paul Euler, era um ministro protestante naquela época e, através dele,
Leonhard foi influenciado a estudar Teologia - estudo critico dos Deuses. Entretanto,
Johann Bernoulli (1667-1748) - outro matematico suico nascido em Basiléia e orientador
de Leonhard Euler - convenceu Paul Euler a deixar seu filho estudar Matematica, obtendo
sucesso. (BOYER; MERZBACH, 2012).

Nos ultimos anos de sua vida, periodo em que mais produziu trabalhos, Euler
passou quase totalmente cego, pois com o passar dos anos sua visdo com o olho direito foi
ficando debilitada e também desenvolveu catarata no olho esquerdo. Sua morte ocorreu

no dia 18 de setembro de 1783, quando ele tinha 76 anos de idade enquanto tomava ché na
companhia de seu neto. (BOYER; MERZBACH| 2012), (HEFEZ, |2009)) e (MOL; [2013)).

No que tangencia os trabalhos de Leonhard Euler na Matematica, podemos res-
saltar a relacao entre os poliedros convexos, a identidade de Euler e a reta de Euler.
Particularizando no ramo da Aritmética e Teoria dos Numeros, Leonhard Euler desen-
volveu uma funcao - chamada funcao phi de Euler - que nos proporciona conhecer a
quantidade de niimeros coprimos ao numero natural nao nulo m. A partir desta funcao

que ele estabeleceu o teorema que leva seu nome, o qual iremos apresentar e demonstrar.

Defini¢ao 3.2.1. Chamamos de sistema reduzido de residuos (ou restos) moédulo m o

conjunto de niimeros inteiros R = {ry, 79, ..., 7} tais que sdo cumpridas tais propriedades:

i) mdc(r;,m) =1, para todo i = 1,2, ...k;
ii) r; #r; (mod m) se i # j;
iii) Para cada n € Z tal que mdc(n,m) = 1, existe i tal que n = r; (mod m).

Observagio 3.2.2. E possivel obtermos um sistema reduzido de residuos médulo m a
partir de um sistema completo qualquer de residuos também modulo m. Para isto, basta

eliminar os elementos do sistema completo que nao sao coprimos com m.

Exemplo 3.2.3. Seja Q = {0,1,2,3,4,5,6,7} o sistema completo de residuos médulo
8. Se retirarmos deste conjunto os elementos 0,2, 4 e 6, obtemos um sistema reduzido de

residuos médulo 8, o qual denotamos por R = {1, 3,5, 7}.

Proposicao 3.2.4. Dados dois sistemas reduzidos de residuos médulo m, entdao ambos

tem o mesmo numero de elementos.
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Demonstragio. Consideremos R = {ry,rs, .7} ¢ S = {s1, S2, ..., 5} dois sistemas redu-
zidos de residuos médulo m. Dado s; € S, com 1 < ¢ < [, temos que mdc(s;,m) = 1.
Além disso, do fato de R ser um sistema reduzido de residuos médulo m, existe um tnico
j, com 1 < j <k, tal que s; = r; (mod m). Isto acaba definindo uma fungao « entre
esses sistemas. Por outro lado, existe uma funcao g de S em R do mesmo modo. Su-
ponhamos que f(s;) = ry, com 1 < t < k, entdo s; = ry (mod m). Disto conclui-se que
r; =1 (mod m) (pois s; = r; (mod m)). Isto s6 ocorre se j = t. Logo, veja que (3 é a
funcao inversa de « e, assim, « é bijetiva. Portanto, R e S possuem o mesmo nimero de

elementos. O

Vamos agora designar por ¢(m) o numero de elementos de um sistema reduzido
de residuos médulo m, com m > 1. A funcao ¢, quando aplicada em m, faz corresponder
a um numero natural entre 1 e m — 1 representando a quantidade de niimeros que sao
primos entre si com m. Além disso, ponhamos ¢(1) = 1. Isto nos define uma fungao
¢ : N* — N* chamada de Func¢ado ¢ de Euler.

Defini¢ao 3.2.5 (Funcao ¢ de Euler). Seja o ntimero natural m > 1. Representaremos
por ¢(m) a quantidade de niimeros naturais nao nulos menores que ou iguais a m — 1 que

sS40 coprimos com m.

Observacgao 3.2.6. Atente que a funcao ¢, quando aplicada no nimero natural m > 1,

nos fornece exatamente a quantidade de elementos que possui o conjunto abaixo.
A={aeN"; a<m A mdc(a,m)=1}.

Exemplo 3.2.7. Consideremos m = 2 e encontraremos ¢(2). Para isto, basta reparar
que o conjunto A = {a € N*; a <2 A mdc(a,2) =1 } = {1}. Portanto, ¢(2) = 1.

Exemplo 3.2.8. Seja m = 3. Vamos encontrar ¢(3) e, para isto, repare que o conjunto
A={aeN* a<3 A mdec(a,3) =1} ={1,2}. Portanto, ¢(3) = 2.

Exemplo 3.2.9. Consideremos m = 4 e encontraremos ¢(4). Para isto, note que o
conjunto A = {a € N*; a <4 A mdc(a,4) =1 } = {1,3}. Portanto, ¢(4) = 2.

Exemplo 3.2.10. Se m =5, temos A = {a € N*; a <5 A mdc(a,5) =1} =1{1,2,3,4}.
Portanto, ¢(5) = 4.

Exemplo 3.2.11. Seja m = 6. Vamos encontrar ¢(6) e, para isto, basta observar que o
conjunto A = {a € N*; a <6 A mdc(a,6) =1 } = {1,5}. Portanto, ¢(6) = 2.

Observando os cinco exemplos anteriores, podemos perceber que hé uma relagao
entre os nimeros primos com a Funcao ¢ de Euler. Isto é o que veremos na proposicao a

seguir.
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Proposicao 3.2.12. Seja o nimero natural m > 2. Entao ¢(m) = m — 1 se, e somente

se, m é um numero primo.

Demonstra¢io. Suponhamos que ¢(m) = m—1. Nesse sentido, hd m —1 niimeros naturais
que sao coprimos com m, com esses numeros entre 0 e m. Consideremos o conjunto
X = {1,2,...,m — 1}. Para mostrarmos que m é um ntimero primo, basta provarmos
que o conjunto X forma um sistema reduzido de residuos moédulo m. E imediato que
mdc(a,m) = 1 para todo a € X e que a; # a; (mod m) se i # j. Agora, para cada
nimero inteiro n tal que mdc(n,m) = 1, temos que, pela Divisdo Euclidiana, existem
Unicos numeros inteiros ¢, r tais que n = mq + r, com r € X. Disso, conclui-se que
n =1 (mod m). Logo, X é um sistema reduzido de residuos médulo m e, por conseguinte,
m ¢é primo. Por outro lado, se m é um ntmero primo, entao os primeiros m — 1 nimeros
naturais menores do que m serao coprimos com m, pois os Unicos divisores positivos de
m sao 1 e m; e, a respeito dos demais niimeros entre 0 e m, nao entrard m no conjunto
dos seus divisores porque m é o maior deles, nao podendo dividi-los. Logo, sobra o tinico

nimero natural que os divide comumente, o nimero 1. Portanto, ¢(m) = m — 1. O

No decorrer desta subse¢ao, vamos encontrar um algoritmo para calcular a ¢(m)

para qualquer ntimero inteiro m > 2.

Proposicao 3.2.13. Seja o nimero natural nao nulo n. Entao, se d € N*,

> o(d) =n.

din
Demonstragio. Seja o conjunto dos n primeiros nimeros naturais nao nulos, 1, = {1,2,...,n},
e d € N* tal que d|n. Definiremos o conjunto I; = {k € I,,; mdc(k,n) = d}. Observe que
dado outro nimero natural ¢ tal que ¢|n e ¢ # d, entdo teremos que I;N I, = (). Assim, a
uniao de todos os conjuntos I, sera exatamente I,,. Portanto,

n=#L, =S #I,

din

Por outro lado, os elementos de I; sdo multiplos de d da forma dk, com mdc (k, %) =1
e k < 7. Portanto, #1; = ¢ (%) Repare que quando d varia todos os divisores de n, a
razao entre n por d também varia por todos os divisores de n e, assim,
n
n:Z#Q:Z¢<):ZM®
dn din d dn

]

Exemplo 3.2.14. Seja o niimero natural 18. Note que os divisores positivos de 18 sao
os elementos do conjunto D(18) = {1,2,3,6,9, 18}, entdo

S o(d) = ¢(1) + 6(2) + ¢(3) + 6(6) + ¢(9) + (18) = 18.

d|18
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Proposicao 3.2.15. Dados o conjunto R = {ry, 7, ..., T¢(m) } um sistema reduzido de resi-
duos médulo m e a € Z cujo mdc(a, m) = 1. Entao, o conjunto R' = {ary, ars, ..., arsum }

é um sistema reduzido de residuos modulo m.

Demonstragio. Seja ar; € R, com 1 < i < ¢(m). Primeiramente, vamos mostrar que
mdc(ar;, m) = 1. De fato, se mdc(ar;,m) = d, entdo d|ar; e djm. Assim, existem ¢,t € Z

tais que ar; = dg e m = dt. Observe que

(ar))t = (dg)t < (ar;)t = (dt)q
& (ar)t = mg.

Ou seja, m|(ar;)t. Como mdc(a, m) = 1, entao m|r;t. Contudo, temos que mdec(r;, m) =1
(pois R é um sistema reduzido de residuos médulo m), logo m|t. Desta forma, m = dt =
d(mk), para k € Z. A partir disto, obtemos 1 = dk < d = k = 1. Mostraremos agora
que dados dois elementos de R’, estes serao congruentes so se forem iguais. Sejam ar; e

ar; em R', com 4,5 € {1,2,...,¢(m)}, entdo
ar; = ar; (mod m) < r; = r; (mod m).

Do fato de R ser um sistema reduzido de residuos médulo m, temos ¢ = j. Por tltimo,
suponhamos n um nimero inteiro tal que mdc(n,m) = 1. Repare que a congruéncia
linear ax = 1 (mod m) admite solugao (pois mdc(a, m) = 1|1), digamos o nimero inteiro
x,. Logo, ar, = 1 (mod m). Disto segue que, para y, € Z, axr, — my, = 1 e como
mdc(n,m) = 1, pelo Teorema , vao existir s,t € 7Z tais que ns + mt = 1 se, e
somente se, (nx,)s +m(x,t) = x,. Substituindo esta tltima igualdade em az, — my, = 1,
obtém-se (nz,)(as) + m(az,t —y,) = 1 e, pelo Teorema [1.1.36] segue mdc(nz,,m) = 1.
Logo, vai existir ¢, para algum i € {1,2,...,¢(m)}, tal que nz, = r; (mod m) (pois R é

um sistema reduzido de residuos médulo m). Sendo assim, atente que:

n = (azx,)n = a(z,n) = ar; (mod m).
Portanto, R' = {ary,ary, ..., argmm)} ¢ um sistema reduzido de residuos médulo m. O
Teorema 3.2.16 (Teorema de Euler). Sejam m,a € Z com m > 1 e mdc(a,m) = 1.

Entao, temos que a®™ =1 (mod m).

Demonstra¢io. Consideremos R = {r1, 72, ..., 73(m)} um sistema reduzido de residuos mé-
dulo m, entdo, pela Proposicao [3.2.15, R' = {ary,ars, ..., argmm)} ¢ um sistema reduzido

de residuos modulo m. Logo,
ariary...ar gm) = T1r2..Temm) (Mmod m) & a¢(m)rlr2...r¢(m) = 1179...Tgm) (Mod m)
& a®™ =1 (mod m),

uma vez que mdc(r;,m) = 1, para todo 1 < i < ¢(m), e assim mdc([Tr;,m) = 1. Isto

finaliza a demonstracao. O
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Exemplo 3.2.17. Consideremos os ntmeros inteiros 2 e 3. Repare que mdc(2,3) = 1
e assim, pelo Teorema [3.2.16, 2¢) = 1 (mod 3). Sabemos que ¢(3) = 2 (pelo Exemplo
3.2.8)), donde conclui-se que 4 = 1 (mod 3).

Corolario 3.2.18 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam a € Z e p um nitimero primo

tais que mdc(a,p) = 1. Tem-se que a?~* =1 (mod p).

Demonstragio. Basta notar que como p é um numero primo, ¢(p) = p — 1. Assim,
aplicando o Teorema [3.2.16] temos que a?~* =1 (mod p). ]

Afirmacgao 3.2.19. Sejam a,m,r € N, onde m > 1, r # 0 e mde(m,r) = 1. A sequéncia
a,a+r,a+2r,...,a+(n—1)r ndo possui dois termos que deixem o mesmo resto na divisao

por m.

Demonstra¢io. Suponhamos que, para k; e ks distintos e pertencentes a {0, 1,2, ...,n—1},
os termos a+k 7 e a+kor deixem restos iguais a [ na divisao por m. Logo, a+kir = mq,+1
e a+kor = mqy+1, onde q1, ¢2 € N. Subtraindo essas duas igualdades membro a membro,
obtemos (k; — ko)r = m(q1 — g2). Repare que m|[(k1 — k2)r], mas como mdc(m,r) = 1

segue que k; = ko (mod m), o que s6 é possivel se k; = k. ]

Proposicao 3.2.20. Sejam m e n nimeros naturais tais que mde(m,n) = 1. Entao

¢(mn) = ¢(m)o(n).

Demonstragio. Para o caso em que m = n = 1 é imediato, ja que ¢p(mn) =1=1-1=

d(m)p(n). J& o caso em que n = 1 temos as seguintes igualdades,

¢(m-1) = ¢(m)
= ¢(m)-
= ¢(m)o(n).
Analogamente, prova-se para o caso em que m = 1. Resta-nos provar o caso em que

m > 1 en > 1. Para isto, consideremos a seguinte tabela abaixo em que dispomos os

numeros naturais de 1 a mn.

1 2 k e n
n+1 n+2 n+k e 2n
(m—1n+1 (m—n+2 ... (m—1)n+k ... mn

Note que, pela Proposigao [1.1.31] mdec(gn + k,n) = mdc(n, k) e, assim, os nimeros
naturais da k-ésima coluna sao coprimos com n se, e somente se, k € um ntmero coprimo

com n. Logo, o nimero de naturais da primeira linha que sdo coprimos com n é ¢(n), ou
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seja, existem ¢(n) colunas cujos niimeros sao primos entre si com n. Por outro lado, para

cada k € {1,2,...,n}, consideremos a seguinte sequéncia:
k. k+mn,k+2n,...k+(m—1)n.

Pela Afirmagao [3.2.19] tal sequéncia ndo possuird dois termos distintos cujo resto da
divisdo por m seja igual. Sendo assim, teremos m restos distintos (que, quando reunidos,
formam o conjunto {0,1,2,...,m — 1}). Além disso, tem-se mdc(qn + k,m) = mdc(m,r),
onde r € {0,1,2,....,m — 1} é o resto da divisdao de um termo por m. Disto, temos
que o nimero de naturais que sdo coprimos com m ¢é igual ao ntimero de restos obtidos
pela divisao de seus termos por m e que sejam coprimos com m, que, por sua vez, €
igual a ¢(m). Logo, em cada uma das ¢(n) colunas (que possuem os nimeros naturais

coprimos com n) hé exatamente ¢(m) niimeros naturais primos entre si com m. Portanto,
¢(mn) = ¢(m)¢(n). U

Exemplo 3.2.21. Consideremos 235 e encontraremos ¢(235). Atente que 235 = 5 - 47
e, ainda, mdc(5,47) = 1. Sendo assim, ¢(235) = ¢(5)¢(47). Como 5 e 47 sdo nimeros
primos, sabemos que ¢(5) =4 e ¢(47) = 46. Portanto, ¢(235) =4 - 46 = 184.

Para o préximo resultado, precisamos compreender uma defini¢ao.

Definicao 3.2.22. Um ntumero inteiro é dito livre de quadrados quando a sua fatoracao

primaria conter apenas niimeros primos distintos.

Exemplo 3.2.23. Os ntimeros inteiros 12 e 375 ndo sao livre de quadrados, pois 12 = 22.3
(possui 2 fatores 2) e 375 = 3 - 5% (possui 3 fatores 5). J4 o nimero inteiro 6 é livre de

quadrados porque 6 = 2 - 3 (ndo possui fatores primos iguais).

Corolario 3.2.24. Seja m € Z livre de quadrados, com m > 1. Entao, para todo niimero

inteiro a e natural k, tem-se que a**™*! = a (mod m).

Demonstracio. Como m é um niimero inteiro livre de quadrados, entao podemos escrever

m = p1ps...py, onde py, P, ..., p, S840 nimeros primos distintos. Dai,

o(m) = o(pip2...pr)
= o(p1)9(p2)---0(pr)
= (p1—1)(p2—1)...(p, — 1).
Dai, pondo k; = k(p1 — 1)(pa — 1)...(p; — 1)(pix1 — 1)...(p, — 1), com 1 < i < r, temos,
para todo nuimero inteiro a, nimero natural k e 2, que:

qFem)+1 = gkilpi—1)+1 — (a(”i_l))ki a =a (mod p;),

onde na tultima congruéncia foi utilizado o Pequeno Teorema de Fermat [3.2.18 Como o
minimo multiplo comum entre py, pa, ..., p, é igual & p1ps...p, = m (pois todos sdo primos
distintos), segue do item (ii) da Proposicio [2.1.12| que a**™+! = q (mod m). O



Capitulo 3. Congruéncias Lineares 76

Afirmacgao 3.2.25. Sejam n um ntmero inteiro, £ um nimero natural e p um nimero

primo. Entdao mdc(n,p*) = 1 se, e somente se, p ndo divide n.

Demonstragio. Se mde(n,p*) = 1, entdo, pelo Teorema [1.1.36] existem z,y € Z tais que

nx + pfy = 1. Logo, p(p"~ly) = 1 — nx, ou seja, nx = 1 (mod p). Sendo assim, p { nz,

donde segue que p f n e p{ x. Por outro lado, se p 1 n, entdo nenhuma outra poténcia
de p ird dividir n. Sendo assim, o tnico divisor comum de n e p* serd 1. Portanto,
mdc(n, p*) = 1. O

Proposicao 3.2.26. Dados p um ntimero primo e um ntimero natural k, entao temos que
S(p*) =p* —p*t.

Demonstragio. Observe que existem exatamente p*~! niimeros naturais de 1 a p* que sdo

¥=1)p. Diante disso, retirando esses elementos, obtermos

k—1

divisiveis por p, a saber p, 2p, ..., (p

um subconjunto de {1,2, ..., p*} que contém precisamente p* — p*~! elementos que, por

sua vez, serdo coprimos com p* pela Afirmacdo [3.2.25, Portanto, ¢(p*) = p* —p*~t. O

Iremos agora mostrar o algoritmo para calcular a ¢(m) para qualquer m > 2.

Teorema 3.2.27. Considere o ntimero natural m > 1 e seja m = pi*p52...p,* a decom-

posi¢ao primaria de m. Entao,

wr-nfo-3)(-2)--2)

Demonstracao. Para provarmos esse teorema, utilizaremos indugao sobre k.

Base de indugdo: Para k = 1 é imediato uma vez que ¢(m) = ¢(pi*) e, pela

Proposicao [3.2.26] temos que ¢(pS") = p* — p$*~* donde segue que ¢(m) = m (1 — i).

P

Hipotese de indugao: Suponhamos que o teorema seja satisfeito para todo niimero

natural menor ou igual que k.

Tese: Provaremos a veracidade do teorema para o sucessor de k, ou seja, para k+1.

. , . . . ~ . 7. . (o3 ’
Seja o nimero inteiro m > 1 cujo sua fatoracdo priméria seja m = p7'py®...p* p,44t". Dal,

¢(m) = d(p1'p5> - it pit) = o0y P i )o(pit’)
Note que ¢(p{'ps?...pp%) = i ps2...pRk (1 — pi> (1 — p%) (1 — pi> e também temos que

1 k
Q1 opr1—1 Oy 1 1

<Z5(Pzi+11) = DPry1 — Pr+1 = Pr41 (1  Prt

1 1 1 1
m) = pMp. pfptittll— — ) (1——|...[1——=])[1-
¢(m) Py PPk Pr+1 ( p1> < p2> ( pk> < pk+1>
I (A I (R T
P1 D2 Pk Pr+1

Portanto, o teorema é valido para todo k € N. O

). Logo
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Exemplo 3.2.28. Seja o ntimero inteiro 504. Fatorando-o, obtemos 504 = 23 .32 . 7.
Assim, ¢(504) =504 (1 - 1) (1-3) (1 1) =144

3.2.2 Teorema de Wilson

John Wilson (1741-1793) foi um professor de matemética e juiz britdnico nascido
na Inglaterra. Ficou conhecido por um teorema que ¢é atribuido a ele, mas que foi publi-
cado primeiramente pelo seu professor de mateméatica Edward Waring (1736-1798). Nem
Wilson e muito menos Waring conseguiram provar tal resultado, porém Joshep-Louis
Lagrange (1736-1813), que foi um matematico francés (embora atualmente o local de

seu nascimento pertenca a Italia), foi o primeiro a demonstrar a reciproca do resultado.

(CAMPOS; AVILA] 2015).

O Teorema de Wilsom é um grande resultado para a matematica porque é mais um
teste de primalidade, isto é, fornece condigoes para sabermos se um determinado ntimero
inteiro positivo é ou nao primo. Embora seus calculos sejam extensos por envolver a nog¢ao
de fatorial (dizemos que o fatorial de um nimero inteiro positivo n, denotado por n!, é o
produto nos n primeiros niimeros inteiros positivos nao nulos), é uma técnica que merece

reconhecimento por, justamente, trazer os nimeros primos para a discussao.

Antes de enunciarmos e provarmos o Teorema de Wilson, iremos demonstrar uma
afirmacao que se fara ttil para concluirmos a veracidade do resultado atribuido a John
Wilson.

Afirmagao 3.2.29. Seja p um nimero primo. O niimero inteiro a é o seu proprio inverso

modulo p se, e somente se, a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p).

Demonstragio. Seja a € Z. Se este for seu préprio inverso médulo p, entdo a® = 1 (mod p).
Desta congruéncia, obtemos a expressao a? — 1 = pk, para algum k € Z. Atente que
a*>—1=(a—1)(a+ 1) = pk, ou seja, p|[(a —1)(a + 1)]. Como p é primo, decorre da
Proposi¢ao [1.2.7 que p|(a — 1) ou p|(a+1). Logo, a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p). Em
contrapartida, se a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p), temos que p|(a — 1) ou p|(a + 1),
isto é, p|(a® — 1). Portanto, a®> =1 (mod p). O

Teorema 3.2.30 (Teorema de Wilson). O ndmero inteiro p > 1 é primo se, e somente se
(p—1)!'=—1 (mod p).

Demonstracao. Suponhamos que p seja primo. Podemos supor que p > 5, pois para
p = 2 e p = 3 é satisfeito o resultado uma vez que (2 — 1)l = 1 = —1 (mod 2) e
(3—1)!=2=—1 (mod 3). Consideremos a seguinte congruéncia linear axz = 1 (mod p),
onde a € {1,2,...,p — 1}. Diante disso, a e p sdo coprimos, ou seja, mdc(a,p) = 1.

Pela Observacao[3.1.9|e Corolario |3.1.8] segue que a congruéncia linear admite uma tnica
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solugao. Digamos que b seja solucao da referida congruéncia, com 1 < b < p — 1. Entao,

ab =1 (mod p). Logo, a e b sao inversos modulo p e, pela Afirmagao |3.2.29, a = b se, e

somente se, a = 1 ou a = p— 1. Ja, referente aos demais nimeros, 2,3, ..., p — 2, podemos
p—3

agrupa-los em P7° pares (a,b) de forma que satisfacam ab = 1 (mod p). Multiplicando

todas essas congruéncias, temos que
2:3-..-(p—2)=1(modp)<=2-3-...-(p—2)-(p—1)=p—1 (mod p).

Repare que p — 1 = —1 (mod p) e, por transitividade, temos que (p — 1)! = —1 (mod p).
Reciprocamente, se (p — 1)! = —1 (mod p), entdo temos que p é primo porque, caso
contrario, p seria composto e teria um divisor d, com 1 < d < p. Assim, d < p — 1 donde
segue que d serd um dos fatores de (p—1)! e, portanto, d’(p— 1)!. Contudo, pela hipdtese,
p é divisor de (p— 1)+ 1 e 0 mesmo ocorre para d, o que s6 seria vidvel se d fosse divisor

de 1 (isto é d = 1) o que nao é o caso uma vez que d > 1. Portanto p é primo. ]

Exemplo 3.2.31. Consideremos p = 5, entdao (5 — 1)! = 4! = 24. Disto, note que
4!+ 1 = 25 é divisivel por 5 porque 5 - 5 = 25. Portanto, 5 é primo.

Exemplo 3.2.32. Seja p = 13, entdao (13 — 1)! = 12! = 479.001.600. A partir dai,
observe que 12! +1 = 479.001.601. Realizando a divisao deste niimero por 13, temos que
12!+ 1 = 13- 36.846.277. Portanto, 13 é primo.

3.2.3 Teorema Chinés dos Restos

O Teorema Chinés dos Restos teve origem nos problemas formulados pelos mate-
maticos chineses por volta de 287 d.C. com o objetivo de solucionar questdes envolvendo
a astronomia e os movimentos peridodicos do corpos celestes. Destacamos ainda que os

gregos também desenvolveram tal método simultaneamente com os chineses.

Teorema 3.2.33 (Teorema Chinés dos Restos). Se mdc(m;, m;) = 1 para todo par m;
e myj, com i # j, entdo o sistema x = ¢; (mod m;), com ¢ = 1,2, ..., k, possui uma unica

solucao médulo M = myms...my. As solugoes sao:
Ty = Mlylcl + ...+ Mkykck —+ tM,
onde t € Z, M; = X ¢ y; é solucao de My = 1 (mod m;).

m;

Demonstragio. Observe que m;|M;, se i # j, e My; = 1 (mod m;). Inclusive, atente que
M,y;c; = ¢; (mod m;) (basta multiplicar por ¢; a congruéncia M;y; = 1 (mod m;)). Diante

disso,

T, = Miyrcy + ... + Myypcr +tM = Myyicq + ... + Myyrer = Myyic; = ¢; (mod my).
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Contudo, se z!, é outra solucao do sistema, entao
z, = 2. (mod m;),Vi=1,2,... k.

Como mdc(m;, m;) = 1, para i # j, segue que mme(my, ma, ..., my) = mima...my, = M e,
portanto, pelo item (ii) da Proposigao [2.1.12] temos que z, = 2!, (mod M). ]

Exemplo 3.2.34. Vamos resolver um problema proposto por um matematico chinés
chamado Sun-Tsu. A questao é assim enunciada: Um niumero deiza resto 2, 3 e 2 quando
dividido por 3, 5 e 7, respectivamente. Que niumero é este? Reescrevendo em linguagem

matematica envolvendo congruéncias lineares, temos:

r = 2 (mod 3)
r = 3 (mod5)
r = 2 (modT).

Repare que M = 3-5-7 = 105 e assim M; = 35, My = 21 e M3 = 15. Resolvendo
separadamente as equagoes de congruéncias lineares 35y = 1 (mod 3), 21y = 1 (mod 5) e
15y = 1 (mod 7) obtemos as respectivas solugoes y; = 2, y2 = 1 e y3 = 1. Portanto, uma

solucao médulo 105:
T, = Myyicy + Maysco + Msyscs = 233.

Observe que 233 = 23 (mod 105) e, disto, segue que 23 é a solugdo do problema de

Sun-Tsu. As demais solugoes serdao dadas pela expressao 23 4+ 105¢, com t € Z.

Proposicao 3.2.35. Seja o sistema de congruéncias x = ¢; (mod m;), com i € {1,2}. Este
sistema possui solucao se, e somente se, ¢; = ¢; (mod M), com i # j e M = mdec(m;, m;).
Ademais, dado uma solu¢ao a do sistema, entdo um nimero b também sera solucao se, e

somente se, a = b (mod N), com N = mme(m;, m;).

Demonstragio. Consideremos o sistema de congruéncias = = ¢; (mod m;), com i € {1,2}.

Logo, existe y; € Z tal que m;y; = ¢; — x. Repare que m;y; — m;y;, com i # j, obtém-se:
miy; —myy; = (¢ —x) — (¢ — ) = ¢; — ¢j.

Se observarmos, chegamos a uma equagao diofantina linear m,;y; — m;y; = ¢; — ¢; que
admite solucdo se, e somente se, mdc(m;, m;) = M divide ¢; — ¢;. Portanto, temos a
relacdo ¢; = ¢; (mod M). Para mostrarmos a segunda afirmacao, consideremos a uma
solugao do sistema, isto é, a = ¢; (mod m;) para i € {1,2}. Mas se b é outra solu¢ao do
sistema, temos que b = ¢; (mod m;) e disso segue que a = b (mod m;). Pelo item (ii) da
Proposicao [2.1.12] concluimos que a = b (mod N), onde N = mmc(m;,m;) com i # j.
Reciprocamente, se a = b (mod N), entdao a = b = ¢; (mod m;) ja que a é solugdo do

sistema. n
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Exemplo 3.2.36. Consideremos o seguinte sistema de congruéncias lineares:

x 11 (mod 15)
x = 10 (mod 13).

Repare que 10 = 11 (mod 1), logo, pela Proposicao |3.2.35] tal sistema admite solugao.

As solugdes das congruéncias 13y = 1 (mod 15) e 15y = 1 (mod 13), separadamente

calculadas, sao iguais a 7. Logo, a solucao moédulo 195 ¢ dada por:
To=15-7-10+13-7-11 = 1050 + 1001 = 2051 = 101 (mod 195).

Portanto, x = 101 é uma solucao do sistema. As demais serao fornecidas por 101 + 195¢,

para t € Z.
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4 Congruéncias Quadraticas

Neste ultimo capitulo, discutiremos a cerca das congruéncias quadraticas da forma
z? = a (mod p), onde a, p € Z com p niimero primo tal que p { a. Diante destas estruturas,
podemos pensar em trés questionamentos basicos para iniciarmos nossos estudos - (1°)
Tais congruéncias sempre possuem solugao?; (2°) Como identificar quais admitem e quais
nao admitem solu¢ao?; e (3°) Como encontrar suas solugbes? Para elucidarmos estes
questionamentos, realizamos um estudo minucioso sobre o tema através das seguintes

literaturas: (DOMINGUES) [1991)), (GOMES; SILVA| 2018) e (SANTOS| 2020).

4.1 Congruéncias quadraticas

Sejam p > 2 um numero primo e ay,as, a3 € Z, onde a; nao é multiplo de p.

Chamamos de congruéncia quadratica toda equacao da forma a;y*+asy+as = 0 (mod p).

Estamos interessados em encontrar solugdes para ayy? + asy + az = 0 (mod p).

Entao, vamos manipular tal congruéncia (completar quadrado).

ay? +ayy +a3 =0 (mod p) & 4aly® + 4arasy + 4aras = 0 (mod p)

4a3y® + 4aragy + a3 — a3 + dajaz = 0 (mod p)
(2a1y + a2)* — a3 + daraz = 0 (mod p)

(2a1y + a2)2 = ag — 4ayaz (mod p)

2* = a (mod p),

(I

onde ¥ = 2a1y + as e a = a3 — 4ajaz.

Logo, se solucionarmos a equagio de congruéncia x? = a (mod p), entdo basta

encontrarmos a soluc¢do da congruéncia linear x, = 2a1y + as (mod p) (onde z, é um

2 _
2 =

nimero inteiro tal que 2 = a (mod p)) que obteremos a solugao da congruéncia quadratica

a1y? + agy + az = 0 (mod p).

4.1.1 Congruéncias quadréticas 22 = a (mod p)

Defini¢do 4.1.1. Sejam a e p nimeros inteiros tais que p é primo e mdc(a,p) = 1.
Diremos que a é um residuo quadrdtico médulo p se a congruéncia 2% = a (mod p) admitir
solugao. Caso contrario, diremos que a nao é um residuo quadratico médulo p, ou melhor,

a ¢ um residuo nao-quadratico modulo p.

Exemplo 4.1.2. Observe que 12 é um residuo quadratico moédulo 13, pois a equacao

2 = 12 (mod 13) tem, por exemplo, z = 5 como solugdo. Em contrapartida, 5 é



Capitulo 4. Congruéncias Quadrdticas 82

um residuo nao-quadratico médulo 13 porque ndo ha nenhum valor de x para que a
congruéncia 22 = 5 (mod 13) seja satisfeita, conforme veremos no Exemplo 4.1.13]

Observacao 4.1.3. Atente que 1 sempre serd um residuo quadratico médulo p, ja que

r=1ex=p— 1 satisfazem a equacio 2> = 1 (mod p).

Observagao 4.1.4. A congruéncia quadratica 2> = a (mod 2) sempre admite solucio.
De fato, basta notar que se a é par, entao x = 0 é uma solug¢do enquanto que se a for

impar, x = 1 sera solugao.

Diante desta tltima observacao, podemos analisar apenas as congruéncias quadra-

ticas %2 = a (mod p) em que p é um nimero primo fmpar.

A Definicao e o Exemplo ja respondem o primeiro dos trés questiona-

mentos que nos fizemos no inicio deste capitulo. Nem toda congruéncia quadratica da

forma 22 = a (mod p) admite solugdo. Seguiremos entdo para solucionar as outras duas
perguntas.
O primeiro resultado sobre congruéncias quadraticas da forma z? = a (mod p)

acaba nos fornecendo a quantidade de solucoes incongruentes. Segue abaixo seu enunciado

e demonstragao.

Teorema 4.1.5. Seja p um nimero primo impar tal que p ndo divida o nimero inteiro a.
A congruéncia ¥? = a (mod p), caso tenha solugio, tem duas, e somente duas, solucoes

incongruentes modulo p.

2 = a (mod p) admite solugio z,, entdo é claro que

Demonstracdo. Se a congruéncia x
—, também ¢é solucdo porque (—z,)? = z2. Agora queremos provar que T, € —I, S0
incongruentes médulo p. Para isto, vamos supor, por absurdo, que z, = —z, (mod p).
A partir disto, obtemos que 2z, = 0 (mod p) e, como p é impar e p t x,, concluimos
que 2z, # 0 (mod p). Disto segue que z, # —z, (mod p). Falta mostrarmos que
existem apenas duas solugoes incongruentes. Sendo assim, consideremos y uma solugao
da congruéncia z? = a (mod p), entdo y* = a (mod p). Assim, pelo item (i) da Proposigao
2.1.7 decorre que y?> — 22 = 0 (mod p) (pois p|(z2 — a)). Com isso, segue que p|(y> — z2),
isto é, p|[(y + x)(y — x,)]. Como p é um nimero primo, resulta da Proposi¢ao que
y = x, (mod p) ouy = —x, (mod p). O

Agora vamos considerar p um nimero primo fmpar e z € R = {1,2,....,p — 1}.

Definiremos ainda o seguinte conjunto:
S ={(z,p— ) € Z% 4 = (p— 2)? (mod p)}.

E fato que S # 0, pois basta notar que —k = p — k (mod p), com k € R, e aplicar a
Proposigao [2.1.10 para n = 2. Logo, o par (k,p — k) € S. Além do mais, notamos haver
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p — 1 elementos no conjunto S porque p é um ntmero primo impar fixo e x varia em
R. Atente ainda que o par (p — k,k) € S, ja que k* = (p — k)* (mod p) & (p— k)? =
k% (mod p). Isto acarreta que ha pares de elementos em S o qual nos fornecem congruéncias
iguais, a saber (k,p — k) e (p — k,k). Se retirarmos os pares que nos proporcionam
congruéncias iguais, teremos um conjunto S’ com metade dos elementos de S, ou seja,

2= (p—x)? (mod p). Ora,

S’ tem exatamente % pares da forma (z,p — x) tais que x
se S’ tem tal quantidade de elementos, é porque z € R = {1,2,..., %} Portanto,
ha % elementos em R que sao residuos quadraticos médulo p e % que sao residuos

nao-quadraticos modulo p.

Esse raciocinio demonstra o seguinte teorema abaixo.

Teorema 4.1.6. Seja p um nimero inteiro maior do que 2 e primo. Dentre os elementos

. o . p_l / R p_l ~ ~
do conjunto R = {1,2,...,p — 1}, existem P5= residuos quadraticos e %= que nao sao.

O Teorema nos traduz que a quantidade de residuos quadraticos e nao-

quadréticos dentro de R = {1,2,...,p — 1} sdo iguais a %.

Exemplo 4.1.7. Consideremos p =7 e R = {1,2,3,4,5,6}. Perceba que 22 = 1 (mod 7),
2?2 = 2 (mod 7) e 2> = 4 (mod T) possuem solucio igual a 1, —3 e 5, respectivamente.
Entao, pelo Teorema tem-se a insolubilidade de 22 = 3 (mod 7), x> =5 (mod 7) e
22 =6 (mod 7).

A préxima proposicao é interessante, pois nos caracteriza quando uma congruéncia

2 =

da forma x (mod p) terd ou nao solugao e, inclusive, nos fornece a sua solucao.

Proposigao 4.1.8. Seja p um ntimero inteiro primo {mpar. A congruéncia z? = —1 (mod p)
tem solucao se, e somente se, p = 1 (mod 4).
Demonstracio. Segue abaixo a prova deste resultado.

(=) Consideremos z,, solugao da congruéncia = = —1 (mod p), ou melhor di-

zendo, 2 = —1 (mod p). Aplicando a Proposicio [2.1.10{ para n = %, obtemos:

1

(2)"7 = (~1)"T (mod p),

Logo, segue que (—1)17771 =1 (mod p). Ora, (—1)% =+41le—1%#1 (mod p), acarretando

(—1)172;1 = 1. Consequentemente, % é par, ou seja, é da forma 2k, com k£ € N. Assim,

p — 1 =4k e, portanto, p = 1 (mod 4).
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(«<=) Consideremos p um primo impar e p = 1 (mod 4). Pelo Teorema de Wilson

3.2.30, temos (p — 1)! = —1 (mod p). Reescrevendo, obtém-se:

—1 1
1.2.3...292.p;...(p_g).(p_l)z—l (mod p).
Ja sabemos que —k = (p — k) (mod p), para todo k € {1,2,...,%}. Logo,
-1 -1
1.2.3...])2.<_p2)...(_2).(_1) = —1 (mod p)

(—1)% . [(p;l)r = 1 (mod p).

Como p = 4k + 1 (pois p = 1 (mod 4)), com k € N, resulta em 2% ser par. Portanto,

[(p;l>']2 = —1 (mod p).

Observacgao 4.1.9. O ntimero (%)! é solugio para toda congruéncia x> = —1 (mod p),

]

para algum ntimero primo p impar tal que p =1 (mod 4).

Exemplo 4.1.10. Seja o nimero primo 29. Repare que 29 = 1 (mod 4), logo 2* =

—1 (mod 29) admite solu¢do. Uma das solugdes é (%)! = 14!. Observe que:

14!=14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2=4-11-24 = 12 (mod 29).

Ja a proxima solucao incongruente sera dada por 29 — 12 = 17.

Um resultado estabelecido por Euler e importantissimo para a Teoria de Con-

gruéncias Quadréticas da forma z? = a (mod p) é o conhecido como Lema de Euler. Esta

afirmagdo nos garante uma técnica para sabermos quando z? = a (mod p) terd solugdo
para qualquer ntimero a inteiro coprimo com p. Abaixo seguem o enunciado e a prova

deste significante resultado.

Lema 4.1.11 (Lema de Euler). Sejam p um niimero primo impar e ¢ um niimero inteiro

nao divisivel por p. Entao:

i) a2 = =1 (mod p);

ii) a2 =1 (mod p) se, e somente se, 2> = a (mod p) tem solucio.

Demonstracao. Segue abaixo a prova dos respectivos itens.

i) Atente que, pelo Corolério 3.2.18]

(a%)Q =a’' = 1 (modp)

(a%l)2 -1 0 (mod p)
: 0 (mod p).

/N
IS
S
o]
—
_|_
—_
N—
/N
IS
]
o]
|
—_
N—
Il
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Portanto, p‘ (apT_1 + 1) ou p‘ (a% — 1), isto é,

s

p—

az =—1 (mod p) ou T =1 (mod p).

ii) Suponhamos, por absurdo, que 2 = a (mod p) nao admita solucdo. A partir da
Proposicao [3.1.3| e do Corolario [3.1.8], decorre que a equacao de congruéncia linear
bx = a (mod p), com b € {1,2,...,p — 1}, possui exatamente uma tnica solucao
ce{1,2,...,p—1}, pois mdec(b,p) = 1. Como a é um residuo nao-quadratico médulo
p, ¢ claro que b # ¢ (caso b = ¢, a equagdo z*> = a (mod p) admite x = b como
solugao - contrariando nossa hip6tese). Vamos reescrever o conjunto {1,2,...,p— 1}

CcOomao:

{1727 LY Zine 1} = {b17617b27c27 "'76%76%}7

tal que b;c; = a (mod p), para todo i € {1,2, ey %} Pelo Teorema de Wilson

3.2.30, obtemos:

-1 = (p-D=p-1)-(p-2)---2-1 (mod p)
-1 = (bp%lcqu) : (bp%scp%s) -+ (baea) - (brcr) (mod p)

a-a--a=a7T (mod p).

|
—_
i

Reciprocamente, se a equacio x°> = a (mod p) admite solugdo, entdo existe z, € Z

tal que pfx, e 2 = a (mod p). Assim,

-

p—

az =2 =1 (mod p),

onde usamos a Proposicao [2.1.10} para %, e o Pequeno Teorema de Fermat |3.2.18|
L]

Comentario 4.1.12. A partir do Lema de Euler segue imediatamente que a
condigdo necesséria e suficiente para que a congruéncia quadrética z? = a (mod p) nao

admita solucio é "z = —1 (mod p).

O Lema de Euler acabou respondendo definitivamente nosso segundo ques-
tionamento feito no inicio deste capitulo (Como identificar se 2> = a (mod p) admite
ou nao solu¢ao?). Resta-nos verificar maneiras de encontrar uma solugdo. Antes disto,

vamos ver alguns exemplos da aplicabilidade do referido lema.
Exemplo 4.1.13. A congruéncia quadritica 2

13—-1
2

= 5 (mod 13) nao admite solugao. De

fato, observe que = 6 e, assim,
59 = (5%)* =12° = (—-1)* = —1 (mod 13).

Portanto, pelo Comentdrio [4.1.12] 22 = 5 (mod 13) nao possui solugao.
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Exemplo 4.1.14. Considere a congruéncia quadratica =2 = 8 (mod 17). Verificaremos

se tal congruéncia possui ou nao solucao. Repare que % = 8 e, assim,

8% =8%.8%.82.82=132.13=16-16= (—1)- (—1) = 1 (mod 17).

Portanto, pelo Lema de Euler [4.1.11] a congruéncia 2> = 8 (mod 17) admite soluciao. Por
inspecao, descobre-se que x = 5 é uma solugao e, entdao, 17 — 5 = 12 é a outra solugao

incongruente.

2 —

Exemplo 4.1.15. Analisaremos se a congruéncia x (mod 7) admite solugao. Note

que % = 3 e, dali,

43 =64=1 (mod 7).
Por conseguinte, segue do Lema de Euler|4.1.11|que a congruéncia admite solucao, a saber
r=2ex=7—2=05.

Exemplo 4.1.16. Consideremos a congruéncia x>

17—-1
2

5% =52.52.52.52=82.82=132 =16 = —1 (mod 17).

5 (mod 17). Iremos verificar a

existéncia ou inexisténcia de solucao. Repare que = 8 e, assim,

Portanto, pelo Comentdrio [4.1.12| a congruéncia x? = 8 (mod 17) nao admite solugao.

Exemplo 4.1.17. Verificaremos se hé solugao para a congruéncia 2 = 2 (mod 5). Ob-

serve que 251 = 2 e com isso,
22 =4=—1 (mod 5).

Dessa forma, x? = 2 (mod 5) nao admite solucao.

4.1.2 Simbolo de Legendre

Adrien Marie Legendre (1752-1833) foi um matemédtico que nasceu na Franca.

Dentre todas as suas contribui¢oes matematicas, ele mais admirava aqueles trabalhos

referentes a Integrais Elipticas e Teoria dos Numeros. (BOYER; MERZBACH, [2012)).

Nesta subsec¢ao, abordaremos um dos trabalhos realizados por Legendre no ramo
da Teoria dos Numeros, mais especificamente, o Simbolo de Legendre. Este importante
conceito matematico nos fornece informacoes valiosas sobre a existéncia ou inexisténcia
de solugdes para congruéncais quadraticas do tipo 2 = a (mod p), com p um niimero

primo impar, por meio de resultados praticos e uma notacao mais simples e sofisticada.

Definicao 4.1.18. Sejam a e p nimeros inteiros, com p primo impar e a nao divisivel

por p. Definimos o Simbolo de Legendre por:

p

(a) 1, se a é um residuo quadratico médulo p

—1, se a nao é um residuo quadratico médulo p
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Exemplo 4.1.19. Nos Exemplos|4.1.14]e|4.1.15| vimos que 8 e 4 sdo residuos quadraticos

moédulo 17 e 7, respectivamente. Assim, temos que:

(- ()1

Exemplo 4.1.20. Nos Exemplos [4.1.16| e [4.1.17, vimos que 5 e 2 nao sao residuos qua-

draticos médulo 17 e 5. Sendo assim, temos que:

5 2
17 5
Observagao 4.1.21. O Simbolo de Legendre é uma funcao. Ela esta definida como:

f:(Z—-pz)xP — {-1,1}

(a,p) (Z) ,

onde pZ e P’ sdo os conjuntos dos multiplos de p e dos nimeros primos impares, respec-

tivamente.

Teorema 4.1.22 (Critério de Euler). Sejam p um nimero primo impar e ¢ um nimero

inteiro nao divisivel por p. Entao,

(a) =a" (mod p).

p

Demonstracao. Imediato do Lema de Euler 4.1.11} O

Comentario 4.1.23. O Critério de Euler 4.1.22] nos traduz que a condi¢do necessaria e

suficiente para que a seja um residuo quadratico médulo p é (%) = 1. Inclusive, temos

que se (%) = —1, entao a é um residuo nao-quadratico modulo p e vice-versa.

Proposigao 4.1.24. Sejam a, b, p niimeros inteiros, com p primo impar e a, b nao divisiveis

por p. Entao:

0 <_1> 1, sep=1 (mod4)
i) [ — ;
—1, sep=3(mod4)

iii) Se a = b (mod p), entao (a) = <b>;
b

IERCRO N
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Demonstracao. Segue abaixo as demonstragao de cada item.

i) Pelo Critério de Euler |4.1.22] (‘71) = (—1)% (mod p). Repare que (%) =+le
(—1)% = 4+1. Como p é um primo impar, nao é possivel que 1 = —1 (mod p) e
assim tem-se igualdade (_71) = (—1)pT_1.

ii) Pelo fato de p ser um ndimero primo impar, entdao temos duas possibilidades de
escrevé-lo quando dividido por 4; a saber p = 4ky + 1 ou p = 4k, + 3, para algum
ki,ke € 7Z. No primeiro caso, tem-se p = 1 (mod 4) e, pela Proposigao m,
2> = —1 (mod p) admite solu¢do. Logo, (_71) = 1. No segundo caso, tem-se
p = 3 (mod 4), ou melhor, p — 1 = 2 (mod 4). Entdo, existe y € Z tal que
p—1=2(2y+1). Sendo assim, 251 = 2y + 1, ou seja, ¢ um niimero impar. Logo,

0% =1 3).

iii) Se a = b (mod p), entdo, pela Proposicao [2.1.10] T = b (mod p). Pelo

Critério de Euler 4.1.22] decorre (%) =a'7 (mod p) e (%) =T (mod p), ou seja,
(%) = (%) (mod p). Como (%) = +1, (%) = 41 e p é primo impar; implica na
a b

igualdade (5) = (};).

iv) Basta observar, pelo Critério de Euler [4.1.22 que:

()= o0 =3 ) i

Como (%’) = =1, <%) = =+1, (%) = #£1 e p é primo impar, tem-se a igualdade

p r) \p)
v) Basta reparar que 2 = a? (mod p) sempre admite z = a como solugao, logo
- :

Comentario 4.1.25. Se a ¢ um nuimero inteiro nao divisivel pelo niimero primo impar p e
sua fatoragao primaria é a = £2%p{*p5? - - - pi*, com py, pa, ..., pr, NUMeros primos impares

distintos e g, a1, g, ..., ap nimeros naturais. Entao, decorre do item (iv) da Proposi¢ao

g

Podemos eliminar, caso haja, todos os expoentes pares (pois todos serdo iguais a 1 por

conta do item (v) da Proposigao [4.1.24). Logo, para conhecer (%), basta conhecer (%)

e, para os termos cujo o expoente nao ¢ par, (2) e (%), para todo p; nimero primo impar

p
diferente de p, onde i € {1,2,...,k}.

Ja conhecemos (%) Vamos, a partir de agora, buscar resultados que nos fornecam

informagoes sobre (%) e (%) para todo ¢ primo impar diferente de p.
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Mostraremos duas afirmacgoes que se fardo necessarias para comecarmos a entender

o Simbolo de Legendre (f)

2

P

Afirmacgao 4.1.26. Sejam p um ntmero primo impar e k£ um nimero natural. Entao,
i) Se k é par, entdao k = k(—1)*(mod p);
ii) Se k é fmpar, entdo p — k = k(—1)* (mod p);

Demonstracao. Segue abaixo a demonstracao de cada um dos itens.
i) Veja que k — k é um miiltiplo de p. Além disso, k — k(—1)* continua sendo multiplo

de p uma vez que (—1)* = 1 por k ser par. Portanto, segue que k = k(—1)* (mod p).

ii) Veja que (p — k) + k é um multiplo de p. Além disso, (p — k) — k(—1)* continua

k

sendo multiplo de p uma vez que (—1)" = —1 por k ser impar. Portanto, segue que

p—k=k(=1)* (mod p). O

Afirmacao 4.1.27. Seja p um nimero primo impar. Entao:

i) Sep=1 (mod 8) ou p =7 (mod 8), entao

é par;

ii) Se p=3 (mod 8) ou p=5 (mod 8), entdo £1 é fmpar.
Demonstracdo. Segue abaixo a demonstracao dos respectivos itens.

i) Basta reparar que p = 8k; + 1 ou p = 8ky + 7, para algum ki, ky € Z. Além disso,

p—1 (p+1L)(p-1)

8 8
(1° caso) Quando p = 8k; + 1, tem-se:

(p+1D(p—1)  (8ki +2)(8k1)
- _ ; — 2% (4k1 + 1).

(2° caso) Quando p = 8ky + 7, tem-se:

(p+1)(p—-1) (8ky + 8)(8ky + 6)
8 8
= (ka+ 1)(8ks + 6)

= 9(ky + 1)(4ks + 3).

2_ ’
Portanto, % é par.
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ii) Basta reparar que p = 8ky + 3 ou p = 8ky + 5, para algum ki, ky € Z. Além disso,

pP-1_ (p+1){p-1)

8 8

(1° caso) Quando p = 8k; + 3, tem-se:

(p+1)p—1) _ (8k +4)(8k +2)
8 8
64k} + 48k + 8
B 8

= 8k + 6k, +1=2(4k? + 3k) + 1.

(2° caso) Quando p = 8ky + 5, tem-se:

P+1p—1) _ Bk +06)(8ky+4)
8 8
_ 64k3 + 80k, + 24
B 8

= 8k 4+ 10ky + 3 = 2(4ky + 5ko + 1) +

2_ ’ s
Portanto, % é impar.

]

Agora podemos provar um resultado que mostra quando 2 é ou nao um residuo

quadratico moédulo p, com p um nimero primo impar.

Teorema 4.1.28. Para p um niimero primo impar, temos:

(2) 1, sep=1(mod8) oup=7T (mod38)
p —1, sep=3(mod8) oup= 5 (mod 8)

2

Demonstragio. Pelo Critério de Euler [4.1.22 temos (5) = 2% (mod p). Consideremos

as seguintes 21 congruéncias abaixo (que existem por conta da Afirmacao 4.1.26)).

2

i~
I
—_
I
—_
I
—_
3
S
SH
3

3

|
=~ W
Il
=~ W
T T
N
— N ~—
- W
/é\/é\/-\/-\
[SE e
ST SH
SRS
~— N ~ =

DO
Il
DO
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Caso contrario, se % é fmpar, entao

—1 —1 p—1
kE=p-— P — L(—l)T (mod p).

Observe que o lado esquerdo das Congruéncias de (4.1)) até (4.5)) sdo todos pares. Se

multiplicarmos essas p%l congruéncias membro a membro, teremos:

2-4---(p=3)-(p—1) = (_1)1+2+3+“'+pz;1 (p; 1)! (mod p). (4.6)

Afirmacao X: O produto dos primeiros % numeros naturais pares nao nulos, onde

p—1 _
, . ’ ) \ - (p 1
p (S prlmo lmpar, € lgual a 2 2 (T)'

De fato, basta observar que 2-4---(p—3)-(p—1) = 2-4-~-2(@) -2(%).

Portanto,
2_4.“2(]9—3> 2(1)—1) _ o (p_1>!_
2 2 2

Afirmacao Y: A soma dos % primeiros nimeros naturais nao nulos, onde p ¢é

. , , . < p2—
primo impar, € igual a Z’Tl.

De fato, basta observar que:

221 elementos.

p—3 p—1 244+ +(p-3)+(p—1)
2 2 2

=1 elementos.

p+D)+@P+D+--+p@+)+(+1)
2

T p+1)

Pelas afirmagoes X e Y, a Congruéncia (4.6)) fica escrita como:
92t (pg 1)! (—1)% (pg 1)! (mod p).

Como mdc ((E)!,p) = 1, segue pelo item (iv) da Proposigao 2.1.7| que

21

(~1)"%" (mod p).

[\
.
I

Assim, pela transitividade das congruéncia, tem-se que

(2) = 0% (noa )

p
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Como ambos os membros desta congruéncia assumem valores 1 ou —1 e sabemos

que 1 #Z —1 (mod p) (pois p primo impar), decorre a igualdade abaixo.

A partir dai, do item (i) da Afirmacao m temos que p ¢ par quando ocorre

de p=1 (mod 8) ou p =7 (mod 8). Do item (ii) da Afirmacao 4.1.27, temos que pT é

fmpar quando ocorre de p = 3 (mod 8) ou p =5 (mod 8). Portanto,

<2> ] 1, sep=1(mod8)oup=7(mod3)
p —1, sep=3(mod8)oup= 5(m0d8).

]

Exemplo 4.1.29. Vamos verificar se 2 é um residuo quadratico médulo 41. Repare que

41 = 1 (mod 8) e, entdo, pelo Teorema |4.1.28 (%) = 1. Consequentemente, 2 é um

residuo quadratico moédulo 41.

Exemplo 4.1.30. Verificaremos se 2% = 2 (mod 101) admite solucdo. Atente que 101 =

5 (mod 8) e, entdo, pelo Teorema |4.1.28| (1 1) —1. Consequentemente, 2 é um residuo

nao-quadratico modulo 101.

4.2 Lei da Reciprocidade Quadratica Gaussiana

Iremos agora em busca de compreender o Simbolo de Legendre (%), para g e p

nimeros primos mpares distintos. Ressaltamos que o resultado principal que nos for-
necerd o método de calcular tal Simbolo de Legendre é chamado Lei da Reciprocidade

Quadratica de Gauss.

Existem muitas demonstracoes para essa lei e s6 8 sao de autoria do proprio Gauss.
Mencionamos também que tal relacao ja era de conhecimento dos matematicos Euler e
Legendre. (SANTOS, 2020).

Lema 4.2.1 (Lema de Gauss). Sejam p um nimero primo impar e ¢ um nimero inteiro

nao divisivel por p. Consideremos os menores residuos positivos dos ntimeros inteiros

p—1
2

a,2a,3a, ..., a.

Se [ for o niimero destes residuos que sao maiores do que %, entdo,
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Demonstragio. Como p 1 a, segue que nenhum miltiplo da forma ia, com 1 < i <p—1,
sera divisivel por p. De fato, se ia fosse divisivel por p, entdo existiria um nimero inteiro
q tal que ia = gp. Além disso, mdc(i, p) = 1 porque i ndo é miltiplo de p (pois 0 < i < p).
Logo, pela Proposicao , pla contrariando nossa hipdtese.

A partir disso, aplicando a Divisdao Euclidiana de cada um dos elementos
do conjunto A = {a, 2a, ..., %a} por p, existiram g¢;,r; € Z tais que:

-1
ja=pg; +rjcom1<r, <P—1ej€{1a2»---va}'

Entao o conjunto dos restos destas divisdes serd R = {ry,rs,...,7p-1 }. Tomamos
2

mi, Mg, ..., My, Nlimeros de R que sdo menores do que £, e ny,ny, ..., n;, nimeros de R

maiores do que %; onde k + 1 = %. Estes nimeros existem! De fato, basta observar
que 1 <r; <foul <r; <p—1(pois1 <r; <p—1). Assim, obtém-se R =

{ry,ra, ...,TPT—I} = {my,ma, ..., mg, N1, No, ..., Ny }.

Consideremos, a partir de agora, o seguinte conjunto:
S ={my,mg,....mg,p—ny,p—ng,....,p — Ny}

Temos 1 < m, (porque isto ocorre com os r%s) e p —n; < & (pois ny > £), com
u€{l,2,....,k} et €{1,2,...,1}. Como os 7}s sdo todos distintos, temos que m;,s também

0 880, assim como os numeros p — ny.
Afirmacgao: m, # p — ny, para todo u € {1,2,....,k} et € {1,2,...,1}.

Suponhamos por absurdo que m, = p — n;. Assim, m, + n; = p e ainda, pela

Observacao [2.1.32, existem ji,jo € {1,2,...,%} tais que j1a = m, (mod p) e joa =

ny (mod p). Donde decorre a congruéncia abaixo:
p=my +n = (j1 + j2)a (mod p),com 1 < ji + jo < p — 1,
o que é um absurdo!

Diante disto, concluimos S = {1, 2,y %} e,

<P;1)! = mumg - my(p —n1)(p—n2) - (p—m)

= mimg---MmENiNg - - nl(—l)l (mod p),

pois p — ny = —ny (mod p). Além do mais, myms -+ myning -+ -ng = rire -+ - rp-1. Donde
2
segue,
1 !
mimsg - -mgning - -ny(—1)" = rrg---rp-1(—1)" (mod p)
2

a-2a---p_1a-(—1)l = (p_1>!-ap21-(—1)l (mod p).
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Portanto,
P= () ey
—)l=(—)a? - (-1 :
(%5 )% - (<1)! (mod p)

Repare que mdc ((p%l)!, p) = 1 e, consequentemente,
l=d"7 - (=1)" (mod p) < T =abt (—=1)" (mod p)

p—1

& a2z = (-1)=1-(-1) (mod p),

v ‘

onde esta sublinhado foi utilizado o Pequeno Teorema de Fermat [3.2.18|

Por fim, pelo Critério de Euler [1.1.22] possuimos a seguinte congruéncia,

(a) = a7 (mod p).

p

Pela transitividade da relacao de congruéncia, decorre

(2) = (-0 ot

p

Como p é um nimero primo impar, (%) = 41 e (—1)! = £1; obtém-se que
(3) = (=" 0
Exemplo 4.2.2. Consideremos o niimero primo 7 e o nimero inteiro 18. E claro que
74 18. Além disso, sejam 18, 2- 18 e 3 - 18. Note que
18 = 7-244;
218 = 7-5+1;
3-18 = 7-7+5.

Temos dois restos, e apenas dois, que sdo maiores do que . Portanto, pelo Lema de

Gauss [1.2.1] 2
(5)=cores

Sendo assim, a congruéncia 2> = 18 = 4 (mod 7) admite solugio.

Agora iremos definir um conceito importante para podermos demonstrar o proximo

lema e a propria Lei da Reciprocidade Quadratica Gaussiana.

Definicao 4.2.3. O "maior inteiro" é uma fungao que associa a cada nimero real z ao

maior nimero inteiro menor do que ou igual a x. Denotamos por [z ].

Observacgao 4.2.4. A funcao do "maior inteiro" é chamada de fungao chao ou funcao

piso.
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Exemplo 4.2.5. O maior inteiro menor do que ou igual a 7 é |7] = 7.

Exemplo 4.2.6. O maior inteiro menor do que ou igual a % é EJ =1

Exemplo 4.2.7. O maior inteiro menor do que ou igual & —7 é |—7| = —4.

Exemplo 4.2.8. O maior inteiro menor do que ou igual & —v/5 é {—\/EJ = 3.

Lema 4.2.9. Se a e p sdo ntimeros inteiros impares, com p primo e a nao-divisivel por p,

entao,
a
- =(-1)M,
(3) -
p—1 .
onde M =) VGJ
j=1LP

Demonstragdo. Aplicando a Divisao Euclidiana [1.1.13] de cada um dos elementos do con-

junto A = {a, 2a, ..., %a} por p, existiram ¢;,r; € Z tais que:

—1
ja =pg; +1r;,com 0 < r; <pej6{1,2,...,p2}. (4.7)

Dividindo a igualdade e a desigualdade por p, tem-se
; , : —1
9 Iqj—l—r—j,como < i <leje {1,2,...,p}.
p p p 2

Repare que {%J = ¢;. Assim, podemos reescrever as Equacoes 1) como:

] —1
ja:pV;J +7"j,com0<7“j<pej€{1,2,...,p2}. (4.8)
Por outro lado, pelo Lema de Gauss |4.2.1} (%) = (=1)!, onde [ é o ntmero de
residuos maiores do que £. Mostraremos que (% = (=1)! = (=)™ mas, para isto,

devemos provar que | = M (mod 2), isto é, | e M possuem a mesma paridade (ambos sao

pares ou ambos sao impares).

Somando as Equagoes de (4.8]),obtemos

SRS LTS o
j=1 =1 LP )

que equivale a

p—

N P : !
ay j=p) {J + Y ma+ Y n, (4.9)
j=1 j=1LP u=1 t=1
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pois, como vimos na demonstracdo do Lema de Gauss L R = {ry,r,...,Tp1} =
2
{my,ma, ..., mg, N1, Na, ...,y }, onde my, My, ..., my, € Ny, Na, ..., ny $20 os residuos modulo p

menores e maiores do que g, respectivamente.

A partir da Igualdade (4.9)),

hd\
[
.U\
[

IS
N
<

I

3
[+
\E

Z Z — g + 20y — p)

t=1

<
|
MR
NS,
o
=
T
L

I
3

INgE

=

k ! ! !
+Zmu+2(p—nt)+22nt—p21
= =1

p—1
2 ja k l l
= Py || om0 me) +2) e —Ip. (4.10)

Também vimos na demonstracao do Lema de Gauss{4.2.1|que S = {mq, mo, ..., my, p—

Ny, P —Ngy .oy D — Ny} = {1,2, s %} Logo, a Igualdade (4.10) fica

zg _ z{ J+zj+zznt

Logo,

p—1 —1

S

p) p) ja l
(a—1)> 7 = »p L?J_l +2) ny.
t=1

J=1 Jj=1

Atente que a — 1 é par (pois a é impar) e p é impar, o que podemos concluir

0 = (a—l)ij(mod?)

ot B - l
=p —| =1 +2>_ n (mod 2)
j=1 L P ] t=1
- :
=L
= TU 0] (mod 2). (4.11)
j=11L p _

Como mdc(p,2) =1e 0= p-0, podemos eliminar p da Igualdade (4.11)), isto é,

0=> {‘MJ — 1 (mod 2).
j=1LP
donde
=M (mod 2).

Isto conclui a demonstragao! O]
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Finalmente estamos prontos para enunciar e demonstrar a Lei da Reciprocidade

Quadratica Gaussiana.

A prova que forneceremos aqui é devido ao matematico Eisenstein (1823-1852) e

nela ha elementos geométricos que facilitam nossa compreensao. (SANTOS| 2020)).

Teorema 4.2.10 (Lei da Reciprocidade Quadratica Gaussiana). Sejam ¢ e p nimeros

inteiros primos distintos. Entao vale que

(-

Demonstragio. Consideremos o retdngulo ABC'D determinado pelos vértices A(0,0),
B (g, O), C (g, %) eD (0, %), conforme na Figura @

q 'D C’
2
qg—1
2
3
2
1
Ae B
0 1 2 3 4 5] 6 i o] p—1 P
2

Figura 9 — Retangulo de comprimento £ e largura 1.

Marcamos agora os pontos internos a este retangulo que pertencem ao produto
cartesiano X x Y, onde X = {1,2,..., %} eY = {1,2, ...,‘1;21}, como visto na Figura
10l E claro que a quantidade de elementos internos a este retangulo é igual a:

p—1 g—1

. . (4.12)

A partir de agora, consideremos a equacgao da reta que passa pelos pontos A e C
(diagonal do retdngulo ABDC'), a saber y = gx, de acordo com a Figura .
p

Repare que mdc (p,i) = 1, para todo i € X. Logo, a reta y = gx‘ nao contera se

quer um ponto de X x Y.

A reta y = 92 intersectar as retas o = k (retas paralelas aos lados AD e BC' do

retangulo), nos pontos (k, qk), onde k € X.
p
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q .D C‘
2
q—1
3 ® ® ® ® ] ® ® ] ®
3 ° [ ] ] ] ] ] ] ] ®
2 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ]
1 ] ° ® ] ° ® ® ° °
B
A
0 1 2 3 1 5 6 7 8 - -1 »
2 2

Figura 10 — Retdngulo ABC'D com os pontos internos.

Figura 11 — Retdngulo ABC'D com sua diagonal.

Como 9k ndo é um inteiro, temos que L%kJ sera a quantidade de pontos internos
ao retangulo que pertencem a reta x = k e estao acima do segmento AB e abaixo da reta
Y.

Logo, o nimero de pontos internos ao triangulo ABC' serd igual a:
< | qk
M= VJ. (4.13)

. . . ~ q
De forma analoga, considerando as intersecao entre y = —x e as retas y = [, onde
p
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l €Y, obteremos que a quantidade de pontos internos ao tridngulo ACD é igual a:

q—1
| gl
N=% VJ (4.14)
=1 LP
Sendo assim, das Igualdades (4.12)), (4.13)) e (4.14)), segue

p—1 qg—1

MyN=P"2 9172

+ 2 2

Aplicando o Lema [4.2.9] temos:

Donde obtém-se:

(2) (1) = ar e = oy = oy,

qa; \p

Observacao 4.2.11. Repare nas seguintes equivaléncias:

<§> (zz) =D e (5) (Z>2 — (1) (Z)
- ey

Exemplo 4.2.12. Vamos calcular o Simbolo de Legendre (6%0). Observe que a fatoragao

priméaria de 680 é igual & 2% -5-17. Assim,
(5= () = (G () ()
) 71 o\ \711)\71)°

Atente que 71 = 7 (mod 8), entao, pela Proposicao 4.1.28] (%) = 1. Precisamos
5

encontrar (—) e (%) Para isto, utilizamos a Lei da Reciprocidade Quadratica de Gauss.

() - o ()

Ja,
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pois 3 = 3 (mod 8) e, pelo Teorema |4.1.28] (%) = —1.

(30)- (G G (-1

Sendo assim, a congruéncia z? = 680 (mod 71) nao admite solugao.

Portanto,

Exemplo 4.2.13. Calcularemos o Simbolo de Legendre (ﬂ). Repare que a fatoragao

17
priméria de —280 = —1-2%-5-7. Logo,

(5) = () (&) () ()

17 ) \1r/)\17) \17/)\17)"

Atente que 17 =1 (mod 4). Assim, pelo item (ii) da Proposicao [4.1.24] (1—71) =1. Além
disso, 17 = 1 (mod 8) donde segue, pela Proposicao {4.1.28 que (%) = 1. Resta-nos
5

17

) e (1—77) Para isto, utilizaremos a Lei da Reciprocidade Quadratica.

(5) - o ()

()
1-(-1) =1,

encontrar (

ja que 5 = —3 (mod 8) e, pela Proposicao 4.1.28 (7) = —1. Agora,

(3) - o ()

Logo,

) -G ) -1 0menc

Portanto, a congruéncia z? = —280 (mod 17) admite solugdo, a saber z; = 4 e zy =
p—x =17—4=13.
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5 Conclusao

Ap6s todo o estudo realizado neste trabalho, entende-se que a nogao de congruén-
cia é substancialmente imprescindivel para a Teoria dos Niumeros, ja que nos possibilita
inferirmos propriedades para o conjunto Z dos nimeros inteiros. Ademais, proporciona
sabermos/discutirmos sobre os fenémenos ciclicos que nos rodeiam, pois estao conectados

com o referido conceito.

Um outro ponto debatido no corpo deste trabalho é a respeito da atividade didatica
(Capitulo , que envolveu o conceito de congruéncia aplicado a situagoes problemas de
fenomenos ciclicos. Esta atividade proporcionou, desde sua estruturagao até a aplicacao,
um enriquecimento de como ser professor, bem como, tornar-se critico com os problemas
aplicados em sala de aula. Também permitiu/favoreceu o pensamento matematico de
ideias mais complexas (neste caso, congruéncias) para serem trabalhadas no Ensino Bésico

por meio de ferramentas mais simples (operagoes bésicas).

No ambito das congruéncias lineares, desenvolvido no Capitulo (3], foi possivel mo-
delar problemas aritméticos envolvendo os restos das divisdes dos numeros inteiros e
compreender certas propriedades destes niimeros. Inclusive, pudemos vislumbrar o Te-
orema de Wilson, que nos garantiu um teste de primalidade diante da caracterizacao
dos nimeros primos. Isto desenvolveu conhecimentos grandiosos porque expandiu nossos

pensamentos algébricos.

Por fim, mas ndo menos importante, discorreu-se sobre congruéncias de grau 2 ou
também chamadas de congruéncias quadraticas (Capitulo. Neste espaco, estabelecemos
os principais resultados em relagao as solugoes deste objeto matematico além de sermos
capazes de entender as ideias fundamentais que culminaram no resultado principal - Lei da
Reciprocidade Quadratica Gaussiana. Esta lei nos permitiu discutir a solugao de qualquer
congruéncia quadratica da forma z* = a (mod p), com p um niimero primo e ¢ um nimero

inteiro nao divisivel por p.

A partir de todo esse aprendizado sobre as congruéncias e suas propriedades natu-
rais e elementares, podemos dizer que atingimos nossas metas de adquirir mais conheci-
mento matematico. A propésito, diante deste aprendizado, podemos futuramente estudar
classes residuais - que permitem definir outras aritméticas dentro do conjunto dos niimeros

inteiros e é a base de todo o calculo computacional atual.
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ANEXO A - Situacoes-problemas



UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE - FURG
INSTITUTO DE MATEMATICA, FISICA E ESTATISTICA - IMEF
e — Prof. William Debon Pereira

Atividade de Extensdo

Nome: Turma: Data:

@l

1) O dia da semana de hoje é e 0 horéario é

Daqui 95h sera que dia da semana e que horas?




e
Prof. William Debon Pereira L

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE - FURG mf/ 7 "7',{"1
INSTITUTO DE MATEMATICA, FiSICA E ESTATISTICA - IMEF .~ 4,,.;?&
e / -

Atividade de Extensdo

Nome: Turma: Data: _ /[
2) Meu aniversério é dia de e, neste ano, o dia da
semana que ele ocorreu/ocorrera foi/é . Supondo que hoje

seja 0 dia do seu aniversario e sabendo que a cada quatro anos temos um ano
bissexto, responda:

a) Qual serd o dia da semana que seu aniversario ocorrera no ano de 2020 (ano
bissexto)? E nos anos de 2021, 2022, 2023 e 2024?

b) E possivel notarmos algum padrdo com relacdo aos dias da semana do seu
aniversario com cada ano? Se sua resposta for afirmativa, descreva o padréo

e, €aso sua resposta seja negativa, explique o porqué.

c) O ano de 2082 é um ano bissexto? Justifique sua resposta.



v

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE - FURG mf/ 7 "7',{"1
INSTITUTO DE MATEMATICA, FiSICA E ESTATISTICA - IMEF .~ 4,,.;?&
e / -

e
Prof. William Debon Pereira *

Atividade de Extensdo

Nome: Turma: Data: [/

3) O cometa Halley é um corpo celeste sem luz propria, que € visivel a olho nu da
terra a cada 74 ~ 79 anos. Supondo que ele esteja passando pela terra
regularmente a cada 75 anos e sabendo que sua ultima apari¢do foi no ano de
1986, responda:

a) Esse cometa pode retornar no ano de 2062? Por qué?

b) Qual é sua idade no ano de reaparicdo desse cometa logo apds sua ultima
aparicao?

c) Agora, analisando o ano de 2361. E possivel que o cometa apareca nesse
ano? Por qué?

d) Qual é o0 ano que o cometa Halley pode ser visto novamente a partir do ano
de 24467
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ANEXO B - Questionario e Calendarios

Abaixo encontram-se as 4 questoes aplicadas com os estudantes apds o término da
Atividade Didatica.

i) O que vocé achou da atividade? Justifique.

ii) O que vocé compreende a partir das discussoes envolvidas durante a atividade?

Explique.
iii) Alguma sugestao para aperfeigoar a atividade?

iv) Que contetdos matematicos estdo por tras da resolucdo dessa atividade?

Observagao: O quarto questionamento foi aplicado apenas para os ingressantes

do curso de Matematica Licenciatura.

Nas proximas paginas estarao os calendarios dos anos de 2019 a 2024 que foram

utilizados como suporte para a realizacdo da segunda situacao-problema.



@ Janeiro 2019 @ Fevereiro 2019 @ Marco 2019 @ Abril 2019

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
1 1 2 3 4 5 6 5 1 2 3 9 1 2 3 14 1 2 3 4 5 6 7
2 7 8 9 10 11 12 13 6 4 5 6 7 8 9 10 10 4 5 6 7 8 9 10 15 8 9 10 11 12 13 14
3 14 15 16 17 18 19 20 7 1 12 13 14 15 16 17 11 11 12 13 14 15 16 17 16 15 16 17 18 19 20 21
4 21 22 23 24 25 26 27 8 18 19 20 21 22 23 24 12 18 19 20 21 22 23 24 17 22 23 24 25 26 27 28
5 28 29 30 31 9 25 26 27 28 13 25 26 27 28 29 30 31 18 29 30

@ Maio 2019 @ Junho 2019 @ Julho 2019 @ Agosto 2019

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
18 1 2 3 4 5 22 1 2 27 1 2 3 4 5) 6 7 31 1 2 3 4
19 6 7 8 9 10 11 12 23 3 4 5 6 7 8 9 28 8 9 10 11 12 13 14 32 5 6 7 8 9 10 M
20 13 14 15 16 17 18 19 24 10 11 12 13 14 15 16 29 15 16 17 18 19 20 21 33 12 13 14 15 16 17 18
21 20 21 22 23 24 25 26 25 17 18 19 20 21 22 23 30 22 23 24 25 26 27 28 34 19 20 21 22 23 24 25
22 27 28 29 30 31 26 24 25 26 27 28 29 30 31 29 30 31 35 26 27 28 29 30 31

@ Setembro 2019 @ Outubro 2019 @ Novembro 2019 @ Dezembro 2019

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom

35 1 40 1. 2 3 4 5 6 44 1 |N20 3 48 1

8 12131415/ AN a4 7 8 9 10 1 12 13 45 4 5 6 7 8 9 10 9121814 1°5]° mame

37 9 10 1 12 13 14 15 50 9 10 11 12 13 14 15
42 14 15 16 17 18 19 20 46 11 12 13 14 15 16 17

38 16 17 18 19 20 21 22 51 16 17 18 19 20 21 22
4. 47

39 23 24 25 26 27 28 29 3 AR © 1819 20 21| 22 peoe 52 23 24 25 26 27 28 29

40 30 44 28 29 30 31 48 25 26 27 28 29 30 1 30 31

o
Cdlendario .com.br



@ Janeiro 2020 @ Fevereiro 2020 @ Marco 2020 @ Abril 2020

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
1 1|12 |3 45 5 12 9 1 14 112 |3 4|5
2 6 7 8 9 10 11 12 6 3 4 5 6 7 8 9 10 2 P ™ P 5 7 g 15 6 7 8 9 10 11 12
11 9 10 11 12 13 14 15
3 13 14 15 16 17 18 19 7 10 11 12 13 14 15 16 16 13 14 15 16 17 18 19
12 16 17 18 19 20 21 22
4 8 17
20 21 22 23 24 25 26 17 18 19 20 21 22 23 13 23 24 25 26 27 28 29 20 21 22 23 24 25 26
5 27 28 29 30 31 9 24 25 26 27 28 29 4 30 31 18 27 28 29 30
@ Maio 2020 @ Junho 2020 @ Julho 2020 @ Agosto 2020
Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
18 1 [B283 23 1.2 3 4 5 6 7 27 112 |3 4|5 31 12
19 4 5 6 7 8 9 10 24 8 9 10 11 12 13 14 28 6 7 8 9 10 11 12 32 3 & 3 \ 4 g ¥
33 10 11 12 13 14 15 16
20 11 12 13 14 15 16 17 25 15 16 17 18 19 20 21 29 13 14 15 16 17 18 19
34 17 18 19 20 21 22 23
21 2
18 19 20 21 22 23 24 6 22 23 24 25 26 27 28 30 20 21 22 23 24 25 26 a5 24 25 26 27 28 29 30
22 25 26 27 28 29 30 31 27 29 30 31 27 28 29 30 31 36 31
@ Setembro 2020 @ Outubro 2020 @ Novembro 2020 @ Dezembro 2020
Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
36 1.2 3 4 5 86 40 1| 2 384 44 1 49 1 2 3 4 5 6
37 7 8 9 10 11 12 13 41 5 6 7 8 9 10 11 45 2 3 & P g g 9 50 7 8 9 10 11 12 13
46 9 10 11 12 13 14 15
38 14 15 16 17 18 19 20 42 12 13 14 15 16 17 18 51 14 15 16 17 18 19 20
a7 16 17 18 19 20 21 22
39 21 22 23 24 25 26 27 43 19 20 21 22 23 24 25 52 21 22 23 24 25 26 27

48 23 24 25 26 27 28 29
40 28 29 30 44 26 27 28 29 30 31 49 30 53 28 29 30 31

2020

Cdlendario .com.br



@ Janeiro 2021 @ Fevereiro 2021 @ Marco 2021 @ Abril 2021

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
53 1 2 3 5 1 2 3 4 5 6 7 9 1 2 3 4 5) 6 7 13 1 2 3 4
1 4 5 6 7 8 9 10 6 8 9 10 11 12 13 14 10 8 9 10 11 12 13 14 14 5 6 7 8 9 10 M
2 11 12 13 14 15 16 17 7 15 16 17 18 19 20 21 11 15 16 17 18 19 20 21 15 12 13 14 15 16 17 18
3 18 19 20 21 22 23 24 8 22 23 24 25 26 27 28 12 22 23 24 25 26 27 28 16 19 20 21 22 23 24 25
4 25 26 27 28 29 30 31 13 29 30 31 17 26 27 28 29 30
) veiozoor W) sunhozoer ) ooz Jsie) Agostoz0e1 )
Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
17 1IN2 22 1| 2| 3| 4 50006 26 1,23 a4 30 1
18 3 r 2 9 J ¥ ® 23 7 8 9 10 11 12 13 27 5 6 7 8 9 10 M st 2 F & P g 4 8
19 10 11 12 13 14 15 16 32 9 10 11 12 13 14 15
24 14 15 16 17 18 19 20 28 12 13 14 15 16 17 18
20 177 18 19 20 21 22 23 33 16 17 18 19 20 21 22
21 24 25 26 27 28 29 30 » Akl © 2 1920 2|22 23 s 34 23 24 25 26 27 28 29
2 3 26 28 29 30 30 26 27 28 29 30 31 35 30 31
o5) Setembro 2021 Jste) Outubro 2021 JR4s) Novembro 2021 Jste) Dezembro 2021 )
Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
35 1 2 3 4 5 39 1 2 3 44 1 2 3 4 5 6 7 48 1 2 3 4 5
36 6 7 8 9 10 11 12 40 4 5 6 7 8 9 10 45 8 9 10 11 12 13 14 49 6 7 8 9 10 11 12
37 13 14 15 16 17 18 19 41 1 12 13 14 15 16 17 46 15 16 17 18 19 20 21 50 13 14 15 16 17 18 19
38 20 21 22 23 24 25 26 42 18 19 20 21 22 23 24 47 22 23 24 25 26 27 28 51 20 21 22 23 24 25 26
39 27 28 29 30 43 25 26 27 28 29 30 31 48 29 30 52 27 28 29 30 31

2021

Cdlendario .com.br



@ Janeiro 2022 @ Fevereiro 2022 @ Marco 2022 @ Abril 2022

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Q Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
52 12 5 1. 2 3 4 5 6 9 1.2 3 4 5 86 13 1 283
B 8 & 2 u J g ® 6 7 8 9 10 11 12 13 10 7 8 9 10 11 12 13 14 4 5 6 7 8 9 10
2 10 11 12 13 14 15 16

7 14 15 16 17 18 19 20 11 14 15 16 17 18 19 20 15 11 12 13 14 15 16 17
3 177 18 19 20 21 22 23
12 16

2 24 25 26 27 28 29 30 8 21 22 23 24 25 26 27 21 22 23 24 25 26 27 18 19 20 21 22 23 24
5 31 9 28 13 28 29 30 31 17 25 26 27 28 29 30

@ Maio 2022 @ Junho 2022 @ Julho 2022 @ Agosto 2022

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom

17 1 22 1 2 3 4 5 26 1 2 3 31 1 2 3 4 5 6 7
18 2 e 4 P g v 8 23 6 7 8 9 10 11 12 27 4 5 6 7 8 9 10 32 8 9 10 11 12 13 14
19 9 10 1 12 13 14 15

24 13 14 15 16 17 18 19 28 11 12 13 14 15 16 17 33 15 16 17 18 19 20 21
20 16 17 18 19 20 21 22

2! 2! 4
21 23 24 25 26 27 28 29 5 20 21 22 23 24 25 26 9 18 19 20 21 22 23 24 3 22 23 24 25 26 27 28
22 30 31 26 27 28 29 30 30 25 26 27 28 29 30 31 35 29 30 31

@ Setembro 2022 @ Outubro 2022 @ Novembro 2022 @ Dezembro 2022

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom

35 1 | 2 (304 39 A2 44 1.2 3 4 5 6 48 1| 2 [3ig

36 5 6 7 8 9 10 M 40 3 i 3 5 4 8 ° 45 7 8 9 10 11 12 13 49 5 6 7 8 9 10 M
41 10 1 12 13 14 15 16

37 12 13 14 15 16 17 18 46 14 15 16 17 18 19 20 50 12 13 14 15 16 17 18
42 17 18 19 20 21 22 23

47 1
38 19 20 21 22 23 24 25 43 24 25 26 27 28 29 30 21 22 23 24 25 26 27 5 19 20 21 22 23 24 25
39 26 27 28 29 30 44 31 48 28 29 30 52 26 27 28 29 30 31
o
Cdlendario .com.br



@ Janeiro 2023 @ Fevereiro 2023 @ Marco 2023 @ Abril 2023

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
52 1 5 112 |3 4|5 9 112 |3 4|5 13 182
1 2 3 4 5 5 4 g 6 6 7 8 9 10 11 12 10 6 7 8 9 10 11 12 14 3 4 5 6 7 8 9
2 9 10 11 12 13 14 15
7 13 14 15 16 17 18 19 11 13 14 15 16 17 18 19 15 0 11 12 13 14 15 16
3 16 17 18 19 20 21 22
12 16
2 23 24 25 26 27 28 29 8 20 21 22 23 24 25 26 20 21 22 23 24 25 26 17 18 19 20 21 22 23
5 30 31 9 27 28 13 27 28 29 30 31 17 24 25 26 27 28 29 30

@ Maio 2023 @ Junho 2023 @ Julho 2023 @ Agosto 2023

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
18 1.2 3 4 5 6 7 22 1| 2 [3iig 26 T2 31 1 2 3 4 5 6
19 8 9 10 11 12 13 14 23 5 6 7 8 9 10 11 2 3 i J ° 4 & 9 32 7 8 9 10 11 12 13
28 10 11 12 13 14 15 16
20 15 16 17 18 19 20 21 24 12 13 14 15 16 17 18 33 14 15 16 17 18 19 20
29 177 18 19 20 21 22 23
21 2! 4
22 23 24 25 26 27 28 5 19 20 21 22 23 24 25 30 24 25 26 27 28 29 30 3 21 22 23 24 25 26 27
22 29 30 31 26 26 27 28 29 30 31 31 35 28 29 30 31

@ Setembro 2023 @ Outubro 2023 @ Novembro 2023 @ Dezembro 2023

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
35 1 203 39 1 44 1.2 3 4 5 48 1 203
3 4 5 6 7 8 9 10 0 1213141515 AN 5 6 7 8 9 10 11 12 49 4 5 6 7 8 9 10
41 9 10 11 12 13 14 15
37 11 12 13 14 15 16 17 46 13 14 15 16 17 18 19 50 11 12 13 14 15 16 17
42 16 17 18 19 20 21 22
47 1
38 18 19 20 21 22 23 24 43 |23 |24 250 25 | 7 IS 20 21 22 23 24 25 26 5 18 19 20 21 22 23 24
39 25 26 27 28 29 30 4 30 31 48 27 28 29 30 52 25 26 27 28 29 30 31
N
Cdalendario .com.br



@ Janeiro 2024 @ Fevereiro 2024 @ Marcgo 2024 @ Abril 2024

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
1 1 2 3 4 5 6 7 5 1 2 3 4 9 1 2 3 14 1 2 3 4 5 6 7
2 8 9 10 11 12 13 14 6 5 6 7 8 9 10 11 10 4 5 6 7 8 9 10 15 8 9 10 11 12 13 14
3 15 16 17 18 19 20 21 7 12 13 14 15 16 17 18 11 11 12 13 14 15 16 17 16 15 16 17 18 19 20 21
4 22 23 24 25 26 27 28 8 19 20 21 22 23 24 25 12 18 19 20 21 22 23 24 17 22 23 24 25 26 27 28
5 29 30 3 9 26 27 28 29 13 25 26 27 28 29 30 31 18 29 30

@ Maio 2024 @ Junho 2024 @ Julho 2024 @ Agosto 2024

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom
18 1 2 3 4 5 22 1 2 27 1 2 3 4 5) 6 7 31 1 2 3 4
19 6 7 8 9 10 11 12 23 3 4 5 6 7 8 9 28 8 9 10 11 12 13 14 32 5 6 7 8 9 10 M
20 13 14 15 16 17 18 19 24 10 11 12 13 14 15 16 29 15 16 17 18 19 20 21 33 12 13 14 15 16 17 18
21 20 21 22 23 24 25 26 25 17 18 19 20 21 22 23 30 22 23 24 25 26 27 28 34 19 20 21 22 23 24 25
22 27 28 29 30 31 26 24 25 26 27 28 29 30 31 29 30 31 35 26 27 28 29 30 31

@ Setembro 2024 @ Outubro 2024 @ Novembro 2024 @ Dezembro 2024

Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Ter Qua Qui Sex S&b Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab Dom

35 1 40 1. 2 3 4 5 6 44 1 |N20 3 48 1

8 12131415/ AN a4 7 8 9 10 1 12 13 45 4 5 6 7 8 9 10 9121814 1°5]° mame

37 9 10 1 12 13 14 15 50 9 10 11 12 13 14 15
42 14 15 16 17 18 19 20 46 11 12 13 14 15 16 17

38 16 17 18 19 20 21 22 51 16 17 18 19 20 21 22
4. 47

39 23 24 25 26 27 28 29 3 AR © 1819 20 21| 22 peoe 52 23 24 25 26 27 28 29

40 30 44 28 29 30 31 48 25 26 27 28 29 30 1 30 31

o
Cdlendario .com.br
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