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Resumo

Neste trabalho formulamos um modelo matematico baseado no célculo fracionario de
Caputo para a aquisicao e perda de memoria no processo de ensino. O uso de derivadas
fracionarias no estudo de processos de aprendizado é justificado pelo fato de que derivadas
fracionarias de Caputo sdao operadores nao locais que introduzem naturalmente efeitos
de memoérias na dinamica do sistema modelado. Resolvemos o modelo proposto pelo
método de Frobenius e analisamos os resultados para o caso de aprendizado (ganho de
conhecimento) e esquecimento. Nossos resultados indicam que o modelo fraciondrio tem o
potencial de descrever processos em que o conhecimento ja adquirido sobre algum assunto
facilita o aprendizado futuro sobre o mesmo, ou em processos onde existe persisténcia na

memoria, tornando a dinamica do esquecimento mais lenta.

Palavras-chaves: Modelo matematico; Educacao cientifica; Calculo fracionario;



Abstract

In this work we formulate a mathematical model based on the Caputo fractional calculus
for acquisition and loss of memory in the learning process. The use of fractional derivatives
in the study of learning processes is justified by the fact that Caputo fractional derivatives
are nonlocal operators that naturally introduce memory effects on the dynamics of the
modeled system. We solve the model proposed by the Frobenius method and analyze the
results of learning (gain of knowledge) and forgetfulness in this case. Our results indicates
that the fractional model has the potential to describe processes in which the knowledge
already acquired on some subject facilitates future learning about it, or in processes where

there is persistence in memory, redering a slower forgetting dynamic.

Keywords: Mathematical models; Mathematical education; Fractional calculus;
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1 Introducao

Neste trabalho temos como objetivo principal a formulagao de um modelo ma-
tematico para a aquisicao e perda de memoria no processo de ensino. Nosso modelo
é uma generalizacdo do modelo proposto por Hicklin em 1976 através da inclusao das
derivadas fracionarias na equacao diferencial que descreve a dindmica do problema. O uso
de derivadas fracionarias no estudo de processos de aprendizado é justificado pelo fato
de que derivadas fracionarias sao, em geral, operadores nao locais. Neste caso, o uso de
derivadas fracionarias no tempo introduzem naturalmente efeitos de memorias na dinamica
do sistema modelado. A questao especifica que queremos responder é se, com o uso de
uma equacao diferencial fracionaria com parametros constantes, podemos modelar com
mais precisao um processo tao complexo com o ganho e perda de memoéria.

Em especifico, o modelo que propomos para a dinamica entre ganho e perda de
informagao é obtido a partir do modelo de Hicklin através da substituicao da derivada
inteira por uma derivada fracionaria de Caputo de ordem 0 < a < 1. Resolvemos o
modelo proposto pelo método de Frobenius e analisamos os resultados para o caso de
aprendizado (ganho de conhecimento) e esquecimento. Verificamos através da nossa solugao
que o modelo fracionario tem o potencial de descrever processos em que o conhecimento
ja adquirido sobre algum assunto facilita o aprendizado futuro sobre o mesmo, ou em
processos onde existe persisténcia na memoria, tornando a dindmica do esquecimento mais
lenta.

Finalmente, a busca por uma teoria sisteméatica da cognicdo humana é um tema
antigo da psicologia e da neurociéncia e envolve um grande niimero de parametros.Para
Miranda (2005) "ndo existe aprendizagem sem memoria, quer dizer, sem um sistema
que registre e guarde a experiéncia, por isso a importancia de estudar a memoria nesse
sistema."Nao é nosso objetivo neste trabalho aprofundar nessas teorias. Nosso objetivo
¢ a partir de um dos modelos mais simples da literatura e analisar sua generalizacao
usando derivadas fracionarias, que por sua fez incluem naturalmente efeitos de memoria
na dindmica. Compreender como ocorre a dindmica do aprendizado e do esquecimento é
fundamental para desenvolvimento do trabalho de um professor de matematica e também

de professores de outras areas. Portanto, o desenvolvimento de pesquisas neste tema,
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mesmo que tedricas, sdo de grande importancia, permitindo uma melhor compreensao do
fenémeno da aprendizagem e possibilitando o desenvolvimento de novas metodologias de
ensino.

No capitulo 2 apresentamos uma breve revisdo de conceitos neuropsicolégicos
relacionados a aquisicao de conhecimento. Uma breve introducao a modelagem matematica
deste problema é apresentada no capitulo 3. O capitulo 4 é dedicado a teoria basica do
calculo fraciondrio. Apresentamos nosso modelo e obtemos sua solugdo no capitulo 5.

Finalmente, as conclusoes sao apresentadas no capitulo 6.
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2 Uma breve revisao de conceitos neuropsico-
l6gicos relacionados a aquisicao de conhe-

cimento

Neste capitulo faremos uma breve revisao de alguns conceitos neuropsicolégicos
béasicos relacionados ao problema da aquisi¢do e perda de conhecimento. Para esta revisao

utilizamos o livro Anderson (Progress in sensory physiology).

2.1 Mecanismos fundamentais da memoria

Segundo com Anderson, (1991), os processos e mecanismos relacionados a meméria,
tanto nos seus aspectos normais ou anormais, foram e ainda sao extensivamente estudados
na literatura. De fato, este é um tema muito complexo e de grande importancia. Com a
possivel excecao de algumas respostas motoras condicionadas simples, a localizacao da
memoria, em uma estrutura particular do sistema nervoso central (SNC), ainda é um tema
em aberto. Ao que tudo indica, a memoria humana nao é nem unitaria (um fenémeno
singular e indiferencidvel) nem localizdvel (associada a uma regiao especifica do SNC).

O armazenamento de informacgoes no SNC, e varias formas de aprendizagens
correlacionadas com o armazenamento de informacgoes, parecem ser mediados por uma
grande rede de areas primitivas e avangadas do cérebro. Processos de aprendizados simples,
como no caso de reflexos condicionados, sdo em grande parte mediados por redes neurais
na parte central inferior do cérebro.

Por outro lado, processos de aprendizagem mais complexos, como por exemplo
no caso de aprendizagem baseadas em linguagem, requerem a participacao de regides da
parte superior do cérebro incluindo estruturas corticais. Enquanto certas partes do cérebro
podem ser mostradas como essenciais para fun¢oes de memoria, elas talvez nao sejam o
local exato onde a memoria estd armazenada.

Experimentos mostram que o armazenamento da meméria ocorre de forma difusa,
sendo amplamente distribuida no SNC. A difusividade da memoria é explicada pelo motivo

de que um neurdnio individual estd envolvido na representagao de muitas memorias.
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Os neurdnios individuais, que agrupados em rede formam um conjunto de neurdnios
elementares, nao sao exclusivos de um tnico trago de memoria, mas podem estar envolvidos
em combinagdes com outros neurénios para formar outros conjuntos elementares represen-
tando unidades de informacgao armazenadas. Formando assim um mosaico de neurdnios, tal
mosaico participa de diversos padroes de combinagoes e assim poderia explicar a notavel

capacidade de armazenamento do SNC.

2.2  Memorias de longo prazo e curto prazo

De acordo com Anderson, (1991), Algumas investigagoes cientificas e neurobiolégicas
cognitivas dos estados da memoria sugerem que a codificacdo da informacao na memoria
ocorre em varios estagios, porém dois sao considerados mais importantes. O primeiro
caso é o que a informacgao pode ser adquirida e acessada imediatamente, conhecido como
"short-term memory"(STM), com duragao de intervalos de até segundos ou minutos. O
segundo caso e o de um tipo de memoria mais estavel e duradoura, conhecida como
"long-term memory"(LTM), com duragao de anos.

O STM ¢ visto como uma memoria de trabalho com cada item categorizado como
um "esboco instantaneo". Ela é mantida na memoria imediata devido a sua relevancia para
realizar tarefas de uso imediato. J4 o LTM ¢ uma rede de esquemas inter-relacionados que
fornece modelos de tarefas em situacoes de previsibilidade na representacao cognitiva da
experiéncia, ou seja, uma memoria que da coeréncia para uma aplicagao futura.

Sao bastantes conhecidos os diversos niveis de processamento de informagoes no
SNC. A natureza difusa do armazenamento de memoria e essas distingoes dicotomicas
podem representar apenas uma categorizagao conveniente de processos que envolvem
muitos estagios intermediarios. Assim, é provavel que as fungdes do SNC fornegam uma
transformacao dindmica de informagoes antes e durante da codificacao em longo prazo do
armazenamento. As fungoes integrativas da ordem superior (LTM) podem sintetizar as
informagoes recém-adquiridas (STM) dentro das informagoes armazenadas anteriormente,
atualizando-as e modificando os armazenamentos de informagoes anteriores para incluir as
novas unidades de informagao prontamente acomodadas.

Também foi sugerido um processo sindptico conhecido como "long-term potentia-
tion"(LTP) pode ser um mecanismo neuronal oculto ao armazenamento de informagao. O

LTP remete a uma mudanca de longo prazo na eficdcia sindptica no sistema limbico de
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mamiferos, que explica a unidade responsavel pelas emocodes e comportamentos sociais.
Algumas das limitagoes do LTP s@o como base para LTM que sao considerados os instintos
da meméria. Assim, o que tem sido chamado de memoria de trabalho (STM) em oposicao a
memoria de armazenamento de longo prazo (LTM) representa uma separagao tecnicamente

conveniente, mas nao totalmente correta.
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3 Uma modelagem matematica da aprendi-

zagem

Como visto brevemente no capitulo anterior, o processo de armazenamento e
processamento de memoéria no SNC é um problema extremamente complexo e ainda nao
totalmente compreendido. Portanto, a descricio matematica deste processo, levando-se
em conta detalhes da estrutura neurobiolégica do cérebro, é um grande desafio ainda
em aberto. Neste contexto, é importante a utilizagao de modelos matematicos simples
(que envolvam poucos parametros), e que nao levem em conta diretamente os detalhes
biologicos do problema, para modelar este processo.

Um dos primeiros modelos para descrever este problema foi proposto por Landahl.
Neste modelo a interagao entre dois neurdnios é descrita de forma aproximada por uma
equagao diferencial simples. Landahl em Anderson, (1991), propds que a atividade em redes
nervosas contendo loops recorrentes pode ser modelada matematicamente sabendo que
intensidade de excitagdo E de um nervo aferente varia linearmente com a intensidade do
estimulo S fornecida. Uma expressao matematica foi derivada para a taxa de decaimento
da excitacao e dentro das redes nervosas. Se € é o nimero de ciclos excitados dentro de
uma rede contendo loops neurais e a quantidade ¢ é uma constante de proporcionalidade,

entao a taxa de variacao de € é dada por

de = —ce. (3.1)
dt

Se assumirmos agora que cada uma das fibras aferentes de um loop neuronal recorrente

em uma rede faz sinapses excitatorias com outro loop, aumentando assim a disseminacao

da excitacao e amplificando o niimero de loops neuronais excitados, entao o niimero de

ciclos excitados dentro de uma rede de feedback é dado por

d
d—i = CE — ce, (3.2)

onde C' é uma outra constante de proporcionalidade representando o aumento dos ciclos
neuronais excitados devido a disseminagao da excitacdo E. A Eq. (3.2) é uma equagao
diferencial linear de primeira ordem cuja solugao é dada por

_CE

—(1—e™), (3.3)

€
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e expressa o grau de excitacao em funcao do tempo. Quando t = 0 temos € = 0. A medida
—ct d . . d @ ’ 1 s s d ,

que t aumenta, e e iminui para zero, € tende para =*, que ¢ o valor méximo do niimero
de ciclos excitados em uma rede neuronal. Por outro lado, para simular a diferenciacao,
mediada pela inibigao dentro das redes, Rashevsky em Anderson, (1991), assume que
algumas das fibras aferentes de uma rede neuronal também podem fazer associagoes
sinapticas inibidoras com os neurdnios em loops neuronais de ordem superior. A dindmica
do niimero de ciclos excitados j que geram uma conexao inibidora com outros neurdnios é
dada por

dj

Y BE—bj 4
o 7, (3.4)

e B e b sdo constates andlogas & C' e ¢ da Eq. (3.2). A solugao da Eq. (3.4) é similar & Eq. 3
substituindo-se C' e ¢ por B e b. A combinacao das equacoes de excitacao e inibicdo permite
uma analise dos efeitos conjuntos da disseminacio e inibi¢do da excitacao dentro de uma
complexa rede nervosa. Variando as quatro constantes C, ¢, B e b, é possivel simular
alguns fendmenos neurocognitivos de ordem superior segundo Anderson, (1991), como
tempos de reacdo, discriminacao psicofisica, visao de cores, alguns aspectos de aprendizado
e percepcao estética.

Os modelos de Landahl e Rashevsky sao limitados a representacgao biofisica de redes
neurais isoladas, em vez de uma analise de nivel de sistemas apropriada para a construcgao
de modelos neurocognitivos de processamento de informages. Em uma pesquisa mais
aprofundada de Grossberg em Anderson, (1991), propée um modelo para descrever a
dindmica dos processos LTM e STM baseado na premissa de que estados de atividade
s ressonantes similares aos ciclos de neuronios excitados de Rashevsky. Essa atividade
ressonante nos sistemas STM causa mudancas na LTM. Reciprocamente, as mudancas
na LTM alteram os padroes na STM. Esses ciclos interativos continuam até as STM e
LTM se equilibrem. A intera¢ao dindmica entre as STM e as LTM ¢é categorizada como
"ressonancia adaptativa'. Assim, o "c6digo"de uma rede é o conjunto de estados ressonantes
estaveis que podem ser gerados em resposta a uma entrada sensorial. Uma variedade de
padroes no processamento de informagoes visuais e auditivas pode ser analisada a partir
dessa perspectiva.

Com o objetivo de representar a aquisicao de informacao humana como uma fungao
da interagdo dindmica entre ganho e perda de informagao segundo Hicklin, (1976), que

propoe uma abordagem diferente. Nesta proposta, a quantidade de informacao adquirida
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em uma dada unidade de tempo é representada pelo balanco de informacgoes armazenadas
e esquecidas
dN

E = A — CLN, com N(O) = 07 (35)

em que N é a quantidade de informacao adquirida no tempo ¢, e A e a sdo constantes
caracteristicas de um determinado individuo e dentro de uma situagao de aprendizagem
especifica. A constante A representa a aptidao do individuo e a é uma expressao da taxa
de perda de informacao durante o esquecimento (quando a > 0) ou ganho de informagao

durante o aprendizado (quando a < 0). A solucdo da Eq. (3.5) pode ser facilmente obtida

N = f(1 — ). (3.6)

Essa solugao produz uma curva de informacao de aprendizado que se aproxima de uma
; A “ L.

assintota £ com valores crescentes de ¢ (para a > 0). E uma ferramenta ttil para represen-

tar o curso do tempo da aprendizagem humana quando apenas algumas caracteristicas

intrinsecas do aprendiz (ou seja, aptidao e taxa de perda de informagao) sdo consideradas.

Ela nao fornece previsoes de aprendizado baseadas em fatores extrinsecos, como a qualidade

e quantidade do input sensorial. Por ser um modelo bem simples, partiremos dele para

formular um novo modelo baseado no célculo fracionério.
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4 Calculo Fracionario

Em 1965, segundo Oldham; Spanier, (1997) I'Hospital escreveu uma carta para
Leibniz perguntando qual o significado da expressao Z:—IQ/Z, ou seja, qual o significado da
derivada de ordem % Leibniz respondeu a carta dizendo que o valor de dix é o/dx : x.
Desta forma, poderfamos nos perguntar qual seria o significado de uma derivada de ordem
7 ou i. Para esta revisao utilizaremos como referéncia a apostila de Lazo, (2013).

O Calculo Fracionario vem despertando muito interesse na comunidade cientifica
nas ultimas trés décadas devido as suas diversas aplica¢oes. Apesar de tao antigo quanto
o calculo convencional a demora no surgimento de aplicagoes deste calculo se da por conta
a dificuldade de interpretar fisica e geometricamente as derivadas e integrais nao inteiras.

Recentemente foi proposta uma interpretagdo geometrica como "sombra das areas'e
uma interpretacao fisica como "sombras do passado'embora nao seja totalmente satisfatorio
essas interpretacoes o Calculo Fracionario é uma ferramenta extremamente importante
para aplicagoes que envolvam sistemas complexos. Estes sistemas que podemos utilizar no
calculo fracionario sdo sistemas com comportamento nao-local ou com dindmica dependente
de memoéria. Uma das mais antigas definicoes do Célculo Fracionario se deve a Euler e foi

formulada em 1730. Em que a féormula generalizada é

d'z™ m!
= men, 4.1
dz™ (m—n)! v (41)

Para m e n inteiros com m>n, substituindo os m e n por niimeros reais e «, e 0s

fatoriais pela funcao Gamma, obtemos

d® P B LB+1) 5o

dee  T(3—a+ 1)x ’ (42)

em que a funcao I'(2)

I(z) = /O T et (4.3)
¢é a generalizacao da funcao fatorial para niimeros nao inteiros. Para z = m + 1 inteiro
usamos I'(m + 1) = ml.

Embora esta seja a definicao mais simples para a derivada fracionéria, a defini¢do
de Euler é muito restritiva, pois s6 se aplica em func¢oes analiticas, e além disso nao tem

definicao formalmente rigorosa.
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Ja a definicado de Riemann-Liouville é menos restritiva e mais popular entre os
matematicos. Segundo esta defini¢do, a derivada fracionaria de orderm « é dada por:

dy 1 dy g yl)
de®  T(n—a)dz" Ja (z—t)—entl 7

(4.4)

onde n < a < n-+1¢&um inteiro e ¢ um nimero real arbitrario. E importante notar
que a derivada fracionaria de Riemann-Liouville ¢ um operador nao local pois o valor da
derivada da fun¢do em = depende do valor da funcao em todo o intervalo a < z, devido a
integral presente na definicao. Veremos mais a frente o porque dessa integral na definigao
da derivada fracionaria.

Por putro lado, a formulagao mais usada em aplicagoes e nas ciéncias, em geral, é a

definicao de Caputo

ey 1 [ L 40, (4.5)

dze  T'(n—a) (x —t)—ontl dgn

O Célculo fracionario de Caputo é o mais popular entre os cientistas, pois as

equacoes diferenciais envolvendo as derivadas de Caputo requerem condi¢oes de contorno

regulares que sao semelhantes as esquagoes diferenciais com derivadas usuais de ordem
inteira.

Vamos detalhar nas proximas subsecoes as defini¢oes e propriedades basicas do

Célculo Fracionario de Riemann-Liouville e Caputo.

4.1 O Caiculo Fracionario de Riemann-Liouville

Historicamente, o Céalculo Fracionario de Riemann-Liouville é a formulagao mais
popular entre os matemaéticos. Frisando que diversas outras formulacoes de derivadas
fracionarias, incluindo a de Caputo, sao variantes da proposta de Riemann-Liouville. Essas
diversas formulagoes de derivadas fracionarias estdao conectadas pela continuacao analitica

da féormula de Cauchy para as integrais repetidas:

Teorema 4.1.1 (Formula de Cauchy) Seja f : |a,b] — R uma funcao integravel seqgundo

Riemann no intervalo [a,b]. Entdo temos para a integral de ordem n (n € N):

/j f) (@) = /; /atn /at“.../at?’ /at2f(t1)dt1dt2...dtn_ldtn = 1“(171)/; f(t)(x_t)n(:;l;

Em que T" € a fungao gamma de Euler
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Prova 1 Para provar (4.6) vamos primeiro mostrar que a primeira integral da funcdio f

pode ser escrita na forma

[ o= L [w=twar (4.7)

(n— 1)l dan-t

Calculando sucessivamente as derivadas da integral do lado direito da (4.7) Obtemos:

/jf(t)dt - mil)!dg—l /;(x — 1 (f)dE = (4.8)
s | o= 0 @+ (o2 @) (49

resultando em B
/a " f(tydt = miz)!icw / - 02 (). (4.10)

continuando com o mesmo procedimento obtemos:

/j f(t)dt = (1 " l/j aax(:c —1)" P f(t)dt + (- Jf)”_zf(l“)] (4.11)

n —2)! dan—3
_ (n_lg)!j;?) /j(x Pt = (4.12)
. Mj;_]j [ =i (4.13)

onde 1 < j <n € um inteiro qualquer. Escolhendo j =n e lembrando que 0! =1 e usando
a identidade % = 1 obtemos (4.7). Para provar (4.6) basta intergrarmos repetidas vezes
a (4.7). Integrando uma vez obtemos

/: dty /at2 fty)dt, = /1(1 drt /t2<t2 () dets (4.14)

n—1)dty" Ja

- <n—11>!<dd;—2 [ - 25— aa<a—t>”‘1f<t>dt) (4.15)

B
~ (n—1)!"dan-2

Integrando duas vezes obtemos:

/a Y@ — )" ()t (4.16)

/az dts /x dta f (t1)dt, = /:@;2_2[3(153 — )" f(¢)dtdts (4.17)
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- (n_ll)!<ddxnnj’3 ARGl dn 33/ —UT ) 415

- e s (4.19)
(n—1)da"3 Ja ’ ’ '
e finalmente, depois de integrar n-1 vezes a (4.7) e identificar I' (n) = (n-1)! obtemos a

(4.6) M.

4.1.1 Integrais de Riemann-Liouville

A férmula de Cauchy para integrais repetidas (4.6) é fundamental para o calculo
fracionério de Riemann-Liouville. As continuagoes analiticas da (4.6) sdo chamadas integrais

a direita e a esquerda de Riemann-Liouville.

Definicao 4.1.1 Seja o € Ry. Os operadores ,J% e . J definidos em Ly[a,b] por

W2 (@) = (1a) / ' & / <§1)_a)du (@ € R,)(R.1) (4.20)
LI f(2) = F(la) /: o f(;‘f_a)du (@ € R,), (4.21)

Coma <bea,beR, sao chamados de integrais fraciondrias a esquerda e a direita

de Riemann-Liouville de ordem o € R, respectivamente.

Para « inteiro as integrais de Riemann-Liouville (4.20) (4.21) coincidem com
integrais repetidas usuais (4.6). Além disso, pelas defini¢bes (4.20) (4.21) sao faceis de
ver que as integrais fracionarias de Riemann-Liouville convergem para quaisquer fungoes
integraveis f se a > 1. Mais ainda, é possivel provar a convergéncia das (4.20) e (4.21)

para as funcoes f € Li[a, b] mesmo quando 0 < a < 1.

Teorema 4.1.2 As integrais fraciondrias de Riemann-Liouville (4.20) e (4.21) preservam

uma importante propriedade algébrica das integrais usuais:

Seja o, 5 >0 e f € Ly[a,b]. Entao

oJradi f(2) =a JZPf(2) e o] f(x) = mJbaJrBf(a:) (4.22)
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Prova 2 Vamos apresentar a prova para as derivadas d direita (para as derivadas a

esquerda seque uma prova similar) da defini¢ao (4.20) temos:

L
INCHINE)

Como as integrais existem para f € Lqla,b], usando o Teorema de Fubini podemos

TP () = [ =00 [ =0 f(u)duds (4.23)

trocar a ordem de integracao

2@ = e [ @m0 = e @20
# r " T v a—1/4 u B—1 w U
F(a)l“(ﬁ)/a u )/u( £ (=) fu)dtdu. (4.25)

Fazendo a mudanga de varidvel t = u + s(x — u) obtemos

- r u)(z — u)>tP1 1 — 5)* 1" dsdu
= Frc) L S = 1) dsdu (4.26)

Identificando [y (1 —s)*"'s*"1ds = B(a, B) = I‘(aozF(B) com a fung¢io Beta de Euler B(a, 3)

resulta, finalmente,

1

a 7p —
a‘]xa‘]xf(x) - F(O&—f—ﬂ)

/x flu)(z —u)* P dy =, JorP (4.27)

Uma importante consequéncia desse teorema explicado é a comutatividade dos

operadores integrais:

Corolario 4.1.1 Sobre as consideracoes do Teorema temos
T (@) =0 JLaTE e WIS T (@) =0 T u T () (4.28)

Em outras palavras, os conjuntos dos operadores ,J2 : Li[a,b] — Li]a,bl;a >0 e
+Jf Lifa,b] — Lya, b]; > 0 formam semigrupos com respeito a concatenagao, onde o
elemento neutro é o operador identidade, ,J%¢,J_, respectivamente. Estas propriedade
(4.28) sao uma generalizacao direta do caso usual de integrais de ordem inteira, onde as

integrais também comutam formando um semigrupo,
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4.1.2 As derivadas de Riemann-Liouville

Os operadores de integragao ,J¢ e . J¢, definidos em (4.20) e (4.21), desempenham
papel central no Célculo Fraciondrio de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas
fracionarias de Riemann-Lioville, relembramos que para inteiros positivos n>m vale a

identidade D" f(z) = D2, J2 ™ f(X), onde D" é uma derivada usual de ordem inteira m.

Definicao 4.1.2 As derivadas fraciondrias de ordem o > 0(«v € R) de Riemann-Liouville
d esquerda e da direita sao definidas respectivamente, por (DS f(x) = DIJI*f(X) e

D5 f(x) = (=1)"D2,J} “f(x) comn = [a] + 1], ou seja,

D2 f(x) = I‘(nl— o) dcfn /j @ _fZE;Ll)Jm_n du (n=la]+1,a€R) (4.29)

PN G A L (1) B )
DU = F oy g /m gt (1=l +La ERLDER), (430)

mn Ve . . .
onde D} = di—n ¢ uma derivada usual de ordem inteira n.

Uma consequéncia importante das defini¢oes (4.29) e (4.30) é que as derivadas de
Riemann-Liouville sdo operadores nao locais. O operador a esquerda (a direita) definido
pela expressao integro-diferencial (4.29) e (4.30) depende de valores da funcao a esquerda

(& direita) de x, isto é, a < u < z(x < u <Db).

Observagao 4.1.1 Quando « é um inteiro, as derivadas fraciondrias de Riemann-Lioville

(4.29) e (4.30) reduzem a derivadas usuais inteira «.

Observagao 4.1.2 Para 0 < o < 1 as derivadas fraciondrias de Riemann-Lioville (4.29)
e (4.30) podem ser aplicadas mesmo em fungoes nao diferencidveis. Esta propriedade é
uma consequéncia direta do fato que neste caso a derivada fraciondria é uma derivada de
primeira ordem de uma integral. Podemos tomar a derivada de Riemann-Liouville mesmo

de funcgoes nao diferencidveis em todo o dominio, como a funcao de Weierstrass.

Para ilustrar a aplicagao das derivadas de Riemann-Liouville em fungoes simples,
vamos calcular a derivada & esquerda ,D2 f(z) (4.29) da funcio poténcia f(z) = (v — a)”.

Temos

oz (u—a)’
D%z — a)f = r(nl— - din / (x(_ U)H)a_n du (4.31)
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Onde n = [a] + 1, e devemos ter > —1 em ordem de grantir a convergéncia da integral

(u—a)

em (4.31). Fazendo a mudancga de variavel s = (i—a) Obtemos
D@ —a)f = — b A e / "1 = syl (4.32)
e I'(n —«) dan 0
__ TBHD A e (4.33)

I'n—a+f+1)dz"
onde identificamos [ s*(1 — s)"*"'ds = B(n — a, 8 + 1) com a funcio Beta de Euler.
Temos duas possibilidades para a derivada ,D%(z — a)”. A primeira, quando o — 3 € N o
lado direito da (4.33) se reduz & um polinémio de grau inteiro n— (a«—/3) € 0,1,2,...,n— 1

e, portanto, a derivada é nula. Na segunda, quando a — 5 ¢ N a derivada é nao nula:

0 sea—feN

r o ’
F(B(f;r—lf—)l) (z — a)ﬁ sea—fB¢N

Dz —a)’ = (4.34)

onde usamos a propriedade I'(z + 1) = zI'(z) da fungdo Gamma de Euler. De forma

equivalente, temos para a derivada a direita (4.30)

0 sea—peN

Fiain (=07 sea-5¢N

DE(b— ) = (4.35)

Observacdo 4.1.3 E importante notar que a derivada de Riemann-Liouville (4.29) e

(4.30) de uma constante nao € zero para o ¢ N.

(z—a)®

r'l—a)’

(b—az)™@

DSl = —_—.
v I'l—«)

xDl?l = (436)

Para o € N recuperemos as derivadas usuais de ordem inteira, e o lado direito da
(D.7) se torna igual a zero devido aos pdlos da fung¢io Gamma de Euler. Devido ao fato
da derivada de uma constante ser diferente de zero, as equacoes diferenciais envolvendo

derivadas de Riemann-Liouville requerem condigoes iniciais e de contorno nao requlares.

4.2 O Calculo Fracionario de Caputo

Nesta secao definiremos as derivadas fracionarias de Caputo, que serao utilizadas
no restante do nosso trabalho. Essas derivadas sao obtidas a partir das derivadas de

Riemann-Liouville trocando a ordem entre integracao e diferenciacao



Capitulo 4. Cadlculo Fraciondrio 27

Definigao 4.2.1 As derivadas fraciondrias a esquerda e d direita de ordem a > 0(a € R)
sdo definidas, respectivamente, por DO f(x) =, JP D" f(x) e DY f(x) =, JP*D" f(x)

com n = [a] + 1, nomeadamente

1 v f(w)
C Nna _ _ *
T = ey / g duln =lo] + La € R} a €R) (4.37)
e
STy L0
T Do — = 1 R* R 4.
"Dy f(x) Tni—a) s (u_x)lmindu(n o)+ 1,0 € RY,a € R), (4.38)
onde f"(u) = %&“) sao derivadas ordinarias de ordem inteira n, e f™ € L[a, b].

Uma consequéncia importante das defini¢oes (4.37) e (4.38) é que as derivadas de
Caputo sao operadores nao locais. A derivada a esquerda (& direita) definido pela expressao
integro-diferencial (4.37) ((4.38)) depende de valores da funcao a esquerda (a direita) de
x,isto é, a < u < z(x < wu <b). Em particular, se a derivada de Caputo for no tempo ¢, o
valor da derivada a esquerda depende dos valores da funcao desde o instante inicial até ¢.
Neste sentido, a derivada de Caputo a esquerda introduz naturalmente efeitos de memoria.
Nosso objetivo principal neste trabalho é justamente investigar este efeito na modelagem
do processo da aprendizagem.

A vantagem de utilizar as derivadas de Caputo ao invés das derivadas de Riemann-
Liouville na modelagem de problemas reais se deve ao fato de que as derivadas de Caputo

(4.37) e (4.38) da fungdo constante sdo zero para todos a > 0,
“De1 =0, “Dg1=0. (4.39)

Como consequéncia deste fato, equagoes diferenciais envolvendo derivadas de Caputo
requerem condigoes iniciais usuais. Diferente do que ocorre com equacgoes diferenciais
envolvendo derivadas Riemann-Liouville onde a solugao costuma ser singular no tempo
inicial, requerendo condigoes iniciais nao usuais e de interpretacao nao clara.

Temos ainda as seguintes propriedades envolvendo derivadas de Caputo e integrais

fracionarias

Teorema 4.2.1 Se pegarmos a > 0 entdo para todo f € Li[a,b] nds teremos

oDyl f(x) = f(2),  oDyalif(x) = f(z) (4.40)

e D3I f(x) = f(x),  SDpJp f(x) = f(o) (4.41)

para quase todas equagoes
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Teorema 4.2.2 Para o Teorema fundamental do Cdlculo de Caputo. Quando 0 < a < 1

e f(x) seja uma fungao diferencidvel em |a,b]. Entao nds temos:

oJra Dy f(x) = f(b) = f(a) (4.42)

J5s Dy f(2) = f(a) = f(b) (4.43)

Finalizamos este capitulo de revisao do Céalculo Fracionario com a derivada de

Caputo da funcdo poténcia. Temos para a funcdo (z — a)?, com 8 > 0,

reE+1)

oD%z —a)’ = m(w —a) (4.44)
D —b) = MQ _ ) (4.45)

Se B = 0, as derivadas de Caputo sdo nulas. E importante destacar que a derivada de
Caputo com 0 < a < 1 s6 existe para poténcias 5 > 0. Para 8 < 0, a integral na definicao
da derivada de Caputo diverge, portanto, nao existe derivada de Caputo nesse caso. Para
verificar este fato para derivadas a esquerda vamos considerar, sem perda de generalidade,

a = 0. Neste caso temos da (4.37):

1 z BuP~tdu
CnaB _
D = . 4.46
0-a® Ml—a)Jo (z—u)® (4.46)
Expandindo em série de poténcias
1 1 au 1 au
—— =14+ — 4 .| =— 4.47
(IE _ u)a xa[ + T + ] T + rotl + ( )
e substituindo na (4.46) obtemos
Cpagh_ P /x gl ou
D = |d 4.48
0Xa® F(l—a)ou [aja+x0‘+1+ Idu (4.48)
= d |t .. 4.49
'l—a) o a« v I'(l—a)Jo tott At (4.49)

onde a primeira integral em (4.49) diverge se 8 < 0. Portanto sé existe derivada de Caputo

de ordem 0 < a < 1 da fung¢ao poténcia se 5 > 0.
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5 Um modelo fracionario para a modelagem

da memoria e da aprendizagem

Neste capitulo formulamos um modelo matematico baseado no uso de derivadas de
Caputo para a aquisicao e perda de memoria no processo de aprendizado. Nosso modelo
é uma generalizacao do modelo proposto por Hicklin. Segundo Hilcklin, (1976), através
da inclusdo das derivadas fracionarias na equacao diferencial que descreve a dinamica
do problema. O uso de derivadas fracionéarias no estudo de processos de aprendizado é
justificado pelo fato de que derivadas fracionarias sdao, em geral, operadores nao locais.

Neste caso, o uso de derivadas fracionarias no tempo introduzem naturalmente
efeitos de memoérias na dindmica do sistema modelado. Em especial, queremos investigar
se, com o uso de uma equacao diferencial fracionaria com parametros constantes, podemos
modelar com mais precisao um processo tao complexo com o ganho e perda de memoéria.

O modelo que propomos para a dinamica entre ganho e perda de informacao é
obtido a partir do modelo de Hicklin, (1976), definido pela equagdo (3.5) através da

substituicao da derivada inteira por uma derivada fracionaria de Caputo de ordem «
DN = A —aN, com N(0) =0, (5.1)

em que N é a quantidade de informacao adquirida no tempo t, e A e a sd@o constantes
caracteristicas de um determinado individuo e dentro de uma situagao de aprendizagem
especifica. A condicao inicial imposta N(0) = 0 representa a quantidade de informagao
inicialmente armazenada. Como no caso do modelo original de Hicklin, a constante A
representa a aptidao do individuo e a é uma expressao da taxa de perda de informacao
durante o esquecimento (quando a > 0) ou ganho de informagao durante o aprendizado
(quando a < 0). Como a equagao diferencial fracionéria (5.1) é ndo homogénea, sua solugao
é a soma da solugao da equagao homogénea (com A = 0) mais uma solugao particular. Um
forma equivalente de solucionar (5.1), é relacionar a solugao do problema de valor inicial

nao homogéneo (5.1) com a solugdo do problema de valor inicial homogéneo
YD) = —af, com 6(0) =1, (5.2)
através da relagao

N = f(1 —0) (5.3)
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pois a derivada de Caputo de uma constante é zero. Note que a equagao (5.2) representa
o conhecido problema do decaimento radioativo fracionario de acordo com Herrmann,
(2011).

Vamos obter a solugdo da equagao do decaimento radioativo fracionaria (5.2) através
do método de Frobenius estudado em Arfken, (2007). Mas para ilustrar o método, vamos
primeiro resolver a equacao do decaimento com ordem inteira e logo apés consideraremos

o caso com a derivada fracionaria de Caputo.

5.1 Solucdo do modelo com derivada inteira

Nesta se¢ao apresentaremos a solucao da equagao do decaimento radioativo

do
i —af, com 6(0)=1 (5.4)

pelo método de expansao em séries de Frobenius. Este método consiste em procurar por

uma solucao escrita na forma de uma série de poténcias:

0(t) =17 apt" =D ant™" =t"(ag + art + ast® + - --). (5.5)
k=0 k=0

Calculando a derivada da (5.5) obtemos

d@ _ d - n+r __ - r+n
prialey 2 a,t"" = kz:%an(n + )t (5.6)

Logo, inserindo (5.6) em (5.5) obtemos
S a,(n+r)t T +ad a ™ =0 (5.7)
k=0 k=0
expandindo o somatério na (5.7) ficamos com
ag(0+ )t P+ a (1 +r)t" + a2+ )" + - aapt” +aa ™+ =0,  (5.8)
e rearranjando os termos obtemos
aort” ' 4 [a1 (1 +7) + aaolt” + [ax(2 + ) + aai]t" ! + [az - - = 0. (5.9)

Para que a equacgao (5.9) seja satisfeita para qualquer ¢ devemos ter

apr =0 (5.10)
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ar(14+7)+aa =0 (5.11)
ar(2+7)+aa =0 (5.12)
(5.13)

an(n+r)+aa,—1 =0 (5.14)

Temos duas possibilidades para satisfazer todas essas equagoes. A primeira é escolhendo
r # 0 e ag = 0, que resulta na solucdo trivial § = 0 pois todas as contantes a,, se anulariam

automaticamente. A segunda possibilidade é escolher r = 0 e ay # 0. Neste caso temos

a; + aag = 0 (515)

2&2 +aa; = 0 (516)

3as +aa; =0 (5.17)

na, + aa,—; =0, (5.18)

de onde obtemos

a; = —aag (5.19)

ay = —- (5.20)

2
as = — 222 (5.21)
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ay = — . (5.22)
n
De onde encontramos
,atag
3a3a0
a = (-1)°=; (5.24)
e assim generalizamos para
ay, = (_C;)'ao (5.25)

Finalmente, substituindo (5.25) na (5.5) obtemos a solugao geral da equacao do decaimento

radioativo

= (loeiat, (526)

o) = a3 ok

onde identificamos o somatério com a série de poténcia da funcao exponencial. A constante

ap ¢ fixada pela condicao inicial #(0) = 1, de onde obtemos a solugao do problema (5.4)

O(t) = e, (5.27)

5.1.1 Solucdo do modelo com derivada de Caputo

Nesta se¢ao vamos obter a solu¢do do nosso modelo fracionério (5.1). Para isso,
primeiro vamos obter a solugao do problema de decaimento radioativo fracionario (5.2),
com 0 < a < 1, através do método de Frobenius. Como na (5.5) a, ¢ inicialmente uma
constante arbitraria, para facilitar contas futuras, podemos reescrever a,, de tal forma que

a (5.5) se transforma em
= apt™

0(75) =1 Z F(

2 o £ 3) 5)’ (5.28)
onde [ é uma constante arbitraria.

Vamos considerar dois casos em separado ao calcular a derivada de Caputo de 6.
No primeiro caso temos r # 0:

CDozé) ) = - a’inCDa t(na—i—’r‘) 92
0t ( ) nzz:ol—\(na+/8)0 t( ) (5 9)
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[(na +r 4 1)tn—Daetr
noH—ﬁ) (na+r—a+1)

—Z

Como [ é uma constante arbitraria, podemos escolher § = r+1 sem perda de generalidade.

(5.30)

Entao obtemos

6 Dyo(t") = nil % (5.31)
= % + nﬁ; %. (5.32)
No segundo caso temos r = 0:
6 Do) = ni) F(Z’Zrﬁ)cDa(tm) (5.33)
= Z Dlna + 1)¢1° (5.34)

noz—I—B) (na —a+1)

Como [ é uma constante arbitraria, neste caso podemos escolher § = 1 sem perda de

generalidade. Entao obtemos

C nap(ra - a”+1tna
Do(t*) = _ 5.35
0+t ( ) nz:% F(na + 1) ( )

Para obter a solu¢do do problema de valor inicial (5.2) vamos considerar os dois

casos em separado. Para r # 0 temos, usando (5.32) na (5.2),

aot—a+r 0 an+1 noa+r 0 antna—‘ﬂ“
-+ —— ta — =0, 5.36
F7—a) " T 1) T a1 ) (5.30)
portanto
aot*a+r 00 tnaJrr
— + Apt1) + aa,| — = 0. 5.37
NG ;0[( +1) ]F(na +B) (5:37)

Temos duas possibilidades para satisfazer a condicao (5.37) para todo t. Ou ag = 0, o que
implica em a,, = 0 (solugdo trivial § = 0) ou w = f = r + 1 (para anular o primeiro termo
da (5.37) devido ao polo da fungdo gamma), o que implica r = o — 1 < 0. Descartamos
ambas as possibilidades pois no primeiro caso temos a solucao trivial e no segundo caso a
derivada de Caputo da funcao 6 nao existe pois r < 0. Portanto, a solu¢ao do problema
ocorre para r = 0. Neste caso temos, usando a (5.35) na (5.2),

tnaJrT

7;) (7] + aan m =0. (538)
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Para satisfazer (5.38) para todo t, descartando a solugao trivial ag = 0 que implica a,, = 0,

obtemos
Upi1 = —aay, (5.39)
entao
a; = —aay, (5.40)
ay = aa; — (—a)?ag, (5.41)
as = aay — (—a)’ag, (5.42)
a, = (—a)"ayp. (5.43)

Portanto, a solucao geral do problema (5.2) é dada por

— ag i mjnfln) (5.44)

n*O

e a solugdo que satisfaz a condicao inicial #(0) = 1 é dada por:
(5.45)

Finalmente, a solu¢do do modelo fracionario para a modelagem da meméria e da
aprendizagem (5.1) que propomos é, usando a (5.45) e a (5.3)

N = 2 —opeyy =4 (1 -y <_“)ntan> | (5.46)

a a = I'(na+1)

E importante observar que para o = 1, como deveriamos esperar, a solu¢gao do modelo
fraciondrio coincide com a solugdo do modelo com derivada inteira (3.6) pois a série
definindo a fungao 6 na (5.45) se transforma na fungao exponencial. Na proxima secao

discutiremos essa solucao.

5.2 Discussao dos resultados

Neste capitulo vamos analisar a solu¢ao do nosso do modelo fracionario para a
modelagem da meméria e da aprendizagem (5.46). Escolhemos para nossa andlise dois

valores arbitrarios de « entre zero e um (mais precisamente, escolhemos o = 0,5 e a = 0,7),
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e comparamos a solucao nestes casos com a solu¢ao do modelo com derivada inteira (o = 1)
Como as constantes A e a em nosso modelo sao especificas de cada individuo, vamos por
simplicidade analisar graficamente apenas a funcao 6 para compreender o comportamento
da quantidade de informacao adquirida por tempo N (t) (5.46) pelo individuo. Os gréficos
foram obtidos com o programa WXMAXIMA.

6

Conhecimento
(€3]

0 l | |
0 0.5 1 15 2

Tempo

Figura 1 — Ganho de conhecimento em func¢ao do tempo para a« = 0,5, a =0,7e a = 1.

Na Figura 1 apresentamos o grafico do ganho de conhecimento em funcao do tempo.
Neste caso temos a < 0 e a solugao 6 (5.45) é mondtona e crescente. A curva azul representa
a solucao do modelo com derivada inteira, ou seja, a funcao exponencial § = e, As
linhas verde e vermelha representam a solu¢ao do modelo fracionario com o = 0,5 e
a = 0,7, respectivamente. Podemos observar nesta figura que para 0 < o < 1 a funcao
0 cresce mais rapidamente do que a funcao exponencial. De fato, quanto menor o valor
de a mais rapido é o crescimento de . Como consequéncia, a quantidade de informacao
adquirida no tempo N, dada pela (5.46), no modelo fracionario cresce mais rapidamente
que no modelo com derivada inteira devido ao efeito de meméria introduzido na dinamica
do problema pela derivada de Caputo. Quanto menor o valor de a maior é o efeito de
memoria introduzido na dindmica devido ao fator (¢t — u)~® no integrando da defini¢ao
da derivada de Caputo (4.37) (a fungao (t —u)~* cai mais lentamente quando « diminui

aumentando a contribuigdo de tempos passados para o valor da derivada). Neste caso,
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vemos que o modelo fracionario tem o potencial de descrever processos de aprendizado

onde o conhecimento ja adquirido sobre algum assunto facilita o aprendizado futuro sobre
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Figura 2 — Perda de conhecimento em funcao do tempo para o = 0,5, a =0,7e a = 1.

Por outro lado, na Figura 2, analisamos o problema de de perda de informacao
durante o esquecimento (a > 0). Vamos novamente considerar em nossa analise os casos
a=0,5ea=0,7 e comparar a solugdo nestes casos com a solu¢cao do modelo com
derivada inteira (o« = 1). Neste caso temos a > 0 e a solu¢ao 6 (5.45) é mondtona e
decrescente. A curva azul representa a solugao do modelo com derivada inteira, ou seja,
a funcao exponencial § = e %, As linhas verde e vermelha representam a solucao do
modelo fracionario com o = 0,5 e a = 0,7, respectivamente. Podemos observar nesta
segunda figura que para 0 < o < 1 a funcao 6 decresce mais lentamente do que a funcao
exponencial. De fato, quanto menor o valor de o mais lento é o decrescimento de 6. Como
consequéncia, a quantidade de informagao armazenada no tempo ¢t no modelo fracionario,
dada pela fun¢do N definida pela (5.46), decresce mais lentamente que no modelo com
derivada inteira devido ao efeito de memoria introduzido na dindmica do problema pela
derivada de Caputo. Para tempos longos a quantidade de informagao armazenada (que nao
serd mais esquecida) aproxima-se do valor constante f caracteristico de cada individuo,

pois lim;_,oo N = % para todo a. Quanto menor o valor de «, mais tempo é necessario
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para se aproximar deste valor limite. Podemos interpretar este fato como a persisténcia da
memoria. Portanto, neste caso, vemos que o modelo fracionario tem o potencial de descrever
processos onde existe persisténcia na memoria, tornando a dindmica do esquecimento mais
lenta.

Para concluir, nossos resultados dao indicios do tipo de situacao onde a dinamica
introduzida pelo efeito de memoria pela derivada fracionaria de Caputo pode resultar em

uma melhor descrigdo do problema real em comparagao com o modelo com derivada usual.
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6 Conclusao

Neste trabalho formulamos um modelo matematico para a aquisicao e perda de
memoria no processo de ensino. Nosso modelo é uma generalizacdo do modelo proposto
por Hicklin, (1976), através da inclusdo das derivadas fracionéarias de Caputo na equagao
diferencial que descreve a dinamica do problema. O uso de derivadas fracionarias no estudo
de processos de aprendizado é justificado pelo fato de que derivadas fracionarias sdo, em
geral, operadores nao locais.

Neste caso, o uso de derivadas fracionarias no tempo introduzem naturalmente
efeitos de memorias na dindmica do sistema modelado. Resolvemos o modelo proposto
pelo método de Frobenius e analisamos os resultados para o caso de aprendizado (ganho
de conhecimento) e esquecimento. Verificamos através da nossa solugdo que o modelo
fracionario tem o potencial de descrever processos em que o conhecimento ja adquirido
sobre algum assunto facilita o aprendizado futuro sobre o mesmo, ou em processos onde
existe persisténcia na memoria, tornando a dinamica do esquecimento mais lenta. Para
validar esta hipdtese, seria fundamental comparar nosso resultados com experimentos reais,
seguindo uma metodologia analoga a utilizada pelo modelo com derivada inteira proposto
por Anderson, (1991). Deixamos esta andlise como sugestao de trabalho futuro.

Finalmente, compreender como ocorre a dinamica do aprendizado e do esquecimento
é fundamental para desenvolvimento do trabalho de um professor de matematica e também
de professores de outras areas. Portanto, o desenvolvimento de pesquisas neste tema,
mesmo que tedricas, sao de grande importancia, permitindo uma melhor compreensao do
fenémeno da aprendizagem e possibilitando o desenvolvimento de novas metodologias de

ensino.
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