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Resumo

O seguinte trabalho tem como objetivo compreender, de maneira simples, as Algebras de
Hopf. Para isso, dedicamos alguns capitulos a conceitos introdutorios e necessarios para
compreender estas Algebras. Dentre esses conceitos estudamos Algebras, Codlgebras,
Espacgo Dual e Bialgebras. Além desses conceitos, também trazemos como exemplos de

Algebras de Hopf as dlgebras de Grupo e a Algebra dos Polindmios.

Palavras-chaves: Algebras de Hopf, Algebra, Codlgebra.
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1 Introducao

O primeiro exemplo de uma estrutura de Algebra de Hopf foi observado em topo-
logia algébrica por H. Hopf em 1941. Entretanto, apenas na década de sessenta algebras
de Hopf tornaram-se objetos de estudo sob um ponto de vista estritamente algébrico, con-
forme (DASCALESCUS; RAIANU; NASTASESCUS| |2001). No final dos anos oitenta,
pesquisas neste campo foram impulsionadas por suas conexdes com a mecanica quantica.
Atualmente, existem muitas pesquisas acerca desse tema, devido a sua aplicagdo em di-
versos ramos da Matematica como, por exemplo, teoria de niimeros, geometria algébrica,
teoria de Lie, teoria de Galois, extensoes de corpos separaveis, teoria de anéis graduados,
teoria de operadores, teoria de grupos localmente compactos, teoria de distribuicao, te-
oria da representacao, mecanica quantica, entre outros. Com objetivo de complementar
os estudos em algebra moderna durante a formacao, dada a importancia dessa area como
linha de pesquisa da matemética, iniciamos um trabalho de leitura e compreensio das Al-
gebras de Hopf. Este trabalho esta dividido em quatro capitulos principais. No primeiro
capitulo foi feito um levantamento bibliografico de conceitos necessarios para se comegar
a compreender as algebras de Hopf. No segundo capitulo falamos principalmente sobre
algebra e coalgebras, provando algumas proposicoes acerca do comportamento dessas es-
truturas algébricas e de aplicagoes envolvendo as mesmas. No terceiro capitulo falamos
sobre a dualizagao das algebras e das coalgebras e quais estruturas esses duais apresentam
dadas algumas condic¢bes iniciais sobre elas. Por fim, no ultimo capitulo, explicamos o
que é uma algebra de Hopf e provamos algumas proposi¢oes sobre estas algebras e alguns

resultados sobre o Dual de uma algebra de Hopf.



2 Pré-Requisitos

Neste capitulo falaremos de alguns conceitos basicos para a compreensao deste
trabalho. Grande parte destes conceitos foram retirados de (LIMA| 2011) e (GARCIA;
LEQUAIN| 2013). Os conceitos mais avangados como os tensores e os espagos duais foram
retirados de (HUNGERFORD], [2000) e (KREYSZIG! ). Também neste capitulo daremos
alguns exemplos para melhor se compreender os conceitos em questao. Para um melhor
estudo e compreensao dos itens trabalhados neste capitulo ou para demonstragdes de pro-

posicoes vide referéncias.

Definicao 2.1. Seja G um conjunto nao vazio e + uma operacao definida entre os ele-

mentos de G. Dizemos que (G,+) € um Grupo se satisfeitas as sequintes condigoes:

1. (a+b)+c=a+ (b+c), para qualquer a,b,c € G;
2. Para todo a € G existee € G tal que a+e=a ee+a = a;

3. Para todo a € G existea™ € G tal quea+at=ecal+a=cec.

Se, além dessas condicoes, também for satisfeito que para todo a,b € G, a +b =b+a

entao dizemos que (G,+) € um grupo comutativo ou abeliano.

Exemplo 2.1. Como exemplo de um grupo temos os numeros inteiros com a operacao
de adigao. Além disso, (Z,+) também é um grupo abeliano pois a operagio de adigio dos

inteiros também ¢ comutativa.

Definicao 2.2. Dizemos que um subconjunto S, ndo vazio, do grupo G é um subgrupo

se S é um grupo com a operacao + definida em G.

Exemplo 2.2. Como exemplo de um subgrupo temos os nimeros inteiros multiplos de
2 com a operag¢io de adicao, (27,4 ), sempre que operamos com dois nimeros inteiros

maltiplos de 2, ainda temos um niumero maltiplo de 2.

Proposicao 2.1. Dizemos que um subconjunto S, nao vazio, do grupo (G,+) € um sub-

grupo se dados a,b € S tivermos que a +b"' € S

Defini¢ao 2.3. Um grupo abeliano (G,+) ¢é dito grupo abeliano livre se ele possuir
uma base F # &.

erate
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Exemplo 2.3. Como exemplo de um grupo abeliano livre temos o grupo das matrizes

quadradas de ordem 2 com entradas inteiras, cuja a base é dada pelas matrizes:

(o)) () )

Definicao 2.4. Sejam R um conjunto nao vazio, + e - duas operacoes definidas em R.

Dizemos que (R,+,+) € um anel se sao satisfeitas as sequintes condigoes:

1. (R,+) € um grupo abeliano;
2. (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,c € R;

3. a-(b+c)=a-b+a-c Va,bc€R.

Se, além dos itens anteriores, for satisfeito que a-b="b-a, Va,b € R dizemos que o anel
¢ comutativo. Se, além dos trés itens iniciais, for satisfeito que existe 1 € R tal que

l-a=aea-1=a entdo dizemos que R é um anel unitdrio.
Exemplo 2.4.

Como exemplo de um anel temos os numeros inteiros com a operacdo de adi¢io e mul-
tiplicagao usual, (Z,+,-). Além disso, este anel é comutativo pela comutatividade da

multiplicacdo em 7 e a unidade € o niumero 1.

Definicao 2.5. Sejam K um conjunto, + e - duas operacoes entre elementos desse con-
junto. Dizemos que (K,+,-) é um corpo se (K,+) e (K — {0},-) forem ambos grupos

abelianos.
Exemplo 2.5.

Como exemplo de um corpo temos os numeros reais com as operagoes usuais de adicdo e

multiplicagio, (R, +,-).

Definicao 2.6. Sejam S um conjunto, + uma operacao entre elementos desse conjunto,
K um corpo e - uma operagio entre elementos de K e S. Dizemos que (S,+,-) € um
K-espago vetorial se sao satisfeitas as sequintes condigcoes, para quaisquer u,v,w € S e

k,j € K temos que:

1. u+ (v+w) = (u+v)+w
2. existe e € S tal que u+ e = u;
3. para cada v existe um w tal que v +w = e;

4. u+v=v+u
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o k- (j-v)=(k-Jj)-v;
6. Se considerarmos 1y a unidade de (K,-) entdao 1 -v = v;
7 k- (utv)=(k-u)+ (k-v);
8. (k+j)-v=(k-v)+(j-v)
Exemplo 2.6.

Como exemplo de um K-espago vetorial temos o R? sobre o corpo dos niimeros reais com
a operagio de + definida por (a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d), para qualquer a,b,c,d € R e -
definido por k - (a,b) = (ka, kb), para qualquer k € K e a,b € R.

Definigao 2.7. Sejam (G,+) e (H,®) grupos e seja f : G — H uma aplicagio. Dizemos
que f € um homomorfismo de grupos se f(g+ h) = f(g9) ® f(h), para qualquer
g,h € G.

Exemplo 2.7.

Como exemplo de um homomorfismo de anéis vamos considerar uma aplicagao f de (Z,+)
em (Z,+) tal que f(a) = 2a, para qualquer a € Z.Como podemos ver f(a+b) = 2(a+b) =
2a +2b = f(a) + f(b).

Defini¢ao 2.8. Sejam (R,+,-) e (S,®,®) anéis e seja f : R — S wma aplicagdo.
Dizemos que f é um homomorfismo de anéis se f(a+b) = f(a) ® f(b) e f(a-b) =
f(a) ® f(b), para qualquer a,b € R.

Exemplo 2.8.

Como exemplo de um homomorfismo de grupos vamos consideras uma aplicacio f de
(Z,+,-) em (Z,+,-) tal que f(a) =0, para qualquer a € Z.Como podemos ver f(a+b) =
0=04+0= f(a)+ f(b) e f(a.b) =0=0.0= f(a).f(b).

Definigao 2.9. Sejam (V,+,:) e (W,®,®) dois K-espagos vetoriais. Dizemos que f :
V= W ¢é uma aplicacao K-linear se satisfeitas as sequintes condigoes:

1. flu4v)= f(u) ® f(v), para qualquer u,v € V.

2. f(k-u)=k® f(u), para qualquer u € V e k € K.

Exemplo 2.9.

Como exemplo de uma aplicag¢io K-linear nés temos a aplicagdo f definida de (R +,-) em
(R% +,-) tal que f((a,b)) = (b,a). Como podemos ver f((a,b)+(c,d)) = f((a+c,b+d)) =
(b+d,a+c)=(b,a)+ (¢,d) = f((a,b)) + f((c,d)) e além disso f(k(a,b)) = f(ka,kb) =
(kb ka) = k(b,a) = kf((a,b)).
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Definicao 2.10. Sejam R um anel, A um grupo abeliano aditivo e f : Rx A — A tal que
f(r,a) = ra, para qualquer r € R e a € A. Dizemos que A é um R-mddulo d esquerda se

sdo satisfeitas as sequintes condigcoes, para quaisquer r,s € R e a,b € A temos:

1. r(a+b) =ra—+rb;
2. (r+s)a=ra+ sa;

3. r(sa) = (rs)a.

E denotamos por rA. De forma andloga podemos definir um R-mddulo a direita e o

denotamos por Agr
Proposicao 2.2.

Se considerarmos R como sendo um corpo temos que todo o R-mddulo unitario é um

K-espaco vetorial.

Definicao 2.11. Sejam R um anel, A um R-mddulo a direita, B um R-mddulo a esquerda
e seja F' o grupo abeliano livre em A x B. Seja K um subgrupo de F' gerado por todos o0s
elementos da sequinte forma (Va,a € A, b,b € B er € R):

1. (a+d',b) — (a,b) — (a’,b);
2. (a,b+ b/) — (a,b) — (a, b/);

3. (ar,b) — (a,rb).

O grupo quociente F// K é chamado de produto tensorial de A e B e denotamos por AQrB.
O subconjunto (a,b) + K € denotado por a @ b.

Exemplo 2.10.

Se considerarmos o grupo abeliano (Z,+) podemos entender que para m = 2, por exemplo,
1R Loy = Loy

Definigao 2.12. Seja A um espago vetorial sobre um corpo K. Dizemos que A € uma
K-dlgebra se existir uma operagio - : A x A — A que satisfaz as sequintes condicoes,

para quaisquer a,b,c € A ek,s € K:
1. a(be) = (ab)c;
2. a(b+c) =ab+ ac;

3. (ks)(ab) = (ka)(sb).
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Lema 2.1. Sejam K um corpo , M,N,V espacos vetoriais, M*, N* seus respectivos duais

e as sequintes aplicagoes lineares ¢ : M* @V — Hom(M,V') dada por
o(f @ v)(m) = f(m)v, para qualquer f € M*,v e V,m € M,
¢ : Hom(M,N*) — (M @ N)* dada por
¢ (g)(m ®@n) = g(m)(n), para qualuger g € Hom(M, N*),m € M,n € N
p:M*®@N*— (M ® N)* dada por
p(f ®@g)im®@n)= f(m)g(n), para qualquer f € M*,g € N*,m € M,n € N.
Entao:

1. ¢ € injetiva. Se a dimensao de V for finita, entao ¢ é um isomorfismo.
’ e .

2. ¢ €é um isomorfismo.

3. p € injetiva. Se a dimensao de N for finita, entao p € um isomorfismo.

Corolario 2.1. Para quaisquer espacos vetoriais My, My, ..., M, a aplicagdo
O: M{®.. M — (M) ®...® M,)

definida por 0(fi @ ... ® fuo)(m1 @ ... @ my,) = fi(ma)...fn(my,) € injetiva. Além disso,
se todos os espagos vetoriais M;,1 < 1 < n, forem de dimensao finita, entdo 6 é um

isomorfismo.

Definicao 2.13. Se XY sdo k-espacos vetoriais e v: X — Y € uma aplicacao K-linear,
entdao denotaremos por v* : Y* — X* a aplicagao definida por v*(f) = f(v), denotaremos

por fv a composicao de f com v, para qualquer f € Y*

Teorema 2.1. Se R e¢ S sao anéis e Ar,r Bg,s C'sao respectivamente R-maodulo a direita,
R-S-bimddulo, ou seja, um modulo a esquerda e a direita, e S-modulo a esquerda, entao

existe um isomorfismo
(A®Rr B)®s C ~ A®g (B®sC)
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3 Algebras e Coélgebras

Sejam K um corpo e ® um produto tensorial sobre K. A seguinte defini¢do através

de diagramas comutativos nos dard uma nova Otica sobre a definicao classica de algebra.

Definigao 3.1. Uma K-dlgebra é uma terna ordenada (A,M,u), onde A é um K-espago
vetorial, M : AQ A — A eu: K — A sao homomorfismos de K-espacos vetoriais tal que

0s sequintes diagramas comutam:

IQM

ARARA AR A
MRI M
AR A 7 A
AR A
u®1 I®u
KA M AR K
A

Observagao 3.1. A defini¢io é equivalente a defini¢io[2.19.

Demonstracao. De fato, vamos supor primeiramente que seja valida a definicao classica e
vamos mostrar que os diagramas da definicao [3.1] comutam. Sejam a,b,c € A e a®b®c €
A®A®A entao temos que:

MI®oM) (a®b®c) = M(a® be)
= a(be)
L (ab)c
= M(ab®c)
= M(M®I)(a®b® c).

Observe que em (1) usamos a Associatividade da Algebra.

Sendo assim o primeiro diagrama comuta.
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Sejam agora acA e KeK. Entao temos que:

Mu®Il)(K®a) = MuK)®a)

Analogamente temos que:

M ®u)(a® K)
= M(a®u(K))
= M(a®K)

= ~(a)

Portanto o segundo diagrama comuta. E importante notar que as aplicacdes ~ utilizadas
neste diagrama sao diferente, pois uma opera com com os elementos do corpo pela direita
e a outra pela esquerda.

Reciprocamente, suponha que os diagramas comutam e vamos mostrar que é valida a
defini¢do 2.12] Sejam a,b,c€A. Entdo temos que:

MI@eM)(a®b®c) = Ma® M(b®c))
= M(a® (be))
= a(bc)
Analogamente temos que:
MMeI)(a®b®c) = M(Ma®b)®c)
= M((ab)®c
= (ab)c.

Pela comutatividade do primeiro diagrama podemos concluir que, como
MIeM)(a@b®c)=MMaI)(a®b®:c)

entdo a(bc) = (ab)c e portanto a Algebra é associativa.

Para a distributividade de - em relacao a + temos que:

ab+c) = Ma® (b+c¢))

= M((a®b)+ (a®c))
= M(a®b)+ M(a®:c)
ab) + (ac)

—~
=z 1=

—~
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Note que nas igualdades (2) e (3) usamos a distributividade do produto tensorial e o fato
de M ser homomorfismo de algebras, respectivamente.
Portanto, concluimos que a Algebra também é distributiva com - em relacdo a +.

Para a bilinearidade vamos considerar a,b€A e j, K€K, logo temos que:
M(~@~)(K®a)@(j@b) = M~ (K©ae~(j20b))
= M(Ka® jb)
Por um lado M(Ka ® jb) 2 (Ka)(jb);
Por outro lado M (Ka ® jb) ® (Kj)M(a ® b) = (Kj)(ab);
Sendo assim (Ka)(jb) = (Kj)(ab) e a multiplicacao ¢ bilinear. O

Exemplo 3.1.

Seja (G, ) um grupo multiplicativo, K um corpo. E Seja KG = {Y_,cc ag9}, com (o) gea
uma familia de elementos de K com uwm numero finito de elementos nao nulos, com as
sequintes aplicagoes:
M: KGR KG — KG
M(g®h) = (gh)

u: K — KG

Entio (KG, M, u) tem uma estrutura de Algebra.

Demonstracao. Sejam g, h,e € KG e K € K. Entao temos que:

MI@M)(goh®e) = M(I(g)® MMhoe))

M(g ® (he))

= g(he)

= (gh)e

= M((gh) ®e)

= M(M(g®h)®I(e)
MMeI)(gohe)

Note que a igualdade (4) é dada pela associatividade do grupo G.
Agora sejam ~1: K @ KG — KG dada por (K ® g) — (Kg) e ~o: KG® K — KG dado
por (g ® K) — (gK), os isomorfismos candnicos da defini¢do ??, entdo temos que:
MuaI)(K®g) = Mu(K)®I(g))
— M(K1®g)
= Klg=Kg
= ~(K®@g).



Capitulo 3. Algebras e Codlgebras 16

Analogamente temos:

MI®u)(g®K) = M(I(g)®u(K))
= M(g® K1)
= gK1=gK
= ~ (e K)

E portanto KG é uma Algebra.

Exemplo 3.2.

Seja K[X] o conjunto de todos os polinémios sobre um corpo K com as sequintes aplica-

coes:

M:K[X]® K[X] — K[X]
M(p(z) @ q(z)) = (p(z)q(z))

w: K — K[X]
wK) = K

Entio (K[X], M,u) é uma Algebra.

Demonstragdo. Seja p = p(x) = Y aizt,q = q(x) = Y bjad,r = r(z) = Y epa” € K[X]
com a;,bj,c, € KV0 <i<m,0<35<n,0<h</I tal que dp =m,dq =n,0r = [, onde
0 ¢é o grau do polindmio e o € K. Entao, para a comutatividade do primeiro diagrama

temos:

M(I@M)poqer) = M{I(p)®M(g®r))
= M(p® (qr))
= plgr)
(pg)r
= M((pg) ®r)
= M(M(poq®I(r))
= MMD{poqar).

Observe que esta igualdade decorre de que p(qr) = Y. dsa/, com d; = D onti=f bnci, =

Yegr?, com g = 3 inii—g Gm(bnCl), = Xinintimg(@mbn)c = (pg)r, pela comutatividade

do corpo K.
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Agora seja ~1: K® K[X]| — K[X] dada por (a®p(x)) — (ap(x)) e seja ~o: K[ X|Q K —
K[X] dada por ~5 (p(x) ® ) = (p(x)a) entdo temos que:
MueI)(a®p) = Mu(a)®I(p))
= M(a®p)
= ap
= ~1 (a®p)

MI®u)(poa) = M(I(p)®u(a)

Sendo assim (K[X], M,u) é uma Algebra.

Observacao 3.2. Como K é um corpo, ~1=nrvs.

Defini¢ao 3.2. Uma K-codlgebra é uma terna ordenada (C,A,€), onde C é um K-espago
vetorial, A : C - C®C ec:C — K sao homomorfismos de K-espagos vetoriais tal que

0s sequintes diagramas comutam:

C = C®C
A IQA
CxC Aol CCxC
KoC A CRK
e®I I®e
CxC

Ou seja, (I @ A)o A= (AR)[ oA, ~i=ec® [0 A e também ~y=1®@c0 A

A aplicagdo A é denominada comultiplicacao e a aplicacao € é denominada couni-
dade, respectivamente, da Coalgebra C. O primeiro diagrama é chamado de coassociati-

vidade de C.
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Exemplo 3.3.

Seja G um grupo multiplicativo, K um corpo e KG o K-espago vetorial com base G. Defi-
nimos em KG, as aplicagoes lineares, A(g) = g® g ee(g) = 1,Vg € G. Entao (KG,A,¢)

¢ uma codlgebra.

Demonstracao. Seja geG, entao:

(I ©A)(A)(9)

TA)A(g=I2A)(g®g)=9g®(9®9)
(g9 eg=(AI)(g®g)=(AI)(Alg))
= (A®I)(A)g)

—
ot
g

Note que a igualdade (5) decorre do Teorema [2.1]
Portanto o primeiro diagrama comuta.
Para o segundo diagrama vamos considerar geG e 1 como sendo a unidade de G. Entao

temos que:

(I®e)(A)g) = (I®e)(Ag))
= ([®e)(g®y)
= 1I(g)®e(9)
= g®(Dk
= ~(g1)
= ~(9)

Logo, (I ® €)(A) =~.

Analogamente para o outro lado temos que:

@ l)(A)g) =

Portanto, (e ® I)(A) =~.

Sendo assim o segundo diagrama também comuta e (KG, A, ¢) é uma coalgebra.

Exemplo 3.4.
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Seja K um corpo e K[X] o espago de todos os polindmios com coeficientes em K na
indeterminada z. Se definirmos em K|[X]| as operagoes A : K[X| — K[X]| ® K[X]
dada por A(X") = (X ® 1+ 1® X)", de forma queA(X™) seja multiplicativa, isto €,
A(X" = A(X)" , e também € : K[X]| — K tal que e(X) = 0, temos que (K[X],A,¢e) é

uma codlgebra.

Demonstragio. Sejam X € K[X]| e K € K. Primeiramente temos que:

IRA)(A)X) = (IeA)(1eX+X®]1)
= IA)(1X)+(I®@A)(X®1)
= I(1) @ AX)+I(X)® A1)
= 1QAX)+p®A(1)
= 11X+ X)+X®(1ol+1®1)
= 11X +10X1+X11+X1®1
= AX)®1+A(1)®X)
(X) @ I(X)) + (A(1) ® I(X))
ARDNX1)+(AxI)(1®X)
A® I)(A)(X)

Portanto o primeiro diagrama comuta. Para o segundo diagrama temos que:

(A
= (
(

(e@DA)X) = (eI X+X®1)
= (1o X)+(x)(X®1)
= e(H)®@I(p) +e(X)®I(1)
= 19X+0®1=18X
= ~(X)

Analogamente temos que:

I®e)(A)X) = ([Qe)(1X+X®1)
= (Il X)+(I®e)(X®1)
= I)@e(X)+I(X)®e(1)
= 1®0+X®1
= X®l1
- ~(x)

Portanto o segundo diagrama comuta e (K[X], A, ¢) é uma coélgebra. O

Proposicao 3.1. Seja (C, A, ) uma codlgebra. Entdo para qualquern > 2 e para qualquer
p € {0,...,n — 1} temos a sequinte igualdade:
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A= QAR P)o A,

Demonstracao. Vamos mostrar utilizando inducao sobre n que a igualdade é valida para
qualquer p € {0,...,n — 1}. Para n = 2 nés temos que (A®@I)o A = (I ®A)o A, o que
¢é decorrente da coassociativadade da comultiplicagao.

Agora vamos assumir que a igualdade é valida para n e vamos mostrar para n + 1. Seja

p € {0,1,...,n}. Entao temos que:

(IPRQARI"P)oA, = (IPQAQI"P)o(IF'R@ARI"P)o A,
(IPoI" ' @Ao AR I oI P) oA,
(1p1®A @ I"P)o A,y
= (P ®A)oA)®I"PoA,
(Pro (AR o A) @I oA,
(1P~ Lo A [nH- P)o (Ip*1®A®[”fp)oAn,1
(

oA"Y oA,

Uma vez que para p = 0 nés temos pela definigdo que A, = (I[P @ A® ["P)o A,
pelas relagoes acima e pela inducgao em p temos que a igualdade é satisfeita para qualquer

p € {0,....,n}. ]

A notacgao Sigma:

Seja (C, A, e) uma codlgebra. Para qualquer elemento ¢ € C' nés denotamos

Alc) =Y 1 ® co.

Com a notagao usual terfamos que escrever da seguinte maneira

Ale) = Xim1 0 c @ Cin.

A notagdo sigma suprime o indice "¢". Sendo assim torna-se muito mais facil escrever
composigoes envolvendo comultiplagées.

De maneira analoga, temos que, para n > 1
Ap(c) =20 ® ... ® .

Esta notagao também nos permite escrever diagramas comutativos de forma mais compre-
ensivel. Iniciaremos os exemplos com a defini¢do de coalgebra, isto é, a coassociativdade

e a counidade propriamente dita.

Defini¢ao 3.3. Sejam (C, A, e) uma codlgebra e c € C. Entao:
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AQ(C) = ZA(61)®02 = 261®A<62) = ch ®CQ®03
(ou ainda Y c1, @ c1, Ry =301 ® Co @ Coy =01 Ry R C3)

Note que Y c1, @ c1, @y = Y. ¢1 R Ca, R Ca,, Ve € C' nada mais € do que a igualdade
(A®I)oA = (I®A)oA, que nos fornece a comutatividade do primeiro diagrama da
definicao de codlgebra.

O sequndo diagrama desta mesma definicao pode ser escrito como:
Ide =¢o(e®@I)oA=¢,0(I®c)oA,

onde ¢, :C QK 5 C e¢: K®C = Csao isomorfismos canonicos. Usando a notacdo

sigma podemos escrever a mesma iqualdade da sequinte maneira
Z Cl Co — 2018 CQ

O seguinte Lema nos mostrard como devemos operar utilizando a notagao sigma.

Lema 3.1. Seja (C, A, ) uma codlgebra. Entdo:

1. Para qualquer i > 2 temos que A; = (A;_1 @ 1) o A.

2. Para qualquer n > 2,4 € {1,...n—1} em € {0,...,n — i} temos que
An = (Im X Az X ]n—i—m) 9 An—i-

Demonstracao. 1. Utilizando indugao sobre ¢ temos:
Para i = 2 temos a exata definicdo de As. Agora vamos assumir que é valido para

1 e mostrar que é valido para ¢ + 1.

Ai—i—l (A@]Z)OA

(A® ) o (A @I)oA
(AT oA )®I)oA
(A

)@ 1)oA.

—~
R

Para mostrar a igualdade (6), temos por um lado:

ARTINo(Ai1@D)(a®b) = (AT o(Aii(a)) @ I'(D)
= ZA (11 ®a2)®b
= ZAi_l al) ®a2®b-
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Por outro lado temos que :
(A®T oA )@N)(ash) = <<A®I"‘1 )X Al @ az)) @b
= D Aii(a) ®ax ®Db.
E portanto (A®@ ") o (A1 @ I)(a®b) = (AT oA, 1) ®I)(a®D),Va,b e C.

2. Nos fixaremos n > 2 e iremos provar utilizando indugao sobre i € {1,...,n — 1} que

para qualquer m € {0,...,n — i} a seguinte relacao é satisfeita.

Ap=I"0 "™ oA,
Para 7 = 1 temos exatamente a Proposicao (3.1}
Agora vamos assumir que ¢ valido para ¢ — 1(i > 2) e vamos provar para i. Vamos
tomar m € {0,....n —i} C {0,...,n —i+ 1} e entdo temos que:
An = ( ®Az 1®[n - m+1)OAn i+1

L (I ®Az 1 ®In i— m+1) (Im®A®Infzfm> OAn—i

(

"

—~
I

IR (A1 @) o A) @I ™o A,y
®A®Inzm)oAnz

—~
=

(7) Pela hipétese de Indugao.

(8) Pela Proposi¢ao [3.1]
(9) Utilizando o item 1 deste Lema.

]

Estas formulas nos permitem concluir a seguinte regra de calculo, que é essencial

para as coalgebras.

Regra de Calculo 3.1. Sejam (C,A,e) uma codlgebra, 1 > 1, f: C® .. C — C
(O produto de tensores aparece i + 1 vezes) e ];: C — C, uma aplicagao linear tal que

fol=f.

Entdo, sen > 1, V é um espago vetorial, e
g:C®.0C =V

(Onde C aparece n + 1 vezes no produto de tensores) é uma aplicacio K—linear, para
qualquer i < j <n-+1 ec € C nds temos que:

X9 ©.. @ a®f(¢ . @) @ i1 © . @ Cngig) =

Yol ®...®c® f (¢;) ® ¢jp1 ® ... ® cpy1). Isto acontece por que

Zg(Cl X ... & Cj—1 X f(Cj X .. & CjJrfL') X Ci+it+1 X ... Q Cn+i+1) =
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=go ('@ fol" oA, (c) =
=go ('@ f@I" 7o (P T@A; @I oA,lc) =
=go (ijl R (folA)® I"*jﬂ) oAy(c) =
—go(F'® fRIn—j+1)0A(c) =
= Zg(cl ® ... ®¢j—1® f¢j) ® Cjp1 @ ... ® Cpy1)-

Esta regra pode ser entendida como: Se tivermos uma férmula (*) na qual a ex-

pressao em cq, ..., ¢;11(de A;(c)) tem como resultado um elemento de C (f o A; :}), entao
a expressao dependendo de ¢y, ...,¢ppi11 (de A,pi(c)) na qual a expressdo na férmula

(*) aparece para c;, ..., ¢j+i(1 + 1 consecutivas posi¢es), podemos reorganizar as expres-
soes dependentes de ¢jiit1, ..., Cotit1 via f (¢j) sem mudar ¢q,...,¢;—; e transformando

Cjtit1s -+ Cngit1 €M Cjt1, -ovy Cpyd.

Exemplo 3.5. Se (C, A, ) é uma codlgebra, entio para qualquer ¢ € C nds temos que:

> e(cr)e(eg)es = c.

Se tivermos em mente a formula Y e(ci)ca = ¢, nés podemos substituir pela esquerda
e(ca)cs por ca, sem alterar cy. Além disso, Y- e(c1)e(ca)es = Y e(cr)ca, e isso é exatamente

C.

Definigao 3.4. Uma dlgebra (A, M, u) é dita comutativa se o sequinte diagrama comuta:

AR A T A® A

ondeT : AQA — A® A € a aplicagio definida por T(a®b) = b®a, na qual denominamos

twist.

Definigao 3.5. Uma codlgebra (C, A e) é dita cocomutativa se o sequinte diagrama co-

muta:
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CeC r C®C

Donde seque que Y c1 ® co =Y. ca ® ¢1 para qualquer ¢ € C'.

7

Observacao 3.3. A definicao clissica de comutatividade em uma dlgebra (A, +, -, X)é:
Ya,b € A temos que a X b=1"> X a.
Sendo assim vamos mostrar que a definicao cldssica e a por diagramas sao equivalentes.

Demonstracao. De fato, primeiramente vamos supor que a definicao pelos diagramas co-

mutativos seja verdade. Sejam a,b € A entdo temos que:
axb = M(a®b)

= MoT(a®Db)

= Mb®a)

= bXxa.

(10) Por Hipdtese.

Agora vamos assumir como verdadeira a definicao cléssica. Portanto temos:

(MoT)(a®b) = M(b®a)
= bxa
9 axb
= Ma®b),Va®be A® A.
(1) Por Hipdtese.
Sendo assim ambas as defini¢oes sdo equivalentes. O

Defini¢ao 3.6. Sejam (A, Ma,ua), (B.Mp,up) K-dlgebras. A aplicacio K-linear f :

A — B € um homomorfismo de dlgebras se os sequintes diagramas comutam.:

AoA—T% . peB
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A ! B
\ /
K

Definigao 3.7. Sejam (C,A4,e4), (D.Ap,ep) K-codlgebras. A aplicagio K-linear g :

C — D é um morfismo de codlgebras se os sequintes diagramas comutam:

C J D
AC AD
CcCxC D®D
g&g
C J D
ec €D
K

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser escrita na notacgao sigma como:

Alg(e)) = Zglch @g(c)e = X g(er) @ g(ca).

Observacao 3.4. A definicao clissica de Homomorfismo de dlgebras diz que f : A — B,
onde A e B sao dlgebras, é um homomorfismo de dlgebras se sdo satisfeitas as sequintes

condicoes:

1. Ya,be A, f(a+ab) = f(a) +5 f(D);
2. Va,be A, flaxab) = f(a) xp f(D);
3. Vac A K e K, f(K-qa)=K g f(a);

4. f(1a) =1p.

Sendo assim nos resta mostrar que a definicao classica e a defini¢do por diagramas co-

mutativos sao equivalentes.
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Demonstracao. Primeiramente vamos assumir que a definicdo por diagramas seja verda-
deira. Seja f : A — B, com A e B K-algebras, uma aplicacdo bem definida e sejam

também a,b € A. Entao temos que:

fla+b) = [f(Ma(l®a)+ Ma(1®D))
W rMu(1®a+10b)
= (foMy)(1®a+1®Db)
= (Mpof®f)l®a+1l®b)

Por outro lado temos que:

fla)+f(b) = (foMa)(1®a)+ (foMy)(l®Db)
= Mpofa@fll®a+1®D)

Sendo assim temos que f(a +b) = f(a) + f(b).

Para o item 2 da defini¢ao classica temos que:

flab) = f(Ma(a®Db))

= (foMa)(a®Db)

2 (Mpof®fawb)

= Mz(f(a) ® f(b))

= fla)f(b).
E portanto f(ab) = f(a)f(b).
Por fim, para o item 3 temos:

f(Ka) = (f o Ma)(ua(K) ®a)
= <MB of® f)(ua(K) ®a)

(11) Pois M é um homomorfismo de élgebras;

(12) Pela comutatividade do primeiro diagrama.

(13) Pela comutatividade do segundo diagrama.

Agora vamos assumir que a defini¢ado classica seja verdadeira. Sejam a @ b € A® A e
KeK.
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Primeiramente temos que:

(Mo f®@f)la®b) =

Portanto o primeiro diagrama comuta.

Continuando temos que:

(foua)(K) =

Portanto o segundo diagrama tambem comuta.
(14) Pelo item 2 da definigao cléssica.
(15) Pelo item 3 da definigao classica.
(16) Pelo item 4 da definigao classica.

f(Ma(a®D))
(f e} MA)<CZ X b)

f(ua(K))
f(K14)
K f(1a)
Klg
up(K)

Sendo assim conseguimos concluir que as duas defini¢oes, Classica e por Diagrmas, sao

equivalentes.

]
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4 O Dual de uma Algebra e de uma Coélge-

bra

Antes de construirmos o dual de uma codlgebra é necessario construirmos as apli-

cagoes que definirdo o nosso dual. Seja, entdao, (C,A,¢) uma codlgebra. Entao vamos

definir as seguintes aplicagoes:

M:C"®C"—=C",

onde M = A*p(f ® g) = p(f ® g)A, p é a aplicacao definida no Lema [2.1] e

u: K — C,

onde u =e*¢, ¢ : K — K* é um isomorfismo candnico.

Proposicao 4.1. (C*, M, u) é uma dlgebra.

Demonstragio. Primeiramente notemos que M (f ® g)(c) = (fxg)(c) = A*p(f®@g)(c) =
p(f @ g)(Alc)) =3 f(e1)g(ca), Ye € C. Agora sejam f, g, h € C* entdo temos que:

M(I© M)(he f®g)c)

M(I(h) @ M(f® g))(c)
M(I(h) @ (f*g))(c)
M(h® (f *g))(c)

(h* (f*g)(c)

>_hle)(f *g)(ca)

> heer) f(ea)g(es)
Z(h*f)<01)g(02)

((hx f) * g)(c)

M((h= f) ® g)(c)
M(M(h® f)®I(g))(c)
MM & I)((h® f)©g)(c)
MM @ I)(h@ (f ©g))(c)
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Agora notemos que u(a)(c) = ae(c), para a € K e ¢ € C. Sendo assim temos que:

M(I®u)(f®a)c) = M(fouK))(e

Analogamente, para a outra igualdade temos:

MueI)(a® f)(c) = M(u(a)

(1) Por que f € C*
(2) Por que Y- c1e(cp) € C e C é codlgebra.
(3) Como ¢ é um isomorfismo, entdao ¢(1) =1

]

Observagao 4.1. A dlgebra C* é denominada dlgebra dual da codlgebra C' e sua multi-

plicagio M(f ® g) = f % g é denominada produto convolugio de f e g.
Exemplo 4.1.

Seja (KG,A,¢e) a codlgebra definida no Exemplo da Definicdo . Entdo podemos
definir o dual dessa codlgebra como sendo (KG)* = Hom(KG, K). Neste dual definimos
(f*xg)(a) = fla)gla) e u(K)(g) = K(g), Vf,g € (KG)* e a € G. Entio temos que
((KG)*, M,u) tem uma estrutura de dlgebra.
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Demonstragio. Sejam f,g,h € (KG)*, a € KG e K € K entao temos que:

MM @) (f@g@h)(a) = MM(f®g)®I(h)(a)

= M((f *g) ©h)(a)

= ((fxg)xh)(a) = (f * g)(a)h(a)
)g(a)h(a)
)(g*h)(a) = (f * (g h))(a)
= M(f©(gxh)(a)
= M(I(f) @ M(g® h))(a)
= M{IeM)(f©g©h)(a),

fla
fa

portanto o primeiro diagrama comuta. Para o segundo diagrama temos que:

M @u)(f @ K)(a) = MI(f)©u(K))(a)
= M(f®K)(a)
= (fxK)(a)
= floK
= ~ (K f)a)

Por outro lado temos que:

Mue (K@ f)(a) = Mu(K)®I(f))(a)
= M(K® f)(a)
= (K [)(a)
= Kf(a)
= ~(f@K)a)

Sendo assim o segundo diagrama comuta e ((K'G)*, M, u) tem uma estrutura de dlgebra.
[

Exemplo 4.2.

Seja (K[X],A,¢€) a codlgebra definida no Exemplo da Definigio 3.4 Entdo o dual
dessa codlgebra é (K[X])* = Hom(K[X], K). Neste dual (p*q)(X) = p(X)q(1)+p(1)q(X)
e u(K)(X) =0, Vp,q e (K[X])*. Entdo temos que ((K[X])*, M,u) é uma dlgebra.
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Demonstragio. Sejam p,q,r € (K[X])* e K € K entao temos que:

MM (peqor)(X) = MM@peoq) e I(r)(X)

= M((p*q)®r)(X)

= ((pxq)*r)(X)

= (pxq)(X)r(1) + (p*q)(1)r(X)
( 1

Por outro lado temos que:

MI@M)peqer)(X) = MUI(p @M

1) +p(1)(g *7)(X)

(1) + p(D)(a(X)r(1) +¢(1)r(X))
X)a()r(1) +q(X)p(1)r(1) + p(1)g(1)r(X).
Portanto, M(M @ I)(p®@ q®r)(X) = M(I @ M)(p® ¢ ® r)(X) e o primeiro diagrama

comuta. Para o segundo diagrama temos que:

M(I®@u)(p® K)(X) = M((p)®u(K))(X)
= M(p® K)(X)
= (p* K)(X)
= p(X)K(1) +p(1)K(X)
= Kp(X)
= ~ (K ®p)(X)

Por outro lado temos que:

MueI)(Kep)(X) = Mu(K)®I(p))(X)
= M(K ®p)(X)
= (Kx*p)(X)
= K(X)p(1) + K(1)p(X)
= p(X)K
= ~ (e K)X)
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Sendo assim o segundo diagrama comuta e ((K[X])*, M,u) tem uma estrutura de élebra
O]

Observagao 4.2. Dada uma dlgebra (A, M,u) sé é possivel introduzir em seu dual uma
estrutura de codlgebra se A tiver dimensdo finita, pois a aplica¢io p construida no Lema
$6 € bijetora no caso de dimensoes finitas. Portanto, se (A, M,u) tem dimensdo finita

podemos construir a aplicacao
AA" > A"® A",
com A = p 1M* e
e A" = K,

come =Yu* e : K* — K € o isomorfismo candnico tal que, ¥(f) = f(1),Vf € K*.
Além disso se A(f) = X, ;i @ hy, onde g;,h; € A*,entdo f(ab) = >, gi(a)h;(b),Va,b €
A.  Também se {gj,h }i € uma familia finita de elementos em A* tal que f(ab) =
> gj( a) j(b),‘v’a,b € A, entdo Y, 9; @ hy = X gj ® hj, que ¢ consequéncia da injeti-
vidade de p definida no Lema|2.1|

Resumindo, A(f) = Y ¢; ® h;,Vg;,h; € A* cse e somente se f(ab) = >, gi(a)h;(b),
Ya,b e A.

Proposicao 4.2. Se (A, M,u) é uma dlgebra de dimensado finita, entio temos que (A*, A, ¢)

tem uma estrutura de codlgebra.

Demonstra¢io. Sejam a,b,c € A e seja f € A*.Além disso note que, A(f) = X g; ® hy,
Alg)=Y9,®9
ij € A(hy) = X(hy; @ h

;; Primeiramente temos que:

A DA Hlasbee) = AN goh)(a2bec)
= Q_Alg) @I(h))(a®b@c)
- Zg”@)g”@h)( a®b®c)
32 9:5(@)gi; (B)1(€)

Zgi ab)h;(c)
f(abe).

—
W~
=

Gl
G
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Por outro lado temos que:

TeA)(A)(NHla@bee) = I®A)Q_ g®h)(a®bc)
O 1(g:) @ A(hi))(a®b@c)
Y gi®@h,; ®h ) a®b®c)
- gil@)hi (D) (c)

= > gi(a)h;(bc)

f(abe).

—
W~
=

| |
=

(4) Pelo isomorfismo descrito no Lema [2.1]
(5) Pela Observagao [4.2]
Portanto (A® I)(A) = (I ® A)(A) donde segue a comutatividade do primeiro diagrama.

Para o segundo diagrama é importante observar que e(f) = vYu*(f) = ¥ (u*(f)) =
w*f(1) = f(u(l)) = f(1) € K, Vf € A*. Dito isto, temos que:

I@e)(A)(f)a) = (I®e)) g ® hi)(a)
= (D_I(g:) ®@e(hi))(a)
= Y gi(a) ® k(1)
= f(al)
= fla)
= ~(f)(a).

Analogamente, temos:

(@ DA)fa) = (@)D g hi)(a)
= (Q_elg) ® I(hi))(a)
= > gi(1) ® hi(a)
= f(la)
= fla)
= ~ ()

Sendo assim o segundo diagrama também comuta e portanto (A*, A, £)tem uma estrutura

de coalgebra. n

Proposicao 4.3. Sejam C' e D codlgebras quaisquer, respectivamente C* e D* seus duais
vistos como dlgebras, A e B dlgebras de dimensdo finita quaisquer, respectivamente A* e

B* seus duais vistos como codlgebras de dimensao finita.
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1. Se f : C = D é um homomorfismo de codlgebras, entio f* : D* — C* é um

homomorfismo de dlgebras.

2. Se f: A— B é um homomorfismo de dlgebras de dimensdo finita, entdo f*: B* —

A* € um homomorfismo de codlgebras.

Demonstragao. Para o item 1 temos que sejam d* e e* € D* e ¢ € C'. Entao temos que:

F(Mp)(d @ e)(e) = fH(d*e)(e)
(@ x ) f(c)
S d (fleq)et (f(
S A (flen))e' (f(e))
D S @) (€)) e2)
= (P« )
— Mo (f" ® f)(d" @ (o)

f(c)2)

—~
=)
=

Para o segundo diagrama temos que:

(f*up-)(K)(c) = up(K)f(c)

(6) Pois f é um homomorfismo de codlgebras.
(7) Defini¢ao [2.13]

E portanto o item 1 estd demonstrado. Para o item 2 vamos primeiramente denotar
(Ag= f5)0*) = Aas (U f) =2 9: @ hy e Ap«(b*) = X p; ®qj, Vb* € B*. Se denotarmos por
p a aplicagao definida no Lema [2.1| Va € A e Vb € B temos que:

p((Aaf) (0N a@b) = > gi(a)hi(b)
= (b"f)(ab).
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Por outro lado temos:
p((f* @ f)Ap- (b)) a@b) = p(3_pif ®q;f)(a®b)
= Y. (pif)(a )( )(b)
= ij b))
= 0(fla)f (b))
2y (f(ab))
= (0"f)(ab)
(8) Por que f é um homomorfismo de algebras.
E portanto o primeiro diagrama comuta.
Para o segundo diagrama temos que:
(Ea-f7)(07) = ea-(b7f)
= (@ f)1)
= 0°(f(1))
®)
= (1)
= ¢ep-(b")
Sendo assim o item 2 também ¢é valido e esta demonstrada a proposicao. O
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5 Bialgebras e Algebras de Hopf

Seja H um k-espago vetorial simultaneamente munido com uma estrutura de &al-
gebra (H, M,u) e uma estrutura de codlgebra (H, A, ¢). O seguinte resultado descreve a
situagao em que duas estruturas sao compativeis. Dizemos que em H ® H temos a es-
trutura de um produto de tensores de codlgebras com as operacoes definidas na defini¢ao
[B.2] e a estrutura de um produto de tensores de dlgebras com as operagoes definidas na
defini¢ao [3.1} Além disso, em k existe uma estrutura canoénica de codlgebras se conside-

rarmos kG onde G é um grupo com apenas um elemento.

Proposicao 5.1. As sequintes sentencgas sdo equivalentes:

1. As aplicacoes M e u sao homomorfismos de codlgebras.

2. As aplicagoes A e e sao homomorfismos de dlgebras.

Demonstragdo. Primeiramente vamos considerar os seguintes diagramas:

1. HoH M H
ARA

HoHoH®H A
IRTRI

MeM

H®H®H®H Ho®H
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2. Ho H M H

eQe
E®k e
)
k Id k
3 k u H
ot A
k®k s Ho H
4. k u H

Onde ¢! : k — k ® k ¢ definida como ¢~ 1(\) = A(1®1), VA € k.

Note que para M ser um homomorfismo de codlgebras o primeiro e o segundo diagrama
devem comutar. Para u ser um homomorfismo de codlgebras o terceiro e o quarto devem
comutar. Para A ser um morfismo de algebras o primeiro e o terceiro diagrama forem
comutativos e por fim € é um homomorfismo de 4lgebras se o segundo e o quarto diagrama
forem comutativos.

Primeiramente mostraremos que cada um dos diagramas comuta partindo da hipdtese
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que as aplicagoes A e € sao homomorfismos de algebras. Sejam entao a,b € H e k € k.

MOM(IRTRNARA)(a®b) = (MM)(ITI)(A(a)® Ab))

(Mo M)IT@T@I)((Q_ a1 ®a) ® (D b @bs))

= (M®M)(]®T®I)(Za1®Cb2®b1®bz®)
(M@ M) I(a) @ T(az @ by) @ I(by))

= (MM)(D a1 @b ®ay®by)

= > M(a; ®b1) @ M(az @ by)

> a1by ® ashs

= A(ab)

(Ao M)(a®b)

—~
N

(1) Pela hipétese que A é um homomorfismo de édlgebras.

Analisando agora o segundo diagrama:

(Idogpoe®e)(a®b) = (Ido@)(e(a)®e(b))
D c(@ed)(ido s)(1@ 1)
= ¢e(a)e(b)
= £(ab)
= e(M(a®Db))
= (eoM)(a®Vb).

Sendo assim M é um homomorfismo de codlgebras. Suponha agora que u e M sao

homomorfismos de coalgebras:

(Aowu)(k) = kAowu(l)
= kA(ly)
= klg®lyg
= k(u(lp) ® u(1y))
= k((u®@u)(lp ® 1))
(u@u)(k(1x ® 1x))
= (u@u)(¢~' (k)
(u®@u) oo ) (k).

Por fim temo que:
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(eou)(k) = e(u(k))

Sendo assim « ¢ um homomorfismo de algebras. Para mostrar a implicacao inversa basta

prosseguir de maneira analoga e chega-se ao mesmo resultado. O]
Exemplo 5.1.

Considere a codlgebra (kG, A, ¢) definida no Exemplo da Definicdo . Vamos mos-
trar que A e e sao homomorfismos de dlgebras e por consequéncia da proposicio anterior

M e u serao homomorfismos de codlgebras.

Demonstracao. Sejam g, h € G e k € k. Entao temos que:

(MMITRINARA) (gh) = (MMIQT®I)(A(g) @ Ah))
M@MIRQTRI(g®g®h®h)

( )
( )
(M@ M)I(g)@T(g® h)®I(h))
(M@ M)(go@h®g® h)

= M(g®h)® M(g®h)

= gh®gh

= A(gh)

= (Ao M)(g®h)
Para o segundo diagrama temos:

(Aou)(k) = Alu(k))
= A(klg)
= k(lg ® g
= k(u(lp) ® u(1y))
(u®@u)(k(1y @ 1;))
(u@u)(¢")(k)
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Sendo assim A é um homomorfismo de algebras. Agora para £ temos que:

(Id) o (¢)o(e®e)(g@h)

Para o segundo diagrama temos:

(¢ 0 u)(k)

= (Id)o(¢)o(e(g) ®@e(h))
= (Id)o(¢)(1x ® 1x)

= Id(1y)

— 1,

= ¢(gh)

= (o M)(g®h)

— (k)
= e(klg)
= ke(lg)
= klg

= k

= Id(k)

Sendo assim € também é um homomorfismo de algebras e portanto M e u sdao homomor-

fismos de coalgebras.

Exemplo 5.2.

[]

Considere a codlgebra (k[X], A, ) definida no Exemplo[3.4] da Defini¢io[3.4. Vamos mos-

trar que A e e sao homomorfismos de dlgebras e por consequéncia da proposicio anterior

M e u serdo homomorfismos de codlgebras. Note que A jd esta definida multiplicativa-

mente e portanto so nos resta mostrar a comutatividade do terceiro e quarto diagrama.

Para o terceiro diagrama temos:

Alu(k))) =

A(k)

kA(1)
E(1®1)
k(u(l) ®u(l))
u(k) @ u(l)
(u®@u)(k®1)
(u®@u)p~" (k).
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Para o ultimo diagrama temos:

(eou)(k) = e(u(k))
= (k)
= ke(1)
= k
= d(k).

Sendo assim A e € sao homomorfismos de dlgebras e por consequéncia M e u serdo

homomorfismos de codlgebras.

Observagao 5.1. Na notagio sigma, a condi¢io na qual A e £ sao homomorfismos de

algebras pode ser escrita como:
A(hg) = hig1 ® hago

e(hg) = e(h)e(g)
Al) =11
e(l)=1

Definicao 5.1. Uma bidlgebra é um k-espaco vetorial H, munido com uma estrutura de
dlgebra (H, M,u) e uma estrutura de codlgebra (H,A,¢) tal que M e u sdo homomorfis-
mos de codlgebras, consequentemente pela proposicao anterior, A e & homomorfismos de

dalgebras.
Exemplo 5.3.

Se considerarmos (kG, M,u, A, ), jid mostramos que (kG, M,u) é uma dlgebra, (kG, A, ¢)
¢ uma codlgebra e do exemplo anterior temos que M e u sado homomorfismos de codlgebras

e A e e sao homomorfismos de dlgebras. Portanto (kG, M,u, A €) é uma bidlgebra.

Se considerarmos (k[ X|, M,u, A, ), jd mostramos que (k[X], M,u) é uma dlgebra, (k[X], A, ¢)
¢ uma codlgebra e do exemplo anterior temos que M e u sdo homomorfismos de codlgebras

e A e e sao homomorfismos de dlgebras. Portanto (k[X], M,u, A, &) é uma bidlgebra.

Proposicao 5.2. Seja H uma bidlgebra de dimensdo finita. Entao H*, juntamente com
a estrutura de dlgebra dada pelo dual da codlgebra de H e com a estrutura de codlgebra
dada pelo dual da dlgebra de H, é uma bidlgebra. Chamamos essa bidlgebra de dual da
bidlgebra H.

Demonstracao. Denotemos por A e € a comultiplicacao e a counidade em H e denotaemos

por § e E' a comultiplicagao e a counidade em H*, respectivamente. Entao F(h*) = h*(1)
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e 6(h*) =Y hi ® h3, onde h*(hg) = > hi(h)hi(g), VR* € H* e Yh,g € H. Vamos mostrar
que § e E sdao homomorfismos de algebras (pois, pela proposicao , poderemos concluir
que H* é uma bidlgebra). Sejam h*,¢g* € H* e 6(h*) = > hi @ h3, d(9*) = X gf @ g3,
Vh,g € H.

—~

(h*g")(hg) 2 Zh (h191)g"(h2go)
= Y hi(ha)hi(ha)gi(91)g5(g2)
= S (high)(h)(R3g5)(9)

(2) Por que h* é um homomorfismo de algebras.

Portanto, §(h*g*) = X higy ® higs = S2(hi @ h3)(97 ® g5) = 6(h*)(g")

Além disso, e(hg) = £(h)e(g) e consequentemente 6(¢) = £ ® €. Portanto 6 é um homo-
morfismo de coalgebras.

Para o E temos que:

E(hgT) = (hg")(1)
= W (1)g*(1)
= E(h")E(")

e além disso E(e) = (1) = 1 e portanto E também é homomorfismo de algebras. O

Definicao 5.2. Sejam H e L duas k-bidlgebras. Uma aplicagdo k-linear f : H — L € dito
um homomorfismo de bidlgebras se for simultaneamente um homomorfismo de dlgebras e

de coalgebras, com relagdo as estruturas de dlgebra e codlgebra de H e L.

Observagao 5.2. Sejam (C, A, ) uma codlgebra e (A, M,u) uma dlgebra. Nds podemos

definir no conjunto Hom(C, A) uma estrutura de dlgebra com a sequinte multiplicagdo:
(fxg)(c) =" flc1)g(e2),Yf,g € Hom(C, A),Vc € C.

A multiplicagao assim definida € associativa pois dados f,g,h € Hom(C, A) temos que:

((fxg)xh)(c) = > _(f*g)(ci)h(cs)
= Zf (c1)g(c2)h(es)
= Zf c1)(g*h)(cz)
= (f*(gxh))(c)
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O elemento identidade em Hom(C,A) com essa multiplica¢io é dado por ue pois:

(f = (ue))(e) = > fler)(ue)(ce)

Analogamente para (ue) * f = f.

Observagao 5.3. Agora se considerarmos A = k, entdo x é o produto convolug¢io defi-
nido no dual de uma codlgebra C. Sendo assim podemos chamar * de produto convolugdo
sendo A uma dlgebra arbitrdria.

Vamos considerar a construgdo de um caso muito especial. Seja H uma bidlgebra. Vamos
denotar por H® a estrutura de codlgebra que existe em H e vamos denotar por H* a estru-
tura de dlgebra que existe em H. Entdo podemos construir o conjunto dos Hom(H¢, H®)
no qual a multiplicagao é definida como (f * g)(h) = f(h1)g(h2),Vf,g € Hom(H®, H*)
e Vh € H e com elemento identidade ue. Observe que a aplicagdo identidade I : H — H

é um elemento de Hom(H®, H®).

Definicao 5.3. Seja H uma bidlgebra. Uma aplicagdo linear S : H — H é chamada de
antipoda da bidlgebra H se S for a inversa da aplicagdo identidade com relacao ao produto

convolugao em Hom(H¢, H®)
Definicéo 5.4. Uma bidlgebra H que possui uma antipoda S é chamada Algebra de Hopf.

Observagao 5.4. Em uma dlgebra de Hopf a antipoda S € tunica,pois € a inversa do
elemento I na dlgebra dos Hom(H®¢, H®).

Observacao 5.5. Também é importante observar que Y- S(h1)ha =Y h1S(ha) = e(h)1ly
que decorre de S« I =1 %S = ue.

Exemplo 5.4.

Até agora mostramos que (kG, M, u, A, €) possui uma estrutura de bidlgebra. Agora resta-

nos mostrar que existe uma aplicagdo S : kG — kG que serd nossa antipoda. De maneira
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natural podemos definir a antipoda S(g) = g~*, Vg € G. Note que:

—
=

(S*I)(g) = S(9)g

Il
<
<

I
—_
@

(3) Alg) =g®g.

E para o outro lado temos:

—
=

(I*S)g) = 95(9)

I
<
)

I
—_
Q

u(1y)
= u(e(1xa))
= (ue)(g)

Portanto (kG, M,u,A,e,S) € de fato uma dlgebra de Hopf.

Exemplo 5.5. Até agora mostramos que (k[X], M,u, A, e) possui uma estrutura de bidl-
gebra. Agora resta-nos mostrar que existe uma aplicagio S : k[X]| — k[X] que serd nossa
antipoda. Podemos definir a antipoda S(X) = —X. Note que:

(Ix9)(X) = I(X)S(1)+1(1)S(X)

De maneira andloga concluimos que S x I = ue e portanto (k[X], M,u,A,e,S) é uma
algebra de Hopf.

Definigao 5.5. Sejam H e B dlgebras de Hopf. A aplicacio f: A — B é um homomor-

fismo de dlgebras de Hopf se f for wm homomorfismo de bidlgebras.

Proposicao 5.3. Sejam H e B duas dlgebras de Hopf com antipodas Sy e Sg, respecti-
vamente. Se f: H — B é um homomorfismo de dlgebras de Hopf entdo Sgf = fSq.
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Demonstragao. Vamos considerar a dlgebra Hom(H, B) e Sgf e f Sy dois elementos dessa
algebra. Vamos mostrar que ambos sdo o inverso de f e como a inversa de f nessa algebra
é Unica, podemos concluir que Sgf = fSy. Entao considerando h € H temos por um
lado:

((Spf) * [)(h)

> Spf(h1)f(he)
> Su(f(h)1)f(h):
ep(f(h)1p
en(h)1s

(ue)(h)

—
W~
=

—
[
=

—
N
=

—
(=2}
=

Por outro lado:

(f * (fSu))(h) > f(h1) f(Su(hs))
FO_ hSu(hs))
flen(h)1y)
EH(h)lB

(ue)(h)

(4) por que f é um homomorfismo de dlgebras e de codlgebras.

(5) Observagao

(6) en(h)1p = €H(h) (1¢) = up(en(h)) = (up o en)(h).

Sendo assim Sgf = fSy. O

—~
W~
=

—
ot
=

—~
i
=

—
(=]
=

Proposicao 5.4. Seja H um dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdao, ¥Yh,g € H temos:

As propriedades 1 e 2 dizem que S € um antihomomorfismo de dlgebras e as pro-

priedades 3 e 4 dizem que S é um antimorfismo de codlgebras.

Demonstracao. Para demonstrarmos o item 1 usaremos a mesma técnica usada na pro-
posicao anterior.

Considere os Hom(H @ H,H) e os elementos F,G,M € Hom(H ® H, H) definidos da
seguinte forma:

F(h®g)=5S(g9)S(h),
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G(h® g) = S(hg),
M(h ® g) = hg,

para quais quer h,g € H. Mostraremos que M ¢é a inversa a esquerda de F e a inversa a

direita de G e pela unicidade da inversa vamos concluir que
S(9)S(h) = F(h® g) = G(h® g) = S(hg).
Sejam h, g € H entao temos que:

(MxF)(hog) = > M(h®g))F((h® g))
= > M(hi ® g1)F(ha ® g2)
= > h1g15(g2)S(hs)
D S hye(g)18(h)
= e(h)e(g)ln
= enegn(h®g)l

upengn(h ® g)

Para o outro lado temos que:

(GxM)(h@g) = > G(heg))M(h®g))
= ZS hig1) h292
- ZS ((hg)1)
2 e(hgh
= upenen(h®g)
(7)Da defini¢do de Apgp.
(8)Das definigoes de Aggn, G e M.

Para o item 2. basta aplicar a definicdo da antipoda S em 1y e concluimos que:

S(1g)ly = 1xS(1gy)
= 1,1y

= 1y

Agora no item 3. o processo é andlogo ao do item 1. porém vamos definir F'(h) = A(S(h))
e G(h) = S(hy) ® S(hy) para qualquer h € H. Agora vamos mostrar que A é o inverso
a esquerda de F e a direita de G e assim concluindo que F=G. Entao, para h € H nés

temos que:
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(AxF)(h) = > A(h)F(h

Por outro lado:

(GxA)(h) =

Portanto F = G.

Para o item 4. aplicamos ¢ na relagdo > h1S(hsg)

E(Z hls(hQ

= > A(h)A(S(ha))
= A mS(hy))
= A(e(h)1)

= eh)l®l

= upguen(h).

> G(h)A

>_(S((ha): )®5((h1) )((h2)1 ®

> (S(ha) ® S(hy))(hs © ha)
S S(ha)hs @ S(hy)hs

S 5((h)1)(ha)s ® S(hn)hs
> e(ho)l ® S(h)hs

> 1@ S(h1)e((ha)1)(ha)e
Z 1 ® S(hy)hs

l®e(h)l

uH®H5H(h)

(h2)2)

= ¢(h)1 para obtermos

Além disso, pela linearidade de € e S, podemos reescrever obtendo (S(>- e(h1)hs)) = €(h).

Usando a propriedade da counidade temos entdo que e(S(h)) = e(h) O

Proposicao 5.5. Seja H um dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao as sequintes propo-

sicoes sao equivalentes:

1. 3> S(he)hy = e(h)1 para qualquer h € H.

2. > haS(hy) = €(h)1 para qualquer h € H.

3. S%?=1.
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Demonstracao. 1 = 3
Vamos mostrar que S? é a inversa a direita de S, pois como sabemos que I é a inversa de

S poderemos concluir que I = S2. Sendo assim, considere h € H e entdo temos:

(S % 5%)(h) > S(h1)S?(he)

= ZS(S(hz)h1)
S(e(h)1)
e(h)1

ue(h).

—~
=

3=2

(10

S hiS(hy) = e(h)1 2 37 S2(hy) S(hy) = e(h)1 = 3" hyS(hy) = e(h)1.

2=3
Neste caso vamos prosseguir de maneira andloga ao 1 = 3, mostrando agora que S? é o

inverso a esquerda. Seja h € H, entao temos:

(8?xS)(h) = > S*(h1)S(hs)
= S haS(h))
= S(e(h)1)
= ¢(h)1
= ue(h).

3=1
S S(hi)hy = e(h)1 2 37 S(hy) S (hy) = e(h)1 = 3" S(hg)hy = £(h)1.

(9) Aplicando o antimorfismo de algebras S.
(10) Por hipétese S? = 1.
O

Corolério 5.1. Se H é uma dlgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa entio S* = 1I.

Demonstracao. Se H é comutativo entao o item 2 da proposicao anterior ¢é satisfeita e
portanto S? = I.
Se H é cocomutativo entdo > h; @ he = 3 he ® hy e também sabemos que Y- S(hy)hy =
e(h)1 portanto temos que >° S(hy)hy = €(h)1 e pela proposigio anterior S? = I.

O

Proposicao 5.6. Seja H uma dlgebra de Hopf com dimensao finita e antipoda S. Entao
a bidlgebra H* é uma dlgebra de Hopf com antipoda S*
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Demonstracao. Ja sabemos que H* é uma bialgebra. Vamos mostrar que existe uma

antipoda. Seja h* € H* e seja 0(h*)
h € H temos que:

(5" + I)(h*)(h)

Analogamente,temos:

(I 5%)(h")(h)

= > h] ® h} a comultiplicacao. Entao para todo

S (S (hy)h3)(h)

S S*(R) (ha)hi(he)
Zm&mhﬂg
>R (S (ha)he

h*(e(h)1)
e(h)h*(1)
E(h)e(h)

> hiS*(h3))(h)
> hi(h)S™ (h3) (ha)
> Bi(h)h5(S(hy))
> h*(hS(hy))

(10) Utilizando a as defini¢oes contruidas na demonstragao da Proposicao e o Lema

5

(11) Bilinearidade de h*.
(12) De finicaodeA .
(13) Observagao 5.5

Portanto, S* é a antipoda que procuravamos em H* O
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6 Consideracoes finais

Apds o termino deste trabalho foi possivel compreender melhor a estrutura das Al-
gebras de Hopf e sua importincia para os diversos campos da fisica e da matemdtica.
Também foi possivel reconhecer essa estrutura em outras estruturas mais familiares como
as dlgebras de Grupo e as dlgebras de polinomios. Foi possivel também entender como
funciona o Dual de estruturas como as Algebras e as codlgebras, além de compreender as
limitacoes que devem ser impostas a essas estruturas para que seus respectivos duais man-
tenham estruturas algébricas compativeis. No capitulo 4 deste trabalho nos é permitido ver
as estruturas por diferentes angulos, quando analisamos as bidlgebras, hora como dlgebras
e hora como codlgebras, tornando assim cada vez mais clara as ligagoes que existem entre
essas duas estruturas. Durante o trabalho foi possivel se apropriar de inumeras técnicas
de demonstragcio que sao utilizadas na dlgebra, essas técnicas me permitiram repensar
algumas demonstragoes e outras me permitiram olhar de uma maneira diferente para os
objetos de estudo. Para além dos conceitos matemdticos desenvolvidos neste trabalho,
esse se apresentou importante pois permitiv um primeiro contato com dreas da matemd-
tica que sio estudadas em diversos centros de pesquisa em Algebra. Além disso, o contato
com uma drea muito pouco desenvolvida na grade curricular do curso de matematica li-
cenciatura me permitiu aprofundar os conhecimentos nesta drea para que seja possivel
dar continuidade nessa linha de pesquisa em cursos de pos-graduacao ao longo da minha
jornada académica.
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