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Resumo

A equagao do calor unidimensional é uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) que modela
a dindmica do calor em uma barra cilindrica, cuja se¢do transversal é tao pequena e relacao
ao seu comprimento que podemos tratar a barra como se ela tivesse apenas uma dimensao.
Neste trabalho, estudaremos a equacao do calor homogénea unidimensional dada pela
Lei de Fourier e de Cattaneo. Mostraremos a existéncia de solucao classica através do
método de Fourier, no caso de dominio limitado, utilizando a teoria de séries de Fourier e a
Transformada de Fourier para o dominio nao-limitado. Ainda, apresentaremos a equagao
do calor nao-homogénea e algumas ferramentas para encontrar uma solucdo cldssica, a

saber, o principio de Duhamel. Ainda, mostraremos algumas solu¢des numeéricas.

Palavras-chaves: Equacao do calor, Transformada de Fourier, Série de Fourier, Principio
de Duhamel.
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Introducao

Chamamos de Equacao Diferencial Parcial (EDP) uma equagao que contém de-
rivadas parciais de uma funcdo de varias variaveis. FElas descrevem muitos fenémenos
importantes na natureza. Sdo exemplos de EDP’s a equacdo da onda uy = c*u,, que é
associada a processos oscilatérios, a equacao de Laplace ug,+u,, = 0 que modela processos
independentes do tempo ou estacionérios, a equacao do calor de Fourier uy —ku,, = f(z,t)
e a equagao do calor de Cattaneo us(x,t) + auy(x,t) = Puy,(z,t), ambas descrevem pro-

cessos de conducao do calor.

A Equacgdo do calor unidimensional é um modelo que representa dindmica do
calor em uma barra unidimensional, ou seja, um cilindro cuja sec¢ao transversal é muito
pequena em relacao ao seu comprimento. Neste trabalho nos ateremos a equacao do
calor unidimensional de Fourier e de Cattaneo. Estudamos a equacao do calor pois a
andalise da dissipac¢ao e conducgao do calor continua atraindo a atencao da comunidade
académica, uma vez que modela problemas tecnolégicos importantes como, por exemplo,

a transferéncia de calor produzido por méaquinas de alta velocidade.

Sabemos da teoria geral de EDP’s; (JR., [1988)), que dentro de cada classe, hiper-
bélica, eliptica ou parabdlica, as soluc¢oes das equagoes diferenciais possuem o mesmo tipo
de comportamento. A equacao do calor dada por Fourier é do tipo parabdlica e a equagao
de Cattaneo é classificada como hiperbdlica. A Fourier tem a propriedade de velocidade
infinita de propagacao e Cattaneo possue a propriedade de velocidade finita. Esta é a

principal diferenca entre estas duas equacoes.

A lei de Fourier para conduc¢ao de calor prevé uma velocidade infinita para sinais
térmicos, este comportamento contradiz a teoria de relatividade de Einstein, pois isto
faria a velocidade de propagacao do calor maior que a velocidade da luz (MAPJN, 2011)).
Este fato é conhecido como o paradoxo da propagacao instantanea do calor (MARTN,
2011). Entado para certas situagdbes o modelo de Fourier ndo produz resultados preci-
sos, por exemplo, se o tempo de interacao entre um laser e um corpo sélido for muito
pequeno (LENARCZY] 2019). Isto acontece pela auséncia de equilibrio térmico local
(LENARCZY], 2019).

Em 1958 um modelo hiperbélico para a equagao do calor foi proposto por Cattaneo
e independentemente por Vernotte (LENARCZY| 2019). Este modelo leva em conta a
propagacao finita do calor, concertando assim o paradoxo da propagacao infinita do calor
do modelo de Fourier (LENARCZY), 2019). Um exemplo de aplica¢do para o modelo de
Cattaneo, é a limpeza de chips de computador através de curtos pulsos de laser (SARE;
RACKE], 2009).
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Durante os tltimos dois séculos varios métodos foram desenvolvidos para resolver
EDPs, como por exemplo, o método de separacao de varidveis usado por D’Alembert,
Daniel Bernoulli e Euler em cerca de 1750 (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2001, p. 573).
Vamos mostrar a existéncia de solugdo classica através do método de Fourier (BLEEC-
KER) 1995)) para estas equagoes definidas numa barra finita. Para isso, mostraremos
alguns dos principais resultados da teoria de séries de Fourier (JR., [1988)). Em domi-
nio nao-limitado da reta, estudaremos somente a equacao do calor dada por Fourier e

apresentamos alguns resultados da transformada de Fourier (JR., |1988)).

No Capitulo 1 nés defineremos alguns conhecimentos preliminares, a saber concei-
tos fisicos e alguns pré-requisitos que serao necessarios ao decorrer do trabalho. O assunto
do Capitulo 2 sera a teoria de Fourier, a saber a transformada e a série de Fourier, assim
como alguns resultados importantes. No capitulo 3 traremos sobre a Equacao do Calor
Homogénea de Fourier, sua deducao e sua resolugao através do método de separacao de
variaveis. No Capitulo 4 nés apresentaremos o modelo de Fourier da equagdo do calor
nao homogénea, assim como as ferramentas para soluciond-la, a saber, o Principio de
Duhamel. O tema do Capitulo 5 serda o modelo de Cattaneo para equacado de calor e
a sua resolucao. No capitulo 6 trataremos sobre a Equacao do Calor na Reta, tanto a
homogénea quanto a ndo homogénea. No Capitulo 7 apresentaremos algumas solugoes
numéricas dos modelos estudados. Para finalizar no Capitulo 8 traremos a conclusao e as

perspectivas de trabalhos futuros.



1 Conhecimentos Preliminares

Neste Capitulo veremos alguns pré-requisitos para o que sera abordado neste tra-
balho, utilizaremos os livros (NUSSENZVEIG] [2002) e (YOUNG; FREEDMAN]| 2008])
para os conceitos de fisica, e para os demais, utilizaremos (BLEECKER) 1995) e (IORIO,
2005)).

1.1 Conceitos fisicos

Definig¢ao 1.1.1. (Equacao Fundamental da Calorimetria) Suponha um corpo com
massa m e calor especifico C. O calor () necessario para uma variagdo de temperatura

AT é dado pela equacao

Q = mCAT

onde AT = Tinar — Tinicial- LTinicial © Trinai 580 as temperaturas inicial e final respectiva-
mente.
Definicao 1.1.2. (Lei de Fourier) A taxa de transferéncia de calor, d?, em uma barra
cilindrica é dada pela equacgao

d oT

aQ _ e s9T

dt Ox
onde K é a constante de condutividade térmica do material, A é a area de secao reta do

or

cilindro e 5 ¢ o gradiente de temperatura na forma geral.

1.2 Pré-requisitos

Teorema 1.2.1. Sejam f(x) e f,(x) (n = 1,2,3,...) fungdes continuas por partes defi-
nidas em um intervalo nao vazio I € R, que pode ser aberto, fechado, finito ou infinito.
Suponhamos que para cada x, tenhamos f(x) = lim f,,(x). Assuma que existe uma funcao
g(x) > 0 continua por partes tal que |f,(z)| < g(x), e a integral de g(x) no intervalo I é
finita. Entao:

ggo/fn dx—/ggrrolofn dx:/lf(x)dx

Teorema 1.2.2. Para cada h € R em um intervalo H que contenha hg, seja F(x,h)
uma funcao continua por partes, definida em um intervalo nao vazio I, que pode ser
aberto, fechado, finito ou infinito. Suponhamos que f(x) = limy_,p, F'(x, h) é continua
por partes em I. Assuma que existe uma fun¢do g(z) > 0 continua por partes tal que
|F(z,h)| < g(z), Ve €l e h € H, e que a integral de g(x) no intervalo I é finita. Entao:

lim F:chd:c_/hmFxhdx—/f
h—)ho
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Teorema 1.2.3. (Regra de Leibniz) Seja R a regiafo R = {-c0c <a <z <b< o0,
—00 <c<y<d<oo}noplano XY. Seja f(x,y) uma fun¢ao continua definida em R,

tal que f,(z,y) também seja continua em R. Além disso, assumamos que

[ 15 y)lde < oo

para cada x em (a,b). Suponhamos que existe uma funcdo g(x) continua tal que para

todo (z,y) em R temos

lfy(z,y)] < g(x) e /Cdg(x)dx < 0

Entao:

i [ swnts| = [ e @<

Demonstracao. Utilizando a definicao de derivada obtemos

d [ e [ fay + h)de — [ f(xy)da
11 o] - |

Como f(z,t) é uma fungdo continua definida em R, pelo Teorema podemos

escrever

1 ] - [ L0,

Utilizando novamente a definicdo de derivada obtemos:

[ 1] = [ 2 r(ea

O

Teorema 1.2.4. (Principio da Superposi¢ao) Seja L um operador diferencial parcial
linear de ordem k cujos coeficientes estao definidos em um aberto €2 C R™. Suponha
que {u,,}_, é um conjunto de funcdes de classe C* em € satisfazendo a EDP linear

homogénea Lu = 0. Entdo, se {a}$°_, ¢ uma sequeqéncia de escalares tal que a série

u(z) = il QU () (1.1)

é convergente e k vezes diferenciavel termo a termo em €2, u satisfaz Lu = 0.



2 Teoria de Fourier

Neste capitulo abordaremos a transformada de Fourier e a série de Fourier, assim
como alguns de seus resultados. Foram utilizados aqui os livros (BLEECKER) 1995)),
(IORIO, [2005) e (FIGUEIREDO, |1988).

2.1 Série de Fourier

Nesta secao definiremos a série de Fourier e veremos alguns de seus restuldados,
(BLEECKER)], 1995).

Defini¢ao 2.1.1. Uma fungao f(z) é dita absolutamente integrével sobre um intervalo

la, b] se

[ 1f@ldr < oo

Defini¢ao 2.1.2. Um conjunto de fungoes {p, }nen € ortogonal em [0, L] se o produto

interno:

/()Lson(af)-som(ﬂs)dz:()sem%n

L
/ P2 (x)dx >0, ¥n e N.
0

Se além disso,
L
/ ©2(x)dr =1, ¥Vn € N,
0

dizemos que {¢, }nen € ortonormal.

Teorema 2.1.1. O conjunto de fungoes {(pn = sen (%’f)} . é ortogonal em [0, L]. Tam-

bém, o conjunto {gpn = cos ("—z‘”) }neN é ortogonal em [0, L].

Demonstracao. Vamos relembrar as seguinte propriedades

cos(A+ B) = cos(A)cos(B) — sen(A)sen(B) (2.1)
cos(A — B) = cos(A)cos(B) + sen(A)sen(B) (2.2)
[sen(z)]” = 1= cos(2z) (2.3)

2
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[cos(x)]* = HCZS@[B) (2.4)

Subtraindo de
cos(A — B) — cos(A+ B) = 2sen(A)sen(B) (2.5)

Somando com (|2.2))
cos(A — B) 4 cos(A + B) = 2cos(A)cos(B) (2.6)

Para {(pn = sen (”—zz) }neN

/L (mra:) (mmc)d B 1/L2 (mrx) (mww)d
; sen 7 sen 7 a:—2 ; sen 7 sen 7 T

Aplicando ([2.5)), onde "F* = A e ™[* = B, obtemos

L

1 /L nTx  Mmmnx nTr — Mmnr

25/0 COS(L— 7 >—003<L+ i dx
1 /L nwr mmw 1 /L nwr mmw

25/0 COS({L_L}JC)CM_Q/O COS(L+L]£L'>d$

- s ey [ ([ =T~ spemamy b (T + F1 )L
Q(M_%> sen 7 7 x - 2<%_%> sen 7 7 L

Lsen (n(n —m))  Lsen (m(n+m))
_ _ - N —n— N
27 (n —m) 2 (n +m) pr=ntmelep=n-—me
_ Lsen(mpy)  Lsen(mp1)  L(0) L(0) 0
a 2mps 2mpy B 2mpy 27y B

Agora temos que mostrar que

/OL [sen (T)F dx >0 (2.7)

Aplicando ([2.3) na integral ([2.7)
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nmtx

e ()

Aplicando (2 , onde "7*

X

o

[

m(n+m)

|

=Ae

(

)

a:—/ 1—003 2””)0333

0

L 1 L 2nmw 2nmx
=)y 2% *W 0 LCOS<L>dI
=L
r12=L Lsin (Q”L”)
[2L -0 2nm i
L Lsin(2n7) n Lsin(0)
T2 2nm onwr
_ L >0
2
1 (L
) e [ (1) ()

It = B, obtemos

e

} x) dz
) [_sen ([
m(n —m)

()

m(n +m) (mﬂ

(R

mmc

L

nmw z=L

-+

mm

L] Iﬂ

=0

n)

m))
27t(n —m) *
_ Lsen (mps)

Lsen (mp1)

27D

21T

pp=n+meNep=n—meN

L(0)
2mpy

_ L(0)
2mp;

=0

Agora temos que mostrar que

L (7

nm

(2.8)

)]de>o

Aplicando (2.4]) na integral (2.8))
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L nrr\12 L1+ cos (2an;)
I G o K e

= /L 1dx + L <1> ’ 2mrcos (2n7rx> dx
0 2 2\#%)Jo L L
x]*=L Lsin (Q"L”) =

B [ZL:O " 2nm L_O

L N Lsin (2nm) N Lsin(0)
2 2nm 2nm

L

=5 >0

]

Definigao 2.1.3. Uma funcdo f : R — R é periédica de periodo T se f(z +T) = f(x)
para todo x € R.

Definigao 2.1.4. Seja f uma fungdo definida em [—L, L] periddica, de periodo 2L, inte-

gravel e absolutamente integravel. Sejam

1 (L
ay, L/ )cos <n7r:1:> dr e b, = Z[L f(x)sen <nzx> dr n=20,1,2,..

Entao, a Série de Fourier de f em [—L, L] é dada por:

1
SF[f(x)] = 500 + Z [ancos (nz ) + b,sen (nzxﬂ
onde os coeficientes ag, a,,, b, sao conhecidos como os coeficientes de Fourier de f.

Agora, a pergunta é sob quais condigdes sobre a funcao f, a série de Fourier SF[f]
converge para f, ou seja, quando teremos a igualdade f(x) = SF[f(z)] para x € [0, L]?
O Teorema de Fourier abaixo responderé esta pergunta, mas antes precisamos de algumas

definicoes

Definicao 2.1.5. Uma funcao f : R — R sera seccionalmente continua se para qualquer
intervalo limitado [a, b, a < b, existem a < a3 < as < ... < a, < b tais que f é continua
em cada intervalo aberto (a;,a;41), j =1:(n — 1), e existem os limites

flaj) = lim f(z) e f(a;) = lim f(x)

+ —
! Tr—a.;
x—)a] j

Ou seja, existe um numero finito de descontinuidade e todas sdo de primeira espécie.

Definicao 2.1.6. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferenciavel se ela for

seccionalmente continua e se a fun¢ao derivada f’ for também seccionalmente continua
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Seja
1 L kmx kmx
S, = 5&@ + kz::l (akcos <L> + brsen (L))

a sequéncia de somas parciais da série de Fourier de f.

Nosso objetivo é estimar

f@™) + f(a7)

en(r) = S, — 5

@) +f@m)

ou seja, analisar a convergéncia de 5, quando n — co para 5

Sabemos que

Utilizando ([2.2))
1 /L "1 L kry  krmx
So=q [ J@de 37 [ 1w) [ <L - Lﬂ Iy
L1111 & km
= /_L I [2 + ];COS (L(l’ - y))] f(y)dy
Definicao 2.1.7. Definimos o ntcleo de Dirichlet como
111 " kmx
D I il
0= 3+ 3 ()
Lema 2.1.1. Sobre D, (x) as seguintes afirmac¢oes sao verdadeiras

1. D,(z) é par, ou seja, D, (z) = D,(—x) Yz € R
2. [F, Dy(z)dr =1 Va

3. Dp(x) é uma funcdo continua

(2.9)
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4. D,(0) = (n+1)1

5. A seguinte identidade é valida para x # 0, £2L, +4L, ...
_ tsen((n+3) %)

Dnle) = 2L sen (%)

Demonstracao. De a , segue devido a definicao do ntucleo de Dirichlet em termo de

uma func¢ado cosseno e das propriedades da fungao cosseno.

Para provarmos (f]), seja
Sp =14 cos(kb)

k=1

Pela férmula de Euler temos
¢ = cos() + isen(h)

entao,
Sn(f) = Re <1 +> eik‘g)
k=1
Ainda temos a seguinte identidade
1 — Zn+1
Z #1

\+ 24+ ="
+Z+ .+ -

Logo,

Disso segue que

e observando a definicdo de niicleo de Dirichlet, obtemos a identidade em .
]

Para a sequéncia de somas parciais S,,, com a mudanca de variavel y = x — ¢
L —L+4x
So= [ Dale=y)f@)dy = [~ Dal)f(x— tyit
—L L+zx
Como ambos, D,, e f, sao periodicos de periodo 2L, podemos reescrever

So(x) = /LL D) f(x —t)dt

obtemos
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Como D, (x) é uma funcao par

Sn(x):/o D, (t)f(x—tdtJr/ Dy f(z — t)dt
—/ fle+t)+ f(x—1t))dt (2.10)

Queremos estimar e, (z). De (2.10) na defini¢do de e,(x) na proposi¢ao do ntcleo de
Dirichlet

f@®) + fla7)
2

= [[ st 0+ o -y - LI

= OLDn (@ +1)+ f(z —1))dt — (/_LLDn(t)dt> <f(x+>;f<x_)>

_ LDn(t)(f(x+t)+f(g;_t))dt_/L D) (f(ac*);f(x))dt

0 —L

en = Sp —

= [ D [(F+0) — 7)) + (flx — 1)~ 1)) de
Seja
glat) = (fle+1) = f@) + (fle =) = f(z7)) (2.11)
entao

en() = /0 " D )g (e, 1)t

Lema 2.1.2. (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f : [a,b] — R uma fungao L' em um

intervalo [a, b]. Entao,

limisoo | f(z)cos(tz)dz =0 (2.12)

limy oo b f(z)sen(tz)dx =0 (2.13)

Demonstracao. Caso 1:

Suponhamos que f seja limitada, ou seja, 3k > 0 tal que |f(z)| < k Vz € [a,b].

Para uma fungao limitado o conceito de integrabilidade é

Dado € > 0 existe uma partigao Il do intervalo [a,b], [1:a =29 < 21 < ... <z, =
b, tal que
S(f7H) _S(faH) <€
onde,

S(f 1) = En: Mi(z; —xj1)  M; = sup{f(z);zj <z < a5} (2.14)

J=1



Capitulo 2. Teoria de Fourier 15

Zm] —xjo1)  my=inf{f(z);z;.1 <z <y} (2.15)
Sa0 as somas Superlores [§ 1nfer10res aSSOCiadaS a IL

Seja a partigao do intervalo [a, b] dada por z; = a+ j(b—a), 7 =0,1,..n. Entao,

/abf(:v)sen tr)dr = Zn:l/z x)sen(tz)dz
o
_y [ )sen(tx)dz + / sen(te)dz — / K sen(tw)dw]
j=1 il
_ anlf( z,) / sen(tz)do + Z [7 @)~ fafsentindr (210
= p=g o
Integrando,
[ senttoyaa| < |22 1)
e ainda,
|f(x) = fa;)| < Mj —m; para x;1 < <u (2.18)
De ([2.17) e (2.18) em (2.16) e da limitacio de f,
/ " f(x)sen(tz)da) < M Ly — 1) (2.19)
a j=1

e observamos que o somtério em (2.19) é a diferenga entre S(f,II) e s(f,II). Portanto,
dado € > 0, tome n tal que [S(f,II) — s(f,II)] < §. E a seguir, com este n fixado, tome
to tal que
2nM
to

<

DN

Logo, dado € > 0, para t > ty temos

/xj sen(tx)dx

J

< €

isto completa a demonstracao do caso 1 para (2.13). A demonstracido para (2.12) é

analoga.
Caso 2:

Suponhamos que f seja uma funcio L' qualquer. Dado € > 0, tome uma funcao

continua ¢ : [a,b] — R tal que

/ |f(z |d$<§
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Toda funcdo continua num compacto é integravel, podemos aplicar o caso 1 na

demostragao, com isso concluimos que existe ¢y tal que Ve > ¢, tem-se

/ab (x)sen(tz)dz

<€
2
Entao,

/ab f(z)sen(tz)dx = /ab f(z)sen(tz)dx + /ab[f(x) — (x)]sen(tx)dx

e, estimando, para t > tg

b b b
/ sen(tx)dx| < / (x)sen(tr)dz| + / [f(z) — ¥(x)]sen(tx)dx
_E e
272 ¢
Concluimos que dado € > 0, existe ¢y tal que
b
/ f(x)sen(tx)dx| < e

]

Teorema 2.1.2. (Teste de Dini) Seja f : R — R uma funcao periédica de periodo 2L,
e L' em [—L, L]. Fixado x € [—L, L], suponha que f(z%) e f(z—), existam e que exista

[

onde g(z,t) é definido como em ([2.11)). Entdo, e,(z) tende a zero quando n tende ao

n > 0 tal que
9(z,1)

dt < oo (2.20)

infito, ou seja,
fa@)+ fz7)
2

Sp(x) —
Demonstragdo. Através da proposicao do Lema [2.1.1} vamos escrever
5D, (t)g(z,t L 1\ mt -t
0 t 5 2) L) 2Lsen (%)

Para a primeira integral, usaremos ([2.20]) e para a segunda integral, estimaremos através

do lema de Riemann-Lebesgue.

|1 sen((n+%)%) t
[tDa(0)] = Jt5 7 e () < Soen () (2.21)

Como a fungdo em (22.21]) é continua e crescente em [0, L],

tD,(t)] < = para te€[0,L]

DN | —
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Logo, dado € > 0, tome 6 = min(L,y) tal que

/()6tDn(t) 9@ 4yl < ;/05

t
que é possivel devido a hipdtese (2.20). Agora, temos este ¢ > 0 fixado. Para aplicarmos

€
dt < —
2

t

g(w,t)‘

o lema de Riemann-Lebesgue, basta verificar que a fungao

ht) = g, )

B 2Lsen (%)

t €0, L]

é integravel, o que é imediato, porque o denominador nao se anula em [, L] e g é integravel.

/6L sen ((n + ;) 7;) h(t)dt

Assim provamos o teste de Dini. O

Logo, para n grande

<<
2

O teste de Dini pode ser utilizado para obter condicoes suficientes para conver-

géncia da série de Fourier.

Suponha que f seja seccionalmente continua e que as razoes incrementais

fla+t) - fla)  fla—t)~ fla7)
t t

sejam limitadas para t > 0 suficientemente pequeno. Em particular, isto é verdade se as

derivadas laterais em x existem

flz+1t) = fa)

£ () lim t
1 o)ty T 0= )

Nestas condicgdes, o teste de Dini se aplica.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R seccionalmente diferencidvel

com periodo 2L. Entao, para cada x € R, a série de Fourier de f converge pontualmente

para w Ou seja,
+ - 1 0
) L, $ [avcos ("T5) + busen ("7 (2.22)

n=1

em que f(z7) =limy_,+ f(h) e f(z7) = limy_,— f(h).

Demonstragao. Pelo Teste de Dini e observacgao acima, segue o Teorema de Fourier. [
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Observamos que se uma funcdo f for dada num intervalo [0, L] ela pode ser re-
presentada por mais de uma série de Fourier. De fato, estendendo f ao intervalo [—L, L]
como uma funcao impar e depois estendendo a reta toda como uma fungao peridédica de
periodo 2L, teremos que f sera representada por uma série em senos. Fazendo o mesmo,
mas estendendo em [—L, L] de forma par, f serd representada como uma série em cosse-
nos. Agora, estendendo f a toda reta de modo peridédico, nem par, nem impar, entao a

série de Fourier de f serd em senos e cossenos.

Teorema 2.1.4. (Desigualdade de Bessel) Seja f(z) uma fungao definida em [—L, L].
Suponha que

[ s

~L
exista e seja finita. Assuma que os coeficientes de Fourier a, e b, existam e SF[f(z)]

¢ definida formalmente (ndo necessariamente converge). Entao vale a desigualdade de

1 > 1 /L
i+ (@) s o [ @

Teorema 2.1.5. Seja f : R — R uma funcao seccionalmente continua, peridédica de

Bessel

periodo 2L e a sua série de Fourier seja

—|— Z (ancos( 7 ) + b,sen (mgx))
entdao a série de Fourier pode ser integrada termo a termo e
/f dx—/ d:c—l—Z(an/ cos(nL)dm+b/sen<nzx>dx>
Teorema 2.1.6. (Teste M de Weirstrass) Seja
i Un () (2.23)
n=1

um série de fungoes u,, : I — R definida em um subconjunto I € R. Suponha que existam

constantes M, > 0 tais que
o0
> M,
n=1

convirja e |u,(x) < M,| Vz € I. Entao, a série de fungoes ([2.23) converge uniformemente

em I.

Vamos calcular o médulo de f(z)
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_ %, ¥ nme nme
|f(z)| = 5 —1—7;(%003( 7 )—l—b sen( 7 ))‘
< % + Z (ancos( )—I—b sen <n7m:>>‘
n=1
< | o (mm:)
<3 cos
—%+ZH ( ) > Il foen ()
= ? Qp| |COS ’ Sen T ‘

Como ay € uma constante, e

cos (nzx)‘ <1 sen (nzx)’ <1 (2.24)
temos que
D) <3 Jan| + D7 [bal = 3 lan| + [bn] (2.25)
n=1 n=1 n=1

Pelo lema de Riemann-Lebesgue sabemos que os termos a, e b,, tendem a zero
quando n tende ao infinito. Porém isto nao é suficiente para dizermos que a série converge,

pois sabemos que a série harmonica

nao converge, mesmo com o fato de que o termo % tende a zero quando n tende ao
infinito. Entado devemos colocar algumas restrigdes sobre f(x), afim de que a série de

Fourier convirja para ela.

Vamos comegar supondo que f(x) seja integravel, absolutamente integréavel e pe-
riédica de periodo 2L. Entao, nos valendo de ([2.24)), podemos estimar

la,| = |/ x)cos mrx) dx| = /_LL |f(x)] |cos (nzx)

< / ©)| da (2.26)

dx

dx

|b,,| = ‘/L f(z)sen (nzm) dx| = /_LL |f(x)] |sen (T)
</ 2| dz (2.27)

Como f(z) é integravel e absolutamente integravel, existe M tal que

/LL f(z)|de = M (2.28)
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logo
la| <M e |b| <M  Vn

Essa limitagao nao faz com que a série (2.25)) convirja, pois uma série nimérica constante

nao converge.

Vamos restringir mais a fungao f(z), além das das restrigoes que ja utilizamos,
iremos supor ainda que a derivada f’(z) seja integravel e absolutamente integravel. Inte-

grando a,, e b, por partes obtemos

La,, = /LL f(z)cos (mgx) dx

tan = (1) (qroen (T = [ 7o (sen ()
La, — an [f(L)sen (”ZL) — f(~L)sen (””(L_L)ﬂ (2.29)
o [ Fwen (U7
Lan = = [F(0)0) = S(-D)O)] = = [ fwysen ("T5) da
0 = —nlﬂ _LL f(aysen (U7 e (2.30)

Logo, nos valendo novamente de ([2.24]), temos

L
anl < [ 17 do

nm

Como f'(x) é integravel e absolutamente integréavel

M
la,| < — n=1,2,.. (2.31)
n
Analogamente para b,

b, = = lf(L)cas (””L) — f(=L)cos (””(L_ L)ﬂ + L7 pa)cos ("7") da

L nm J-L

Ly = 2 FL)(1) = FL)O)+ = [ Fayeos (“T ) do

nm nmJ-L

Como f(x) é periédica de periodo 2L, temos que f(—L) = f(—L +2L) = f(L), logo

1 rL nmx
b= [ fw)eos (V1) d 2.32
[ rwes () s 232
Do fato que f’(z) é integravel e absolutamente integravel e (2.24)) obtemos

M
bal<—  n=12.. (2.33)

Isto ainda nao garante a convergéncia, pois, como ja vimos antes, a série harmonica nao

converge.
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Agora vamos supor que a segunda derivada também é integravel a absulatente

integravel. Integrando por partes (2.29))
1 /L
a,=——1_[ f'(x)sen (T) dx

nm.J-L

o[ o () s (252

= W) = PR - [ o ("0 da

Como f”(x) é integravel e absoltamente integravel

] n2L7T2 /_LL ()| de < % n=12 ..
Analogamente para b,
by = nfﬂ/_LL ()] da < % n=12, .
Sabemos que que a série
i 1
a1 1

(2.34)

(2.35)

converge. Entao pelo Teste M de Weirstrass, a série de Fourier converge se f(z) é periodica

de periodo 2L, com primeira e segunda derivadas integraveis e absolutamente intergraveis.

Porém podemos mostrar que a série de Fourier converge com menos restrigoes em f(x).

Teorema 2.1.7. Seja f uma funcao continua e periédica de periodo 2L, tal que a sua

derivada ¢é integravel e absolutamente integravel. Entao a série de Fourier de f converge

uniformemente para f.

Demonstragio. Notemos que das relagoes (2.29) e (2.32)) podemos concluir
1 (L 1
a,=——1_[ f'(x)sen <n2x>

nm.J-L

L) [ ()
() [ ()] -~

nmJ-L

dr = —— ' f'(z)sen (m;z:) dx

(2.36)

(2.37)



Capitulo 2. Teoria de Fourier 22

onde a!, e b/, sdo os coeficientes da série de Fourier de f’(z) De (2.25), (2.37) e (2.36)

)£ (4154

> (sl + 1)
N L
v, ) le( ! ) (2.38)

T =
j=

b/
J

o

< (3llt+ 5

Agora vamos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R", que estd

+ 165

(2
5t

definida a seguir

iYi

Aplicando ([2.39) em ([2.38)

N

_1
2

L1y, AR R 2
- - |+ (b - = A
Wj;j<aj J) W];(]) L;(a] J)]
- 1 1
L n 1 2 n 22
55 B ew
j=1 Lj=1

Usando em ({2.40)) a desigualdade (|a|+]0])* < 2(a®+b%), que é a desigualdade de Cauchy-

Schwarz em R?, obtemos

=
D=

L
T

er [zn:(a; + |V

12 j=1

[ n 1 2 2
ZJQ [le(a; +v, )]
L= ] Jj=

_ 1

2 /2 :
+1, )]

ﬁl\lh
M=
sl -
M=

<.
Il
-

V2 [ 1|2 & 2 'NE
=— 1> 5 Z(@ + |V > (2.41)
T =) j=1
Notemos que
L
=

converge, e

2 ,12
+v, >

converge em virtude da Desigualdade de Bessel, logo a série

i_’fl (laa] + Ibul)

¢ majorada por

2[5 5 ]

n=1

(I + |b;|2)]

Isso implica na demostracao do teorema. O
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Teorema 2.1.8. Seja f uma funcao seccionalmente continua e periddica de periodo 2L,
tal que a sua derivada ¢é integravel e absolutamente integravel. Entao a série de Fourier
de f converge uniformemente para f em todo intervalo fechado que nao contenha pontos
de descontinuidade de f.

Teorema 2.1.9. (Igualdade de Parseval) Seja f : R — R tal que a série de Fourier

de f convirja uniformemente em [—L, L], entao
Loy (2, 2y L [* 2
b+ X (@ + i) = [ V@)

Onde ag, a, e b, sdo os coeficientes de Fourier.

Demonstragdo. Se a série de Fourier de f(x) existe, entao:

=2o—i-2ancos< ) Zb sen (m;x)

+ <a20 <nz_:1 @,,COS <an> + nzz:l b,sen (nz:c))
+ Z a,,COS (m) + Z b, sen <n77> dx
n=1 L n=1
L [a? N i (mrx) ag i b (mrx)
= — a,C0S | —— — nSEMN
—L 4 n=1 L 2 n=1
o nz:: a,coS (nzx) + % nZ::l b,sen (nzx)
oo o0 2
; nCOS Tx ) (gz:l b,sen T))
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/_LL [f (@) do = /_LL [Z nc0S ("m) [ao >~ ancos (”m) > sen( )]

n=1
)

T

St () [t S () + e ()
L a0 [ao N Zan008< > + Zb sen (m )H

~ [ [ eos () Lo

# 3 sen (M) )]+ 1160

- /_LL nfjl anf(w)cos (“7° ) da

— gjl a /_LL F(x)cos (”Zx) dz

+ g:lbn /L f(z)sen (”Zx) do+ 2 LL f(z)da

Note que:

/LL f(x)cos (T) dr = La,, /LL f(x)sen (nzx) dx = Lb,

/_LLf(l'):Lao

Com isso temos

/_LL [f(x)]zdx = i an[La,] + i bu[Lby] + %[Lao]

1 n=1

= i Lan)? + i L(b,)* + L@‘g)2

n=1

3
Il

- f:L (a2 +02) +L;a§

o [ e = L3+ 3 (a2 +82)

n=1
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2.2 Transformada de Fourier

Nesta secao, definiremos a transformada de Fourier e algumas de suas proprieda-
des, utilizaremos o livro (IORIO| 2005).

Definig¢ao 2.2.1. Seja f(z) uma fungio integravel real ou complexa, tal que

/+°° | f(2)|da < oo.

— 00

A transformada da Fourier de f(x), denotada f (&), é dada por:
Flf@)=f©) = [ f@)ed

Proposicao 2.2.1. Sejam duas fungoes f(z) e g(z), tais que existam as suas transforma-
das de Fourier f (&) e §(&), respectivamente. Dados v e § constantes reais ou complexas,

temos que:
Flaf(x) + By(2)] = oF [f(x)] + BF [g(x)] = af(€) + B(€)
Demonstracao.

Flaf() +59)] = [ [af o)+ Bgta)) e dr = [~ af(a)e ™ + Bg()e e ds
= [T ar@ear+ [T pgt)e S dn = a [ faye s
+ B /_ O:O g(x)e % dx
= aF [f(2)] + aF [g(x)] = af(§) + 53(&)
[

Proposigao 2.2.2. Seja f(z) uma fungao diferencidvel tal que a sua transformada de

Fourier exista e lim, 4+ f(x) = 0, entao:
Ff (@) =if (&)

Demonstracao.

= /_O:o f(z)e " dx

Utilizando a integracao por partes, obtemos:

FIr@)=le @) - [ f@)(-ige “d
= Jim [¢ e >]— lim_ [ i f >}—<—z‘s> | r@e e

= lim. [J;Ei)] — lim_ [J;ZE ] + i€ /_OO f(z)e ™ dx
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Como |e %% < ¢ Vz € Relim, . f(x) =0 segue lim, 4 [f( )} = 0. Logo,

el

—i¢ [ fl@)e da = i6F [f(2)] = i€f(©)
O
Observagao 2.2.1. Para calcularmos a transformada de Fourier de derivadas de ordem

f (”)(:U), apenas repetimos o processo, porém todas as derivadas de ordem menor que n e

a funcao f(x) devem tender a zero quando x tende para +oo.

De maneira geral, escrevemos esta proposigdo da seguinte maneira: seja f(x)

uma funcdo n-vezes diferenciavel. Se para cada N € N, tal que N < n, temos que
limy 100 fN)(2) =0 e lim,_2o f(z) = 0, entdo:

Fr™@)] = 69" )
Proposigao 2.2.3. Seja f(z) uma fungao tal que a sua transformada de Fourier exista,

e a uma constante, entao:

Fle“ f(2)] = f(& + ai)
Demonstragao.
]:[ea’”f(x)} _ /_00 axf zgzdx _ / f z§x+axdx _ /_o:o f(x)eac(fi@ra)dx

Note que z(—i€ + a) = x(§ + ai)(—1), logo:
Flewfo) = [ f@)e e de = [~y

¢ e ai sdo constantes em relacdo a x, logo podemos fazer K = £ + ai, com isso obtemos:

| f@e e = f(K) = fi¢ +ai)

—0o0

pois K = & + ai. ]

Proposigao 2.2.4. Sejam f(x) uma funcao tal que a sua transformada de Fourier exista,

e a uma constante, entao:

Flflx—a)]=ef(€)

Demonstragao.

Flf(x—a)l /Oof:c—a KTy

oo

Facamos s=x—a=x=s+a e ds=dx com issotemos:

Flflz—a)] = /_OO f(s)e Tt ds = /_OO Fs)e €€
.F[f(ff — CL)] — /_Oo f(s)e_iﬁse_ifads _ e—ifa -/_OO f(s)e_ifsds

Flf(x —a)] = e “F [f(s)] = e f(€)
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]

Proposigao 2.2.5. Seja uma fungdo f(z) uma fungao integravel, tal que a sua transfor-

mada de Fourier exista e f(0) = 0, entéo:

F|[ o] = i

—0o0

Demonstracao. Vamos definir a seguinte fungao:

1mMos:

g@@) = [ fir)r
Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que:

g'(x) = f(x) (2.42)

Se lim, 1., g(x) = 0, podemos usar a propriedade Note que:

lim g(xz) = lim /_xoo f(r)dr = /_O:O f(r)dr = /_O:O f(r)eOrdy

T—00 T—00

A

= f(0)=0
Por outro lado

Jim g(@) = tim [ gy = [ " jr)dr =0
Aplicando a propriedade 2.2.2] obtemos:

Fly'(x)] = i&F [g()]
Note que:

g@) = [ s e @)= @)

Com isso temos

FU@) = ir [[* i) & cF @) =F[[ o
o F| [ smar] = Li©
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Definigao 2.2.2. Sejam f(z) e g(z) fungoes integraveis cujo produto também é integravel,

denotamos f * g a convolucao de f e g, que é definida por:
(@) = [ fir)gla—r)d

Proposigao 2.2.6. Sejam duas fungoes f(z) e g(x), tais que as suas transformadas de

Fourier existam, entao valem:

F(f*9)@)] = F(©)3(©) (2.43)

(f#9)(€) =2m(F) [f(2)g(@)] ou F'[(f*9)(€)] = 2nf(z)g(x) (2.44)

Demonstragdo. Para (2.43]) temos:

rigean = o o= [ soseow] <
-/ Zf( ot — e v = [~ / ol — Yo € dadr
= /wOf T) { . g(z —r)e Zixdaj} dr = LOO £(r) {e—ifrg(g)} dr

FF @] = 5 [ Fra@estae = o [ [T foyate - o] e
= [ [ Fwiate - vyestauis
= [ [ Fwate - vyestagao
= o [ a0 [ ate - veae] aw
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Fazendo u = £ — v temos £ = u + v e du = d§ obtemos:

/_O:O f(v) [/_O:O Q(u)ei(uﬂ)””du: dv
h HO) {1 /_O:OQ(U)ei“zei“"”du: dv

= /_ fv)e® {;ﬂ /_OO g(u)ei”’”du: dv

o0

=) [ fwyeio = o) 3" [ et

[]

Definicao 2.2.3. Seja f (&) uma funcado real ou complexa. A transformada inversa de
Fourier ¢ definida como:

1

T or

f@) =F[f©)] = 5 [ feed

Teorema 2.2.1. (Igualdade de Parseval) Sejam f(z), f(f) e g(z) absolutamente

integraveis em (—o00,00), ou seja:

S f@)|de < 0o [25 |f(O)lde < 00 [25 |g(x)dz < oo

Se f(x) é C' por partes em (—o0, ), entdo:
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3 Equacao do Calor

Neste capitulo deduziremos a equacao do calor homogénea e encontraremos a sua
solucdo. Utilizaremos os livros (BLEECKER) |1995) e (BOYCE; DIPRIMA; MEADE,

2001).

3.1 Deducao da Equacao do Calor Homogénea dada pela Lei de

Fourier

Nesta secao serda deduzida a equacao do calor homogénea. Usaremos como base a
dedugao que esta no livro (BLEECKER), [1995)).

X

o

0 = AHx b L

Figura 1 — Barra de comprimento L. Fonte: Pagina 122, (BLEECKER) [1995)

Bleecker diz que o fluxo de calor s6 ocorre ao longo da barra na direcdo do eixo
x, onde estd colocada estd barra (Figura [1)). Nesse caso, dizemos que o fluxo de calor é

unidimensional.

Suponhamos uma barra homogénea feita de um material condutor de calor de
comprimento L, calor especifico C (quantidade de calor necessaria para elevar um grau
uma unidade de massa) e densidade D. A drea da se¢ao transversal A deste cilindro, é
uniforme e muito pequena em relacdo ao seu comprimento, de maneira que a temperatura
¢é constante em A e serd representada por u(z,t), isto é, a funcdo wu(z,t) representa
a temperatura na barra na secdo transversal xr no instante de tempo t. Suponhamos

também que este cilindro nao troca calor com o ambiente, exceto em suas extremidades.

Suponhamos agora uma placa com comprimento pequeno Az entrada em algum

x = xy. Pela Equacdo Fundamental de Calorimetria ((1.1.1)), sabemos que a energia para
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aquecer uma placa até uma determinada temperatura é (Q = CmAT. Queremos aquecer
a placa de 0 até u(xg, t), entao temos que AT = u(xp,t) —0 = u(zg,t). Comom = DAAx,
entao temos que

Q = C(DAAz)u(xg,t)

Agora vamos tomar um intervalo qualquer [a, b] tal que 0 < a < b < L. Fazendo

Ax tender a zero e somando a energia de todas as placas entre a e b, ou seja:

Alggo [CDAAx (u(zy,t) + u(za, t) + ... +u(zy,, t))] = CDA Ali«rgo LZ; u(s, t)Aﬂfl
emquea <z <xy<..<x,<0b

Como Az tende a zero, temos uma soma de Riemman, logo:

CDA Alcicril() [Z u(xi,t)Ax] =CDA /bu(x, t)dx = E(t) (3.1)

=1

onde E(t) representa a energia térmica no instante t.

Pela Lei de Fourier temos que a taxa que a energia térmica passa por uma
secao transversal é —K Au,(z,t). Como assumimos que a barra ¢é isolada, a inica maneira
em que o calor pode entrar no intervalo [a,b] é através das se¢oes transversais © = a e
x = b. Portanto, a taxa com que a energia entra no intervalo serd a taxa com a qual a
energia entra em x = a menos a taxa com a qual a energia sai em x = b. Entao temos

que:

E'(t) = —K Aug(a,t) — (= K Aug (b, t)) = K Aug (b, t) — K Aug(a,t) = [K Aug(z, )]
Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que:
b b
B() = [K Auy (o, 0)], = [ dd (K Aus(a,0)de = [ KA (e, 0de (32)
a AT a
Podemos calcular E’(t) diretamente em ({3.1))
d [ b
E'(t) = pr [/ CDAu(x,t)dx]

Como a fungdo u(x,t) é continua em [a, b], pela Regra de Leibniz temos que:

E't) = C‘Zt l / ’ CDAu(x,t)dx} - / bgt [CDAu(z, 1)) dz = / ODAw(z, A (3.3)

De (3.2) e (3.3)) obtemos a seguinte igualdade:

b b
/CDAut(x,t)dx:/ K Aug,(x,t)dx
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Dividindo ambos os lados por C DA, obtemos que

b b KA bK b
/Llut(x,t)dx: ; Wum(:ﬁ,t)dx:/a C—Dum(x,t)dx:/a kg, (2, t)dz

_ K.
onde k = oD

Com isso obtemos

/ " ((,t) — kua(z, 1)) dz = 0 V[a,b] € [0,1] e W0 (3.4)

Como k é uma constante, e supomos u uma funcao tal que a integrando em ({3.4))
¢é continua, segue que
ur(z,t) — kg, (z,t) =0 Ve e[0,L] e Vt>0 (3.5)

A equagdo (3.5) é chamada Equagdo Unidimensional do Calor dada pela Lei de

Fourier. A constante k é calculada experimentalmente e depende do material, sabe-se que

Material k (em?/s)
Prata 1,71
Cobre 1,14

Aluminio 0,86

Ferro Fundido 0,12

Granito 0,11
Argila 0,0038
Agua 0,00144

Tabela 1 — Constante de Difusitividade Térmica. Fonte: (REIS| 2014)

3.2 Solucao do Problema Homogéneo

O modelo de Fourier da equacao do calor homogénea ¢ denotado por
u —kug, =0  x€[0,L] t>0
Condigoes de Contorno (3.6)
Condigoes Iniciais

Para resolver esta equacgao, usaremos o Método de Separacao de Variaveis. Esse

método consiste em supormos que a solugdo do problema é da forma u(z,t) = X (z)T(t).

Substituindo a solugao suposta na equagao (3.6) obtemos que

d 0?
i (X (2)T(t)] - k@ [

X (2)T'(t) — kX"(2)T(t) = 0

X(z)T(t)] = 0, entdo
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Separando as variaveis, obtemos que

X"(z) _ T'(1)
X(z) T(t)k

Como o lado esquerdo independe de t e o lado direito independe de z temos que

X'@) T
X(x) T(t)k

com isso, temos as seguintes equagoes diferencias ordinarias:

X"(z) —aX(z)=0 (3.7)
T'(t) = akT(2) (3.8)

3.3 Caso 1: Condicoes de Contorno de Dirichlet
Suponha o seguinte problema de valor inicial
ug(x,t) — kug,(z,t) =0 2 € (0,L) t>0

u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0 (3.9)
u(z,0) = ¢(x) x € (0,L)

Supondo que a solugao é da forma wu(z,t) = X (x)T'(t), obtemos as duas equagoes
diferenciais ordinarias em (3.7)) e (3.8)). Através das condi¢oes de contorno

w(0,4) =0 = X(0)T(t) = 0 = X(0) =0 (3.10)

w(L,t) = 0= X(L)T() = 0= X(L) =0 (3.11)

Note que se T'(t) fosse igual a zero, isso implicaria na solucao trivial, ou seja,
u(z,t) =0, pois u(x,t) = X (z)T'(t).

Agora iremos solucionar as EDOs, comegando pela equagao (3.7)). Iremos resolver

a equacao para cada valor de a. Para a = 0 temos:

X"x)=0= X(z)=Ciz+ Cy

Para descobrir o valor de C; e Cs, utilizaremos (3.10]) e (3.11)).
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X(L)=0= Cy(L)+ Cy =0, porém C, = 0, logo:
= CL+0=0=C, =0

Se C e Cy sao nulos, isso implica que X (x) = 0, e isso resulta em u(z,t) = 0,

porém a solucgao trivial ndo nos interessa. Se a > 0 obteremos a seguinte equacao:

X"(z) —aX(z)=0 (3.12)

Para resolvermos esta equacao iremos supor que a sua solucao é da forma

X(z) = M (3.13)

Agora, iremos substituir a solugao (3.13) em (3.12))

d2
X"(x)—aX(z)=0= e {e)‘z} —ae =0

S A2 — e’ =0
SN -—a=0c\=+Va
:>>\1:\/a e )\2:—\/5

Com isso temos duas solucoes:

Xy, (z) = eVo® (3.14)

Xy, (z) = e7Voe (3.15)

Pelo Principio da Superposicao, de (3.14)) e (3.15]) obtemos que

X(x) = C5eV® 4 Cye~Vor

Vamos usar novamente (3.10)) e (3.11]) para descobrir o valor das constantes.

X(0)=0= C3eV°O 4 CeVoD) = 0= C5 + C, = 0 (3.16)
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X(L)=0= CseVol 4 Qe Vol =0 (3.17)

De (3.16)) e (3.17]) obtemos o seguinte sistema de equagoes:

Cs5+Cy=0
P (3.18)
036\/EL + 046_\/511 =0
Da primeira equacao do sistema temos que C3 = —C}, substituindo este resultado

na segunda equagao obtemos:
—046‘/5L + 046_‘/5L =0& (4 (e_‘/aL - e‘/aL) =0
< Cy=0 ou eVl _oval —

Se Cy for nulo, entao Cj serd nulo também, e isso implicard em X (x) = 0 o que

resultard na solugao trivial. Vamos verificar se a outra alternativa é possivel.

e Vel _ Vol — o eVol — Vel o /oL = \JaL < —/a = va

Isso s6 acontece somente se a = 0, porém supomos que « > 0, entao, neste caso,

também temos a solugao trivial. Agora nos resta a tltima alternativa, se a < 0, obtemos:

X"(z) = (—a)X(2) =0 X"(z) + aX(z) =0 (3.19)

Iremos utilizar o mesmo método que no caso anterior, vamos supor que a solugao

é da mesma forma que em (3.13)). Com isso iremos obter a seguinte equagao:

MNita=0N=-acl=t/-a=>M=iva e l=—-ia

Com isso temos as seguintes solugoes:

X (@) =V Xy, (2) = /()

Utilizando a Férmula de Euler, obtemos:

Xy, (z) = cos(v/ax) +isen(var) Xy, (r) = cos(—vax) + isen(—v/ax)
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Notemos que cos(z) é uma fungao par e sen(x) é uma fun¢ao impar, entao podemos

reescrever estas solugoes como:
X, (%) = cos(v/ax) + isen(y/ax) (3.20)

Xy, (7) = cos(v/az) — isen(v/ax) (3.21)

Queremos solugoes reais, entdao temos que usar algum artificio para eliminar o
termo complexo. Notemos que o conjunto solugao é um espago vetorial, entao a soma (ou
subtragao) entre as soluges, ou ainda se multiplicarmos a solugdo por uma constante,

elas continuarao sendo solugoes. Usando desse fato, definiremos:

_ X>\1 (SL’) + sz(x) _ X>\1 (I) _‘ X>\2 (I)

Xa(x) 5 Xp(z) 5 (3.22)
Com isso obteremos:
Xa(x) cos(v/ax) +isen(y/ax) + cos(y/ax) — isen(y/ax)
alx) =
2
2
= 005(2\/(_133) = cos(v/ax)
Xp(2) cos(y/ax) +isen(y/ax) — cos(y/ax) + isen(y/ax)
BlT) = .
29
9
_ zsenz(;/&x) _ sen(y/ar)
Usando o Principio da Superposicao, obteremos a solucao de (3.19)):
X (x) = Cscos(v/ax) + Cgsen(v/ax) (3.23)

Agora utilizaremos as condi¢oes de contorno para determinar o valor das constan-

tes:

X(0) =0= Cscos(0) + Cgsen(0) =0 Cs +0=0<C5; =0

X(L) =0 = Cscos(v/aL) + Cgsen(v/aL) = 0, porém Cs = 0, logo:
= 0+ Cgsen(yv/aL) =0 & Cgsen(y/aL) =0
& Cs=0 ou sen(yaL)=0
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Se (g € nulo, entao obteremos a solugao trivial, por outro lado:

2
sen(val) =0 & yalL =nr & azT@a:(T)

Substituindo a e C5 em (|3.23)):

Xn(x) = Cgsen ( (ng>2x) = Cgsen <n7rL:1:> (3.24)

2
Agora encontraremos a solugao de 1} para o = (%) , note que supomos o < 0

para resultar neste valor, logo:

2
T'(t) = —akT(t) = T'(t) = — (”5) KT(f) (3.25)
E fécil ver que a solucdo desta EDO é:
nr\2
T, (t) = Cre () H (3.26)

A solugao do problema (3.9) ¢ dada por u(z,t) = X (x)7T(t), substituindo (3.24)) e
(3.26)) obtemos uma solugao diferente para cada n.

nmx

un(x,t) = Cgsen (L) C’ye_(nLi)th (3.27)

Aplicando o Principio da Superposicao obteremos:

u(z,t) = ,:21 by,sen (T) () ke (3.28)

Nos agregamos as constantes que aparecem por causa do Principio da Superposi¢ao
e as constantes Cs e C; em b,,. Agora sé precisamos descobrir b,, faremos isto utilizando

a condicao inicial.
Como u(z,0) = ¢(x)

o(r) = i b,sen <mer> () kO) — i b,sen <n7lr/x> (3.29)
n=1

n=1

Da ortogonalidade da fungao seno temos que

L 0,sen#m
/ sen (mrx) sen (mww) dx = 7 (3.30)
0

L —
5,8en=m
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Primeiramente iremos multiplicar ambos os lados da equacao (3.29) por sen (m}j I)

Entao, apés isto, vamos integrar ambos os lados da equagao em [0, L].
L L
/0 o(x)sen (mzrm) dx = /0 nz::lbnsen (T) sen (mzx) dx
00 L
Z bn/o sen (nz:):) sen (m;m) dz

n=1

(5)

O Teorema nos permite integrar esta série termo a termo.

I
S

A integral vai resultar zero até n ser igual a m, neste caso a integral ira resultar
%. Ja que o unico valor de m que nao anulard o lado direito da equagao é m = n, entao

poderemos trocar m por n no lado esquerdo da equacao.

/OL o(x)sen (szx) dz = b, (5) &b, = E/OL o(z)sen (T) dx (3.31)

A solugao do problema ([3.9)) é

nmx

u(x,t) = i b,sen (L) o () he ,onde b, = E/OL o(x)sen (TLLWI) dr  (3.32)
n=1

3.4 Caso 2: Condicoes de Contorno de Neumann

Neste caso, as condigoes de contorno sao sobre o fluxo de calor nas bordas da

barra. Suponha o seguinte problema

U — kttgy = 0 z € (0,L) t>0
w(0,8) =0 wug(L,)=0 >0 (3.33)
u(z,0) = f(x) z € (0,L)

Supondo que a solugao é da forma u(z,t) = X (x)7T'(t), obtemos as duas EDOs em

(3.7) e (3.8)). Através das condigoes de contorno

uz(0,1) = 0 = X'(0)T(t) = 0 = X'(0) = 0 (3.34)

ua(Lyt) =0 = X'(L)T() = 0= X'(L) =0 (3.35)

Como vimos anteriormente, se T'(t) fosse igual a zero, isso implicaria na solugao

trivial, ou seja, u(z,t) = 0, pois u(x,t) = X (z)7T'(t).
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Agora iremos solucionar as EDOs, comecando pela (3.7). Para a = 0 temos:

X"z)=0= X'(z) =C, = X(x) = Ciz + Cy

Utilizando as condigoes de contorno obtemos:

Com isso obtemos um solucao constante, ou seja:

X(z) = C, (3.36)

Para o > 0 temos que:

X"(z) —aX(z)=0

Iremos resolver esta EDO da mesma maneira que resolvemos na se¢ao anterior,

Ax

supondo que a sua solugao é da forma X (z) = e*®. Isso resultard em uma equagao do

segundo grau, na qual encontraremos os valores de A\. Esta EDO terd duas solugoes, ja

vistas em (3.14)) e (3.15)), pelo Principio da Superposi¢ao obtemos:

X(z) = C3eVoT 4 Cpe™Vor (3.37)

Agora, vamos derivar a equagao (3.37), para podermos aplicar as condigoes de

contorno.

X'(z) = Cyy/aeV® — Oyn/ae™Ver

Aplicando as condigbes de contorno:

X'(0)=0= Csv/a—Cy/a=0 (3.38)

X'(L) = 0= Cs/aeV®t — Cy/ae Vot =0 (3.39)

De (3.38]) e (3.39) obtemos o seguinte sistema de equagoes:

Csv/a — Ciy/a =0

(3.40)
Ca/aeVel — Cy\Jae Vel =0
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Da equacao (3.38]) obtemos C3 = (Y4, substituindo isto na equagao (3.39)) obtemos:

Civ/aeY™ — Civ/ae ™ = 0 & Cy (VaeV™ — ae V™) =0
=Cy=0 ou VaeV*r—yae Ve =0

Se Cy = 0, entao obteremos a solucao trivial, por outro lado:

VaeVel — Jae Ve = 0 o JaeV = Jae v
& Va=—Va

Esta igualdade é verificada somente se a = 0, porém supomos que a > 0, logo
Cy = 0, o que implica a solucao trivial. Faremos o mesmo procedimento para o < 0, de

onde obteremos as seguinte solucoes:

X (x) = eVor X, (z) = e (-VER)

Utilizando a Férmula de Euler, e o fato de que cos(x) é uma funcao par e sen(x)

é uma funcao impar, podemos reescrever X, (z) e X,,(x) como:
X, (%) = cos(v/ax) + isen(y/ax) (3.41)

Xy, (7) = cos(v/az) — isen(v/ax) (3.42)

Como queremos solucoes reais, utilizaremos o mesmo artificio utilizado na secao
anterior, ou seja, iremos nos valor do fato de que o conjunto solugdo de uma EDO é
um espago vetorial. Utilizando a mesma férmula utilizada em e o Principio da
Superposi¢ao, obteremos a solucao da EDO .

X (x) = Cscos(v/ax) + Cgsen(v/ax) (3.43)

Derivando (3.43), poderemos aplicar as condiges de contorno.

X'(z) = Cs\/acos(v/ax) — Csy/asen(y/azx) (3.44)

Aplicando as condig¢oes de contorno em ((3.44]):

X/(O):0:>06\/EZO:>06:0
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X'(L) = 0 = Cgv/acos(v/aL) — Csy/asen(y/aL) ,porém Cgs=0 logo:
= —Csvasen(v/aLl)=0=Cs =0 ou +asen(y/aL)=0

Se C5 = 0, entao obteremos a solucao nula, por outro lado:

Vasen(val) =0« sen(val) =0 al =nt & a = (nL7T)2

Substituindo Cy e o em ([3.43)) obteremos:

X, (z) = Cscos (mg:v) (3.45)
Para a EDO (3.8)), j4 sabemos que sua solugao é da forma apresentada em ((3.26])

s

() = Cre~ () H (3.46)

A solugao do problema (3.33) é dada por u(x,t) = X (x)T'(t), substituindo (3.45)

e (3.46)) obtemos uma solugao diferente para cada n.
nm 2
up(z,t) = Cscos (T) C7ef(f) M (3.47)

Aplicando o Principio da Superposicao obteremos:

Un(@,1) = ) ancos (nzx) e (E) R (3.48)
n=1

Nos agregamos as constantes que aparecem por causa do Principio da Superposi¢ao
e as constantes C5 e C7 em a,,. Agora sé precisamos descobrir a,,, faremos isto utilizando

a condicao inicial.

Como u(z,0) = ¢(x)

1= S () 0 S (1)

n=1 n=1

Da ortogonalidade da funcao cosseno [2.1.1] temos que

L nwL mmx
/0 cos ( T ) cos (L) dx = {0, sen #m (3.49)

Primeiramente iremos multiplicar ambos os lados da equacao por cos (”i””) En-

tao, apés isto, vamos integrar ambos os lados da equagao em [0, L].
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/OL o(x)cos (m;mc) dr = /OL i a,,COS (mra:) cos <m7rx) dx

O Teorema [2.1.5 nos permite integrar esta série termo a termo.

42

A integral vai resultar zero até n ser igual a m, neste caso a integral ira resultar

%. Ja que o tnico valor de m que nao anulard o lado direito da equagao é m = n, entao

poderemos trocar m por n no lado esquerdo da equacgao.

/OL o(x)cos (nzx) dx = ay, (g) & a, = i/oL o(x)cos (nzx) dx

A solugao do problema ([3.33) é

e nm 2
u(w,t) =ag+ Y aycos <nzx> e ()t

n=1

onde a, = i/oL o(x)cos (m;x) dx e ag = 2 /OL o(z)dz

(3.50)

(3.51)
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4 Equacao do Calor Nao Homogénea

4.1 Definindo a Equacao do Calor nao-homogénea

A equacao do calor homogénea nao leva em conta que fatores internos ou
externos possam interferir com a dinamica do calor, ou seja, o calor apenas entra pelas
extremidades e nao ha nada que altere o modo com que a calor se distribui. Nesta
Secao definiremos a equagdo nao-homogénea que leva em conta estes outros fatores, e

abordaremos método de resolucao.

A equacgao do calor nao-homogénea dada por Fourier é definida como:

ug(x,t) — kg (z,t) = f(z,t) 2x€(0,L) t>0
Condigoes de Contorno (4.1)

Condigoes Iniciais
O método de solucao para este problema consiste em supormos que
u(x,t) = w(z,t) + vz, t)
onde v(x,t) = uy(x,t) + uz(x,t) e w(zx,t) satisfaz as condigoes de contorno, ou seja, para

as condigoes de contorno de Dirichlet

u(0,t) = a(t)

w(0,t) =a(t) e w(L,t)=>b(t)
uw(L,t) = b(t)

ou, para as condi¢oes de Neumann

u(0,1)
ug(L,t)

(t)

L w0, =alt) e wa(L,t) = b(t)
b(t)

Ao substituir a u(z,t) que supomos em (4.1)) obtemos:

9] 0?
5 [w(z,t) +v(x,t)] — k@ (w(z,t) +v(x, 1)
=z, t) — kuge(x,t) + wi(x, t) — kwy(, 1)

= vz, t) — kvge(z,t) = fx,t) — (w(z,t) — kwee(z,1))

Fazendo h(x,t) = f(z,t) — (wi(x,t) — kwge(x, 1)), obtemos o seguinte problema:
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v(x,t) — kvge(z,t) = h(z,t)

Notemos que v(z,t) = u(x,t) —w(z,t), entdo, como w(x,t) satisfaz as condi¢oes
de contorno de (4.1)), obteremos um problema em v(z, y), cujo suas condigoes de contorno
serao homogéneas. Nés ainda nao conseguimos resolver o problema em v(z,t), entdao para
encontramos a solugao da equagao iremos nos valer do fato que v(z,t) = uy(x,t) +us(x, t),

ou seja:

()i, ) = k(un)a(, 1) + (u2)i(2, 1) = F(U2)ea(, 1) = (2, 1)

Podemos dividir este problema em duas partes apenas supondo que (uy)(z,t) —

k(uy)ze(z,t) = 0, com isso obtemos as seguintes equagoes:

(u1)e(@, 1) = k(1) aw(2,t) = 0 (4.2)

(u2)i(x,t) — k(ug)zz(x,t) = h(x,t) (4.3)

A equacao (4.2) sabemos como resolver, e a equagao (4.3)) iremos solucionar pelo
)
Principio de Duhamel [4.2.1] Faremos a condigao inicial de (4.3)) ser homogénea, e isso nos

permitira aplicar o Principio de Duhamel.

A solugao do problema (4.1)) serd dada por
u(z,t) = w(z,t) +u(z,t) + ug(z, )
4.2 O Principio de Duhamel
Lema 4.2.1. Sejam f(t,s) e fi(t,s) fungdes continuas, entao

jt Uotf(t,s)ds] = f(t,1) +/Ot filt, s)ds

Demonstra¢io. Vamos definir uma funcao H(t,y), tal que:

Hity) = [ f(t,5)ds

Notemos que
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im@mziuﬁmm4

Pela Regra da Cadeia, tomando y(t) = ¢, obtemos

d

U E0)] = UL+ 7 [HE ) E )

= H(t,t) + H,(t,1)

Pela Regra de Leibniz temos

Hi(t,y) = C;i [/Oy f(t,s)ds] = /Oy fi(t, s)ds

Também temos H,(t,y) = f(t,y), pois estamos derivando em y, que é o limite

superior da integral em f. Entao como

m@@:iMﬁ@ﬂ@ e Hyt,1) = f(t,1)

temos que

d

]

Teorema 4.2.1. (Principio de Duhamel) Suponha h(z,t) uma fungao C? para 0 <

x < Let>0. Assuma que para cada s > 0, o problema

vy — kvgy = 0 re(0,L) t>s
v(0,t) =0 v(L,t)=0 t>0
v(z,0) = h(z,s) ze€(0,L)

possui uma solugao v(z,t) € C? | onde v(x,t), vy(x,t) sdo continuas em (x,t) e

para t = s também. Entao a solucao tinica do problema

up — kg, = h(z,t) ze€(0,L) t>0
u(0,t) =0 u(L,t)=0 t>0
u(z,0) =0 xz € (0,L)

¢ dada por
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u(z, t) = /Ot v(z,t — s)ds

Demonstracao. Notemos que, a funcao

u(z,t) = /Otv(x,t)ds

satisfaz as condicao inicial, ou seja:

u(z,0) = /00 v(x,0)ds = 0.

A fungéo u(z,t) também satisfaz ambas as condigdes do contorno, ou seja:
t t
u(0,1) :/ v(0,t)ds :/ Ods =0
0 0

t t
u(L,t) :/0 v(L,t)ds :/0 0ds =0

lembrando que por hipdtese v(0,t) =0 e v(L,t) = 0.
Pelo Lema [4.2.1] sabemos que

u(x,t) = jt {/Otv(:c,t)ds] =uv(x,t) + /Ot v (z, t)ds

Também sabemos, por hipdtese que v(x, s) = h(x, s) e vy — kv, = 0, logo v(z,t) = h(z,t)

e vy(x,t) = kv (z,t). Com isso temos que

82

t t
w(z,t) = h(x,t) +/0 kvge(z,t)ds = h(x,t) —1—/0 k@a:?

[v(x,t)]ds.
Utilizando a Regra de Leibniz ((1.2.3)), obtemos

u(z,t) = h(x,t) + kaa; {/Ot v(x,t)ds] :

porém
t
u(z,t) :/ v(x,t)ds,
0

logo
2

w(z,t) = h(x,t) + k:aagc2 [u(z,t)] = w(z, t) = h(x,t) + kug,(z,t)

= wy(x,t) — kug(x,t) = h(x,t)
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4.3 Caso 1: Condicoes de Contorno de Dirichlet

Suponhamos uma barra de comprimento L, cuja temperatura nas extremidades ¢é
dada por a(t) quando = = 0 e b(t) quando = = L. Suponhamos também que no instante

t =0, a dindnimica do calor é dada pela funcao ¢(z).

u(w,t) — kug,(z,t) = f(2,1) z e (0,L) t>0
u(0,t) =a(t)  w(L,t)=bt) t>0 (4.4)
u(z,0) = ¢(x) z € (0,L)

onde a(t) e b(t) sao fungdes continuas.

Vamos definir uma funcao

w(z,t) = [b(t)z“(t)] z + af(t) (4.5)

Notemos que (4.5 satisfaz as condi¢oes de contorno.

w(0,t) = [b(t)za(t)] (0) + a(t) = a(t) = u(0,1)

b(t) —alt
w(L,t) = [()La()] (L) +a(t) =b(t) —a(t) + a(t) = b(t) = u(0, L)

Iremos utilizar o método visto em (4.1, entdo vamos supor que a solugdo ¢ do
problema é da forma u(x,t) = w(x,t) + v(z,t), onde v(x,t) = uy(z,t) + ug(z,t). Substi-
tuindo u(x,t) suposto em (4.4)), obteremos um novo problema em v. Nos valendo do fato

de que v(x,t) = u(x,t) — w(x,t), temos que:

v(0,t) = u(0,t) —w(0,t) = a(t) —a(t) =0
v(L,t) =u(L,t) —w(L,t) =b(t) —b(t) =0
v(z,0) = u(z,0) — w(x,0) = g(x)

h(z,t) = f(z,t) — (wi(x,t) — kwe,(z, 1))

Isto resulta no seguinte problema:

v(x,t) — kvge(x,t) = h(x, t) z e (0,L) t>0
v(0,t) =0 v(L,t) =0 t>0 (4.6)
v(z,0)=g(x) x€(0,L)
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Sabendo que v(x,t) = uy(z,t) + ua(x,t), iremos dividir (4.6) em duas EDPs.

(ur)e(z, ) — k(uq)ex(x, t) + (u2)e(x,t) — k(ug)zz(x,t) = h(z,t) z € (0,L) t>0
v(0,t) = u1(0,t) + u2(0,t) =0 v(L,t) = uy(L,t) +ug(L,t) =0 t>0
v(x,0) = uy(z,0) + ug(z,0) = g(z) z e (0,L)
Supondo:

(un)e(,8) + (ur)za (2, 1) = 0 = (u)e(2, 1) + (u2)ea(2,t) = h(x, 1)

ul(O,t) =0= Ug(o,t) =0

u(L,t) =0 = us(L,t) =0

u1(z,0) = g(z) = ua(z,0) =0

obteremos os seguintes problemas:

(ur)e(z,t) — k(u1)ge(x,t) =0 x € (0,L) t>0
w(0,8)=0  w(L,t)=0 >0 (4.7)
u(z,0) = g(z) x € (0,L)

(ug)e(z,t) — k(u2)pe(z,t) = h(x, 1) z e (0,L) t>0
ug(x,0)=0  x€(0,L)

Como (4.7) é uma equagao homogéneas, de acordo com o que foi feito no capitulo

[3] segue que

0 ) 2 2 rL
(w)(z,t) =) bysen (mrx) e CEVE onde b, = —/ g(z)sen (W) dr  (4.9)
— L L Jo L

Para a equagao (4.8)), utilizaremos o Principio de Duhamel, ou seja, a solugao sera

da forma

ug(z,t) = /Ot z(z,t — s)ds

onde z(z,t) é a solugdo do problema:
2i(x,t) — kzpe(2,t) =0 z € (0,L) t>0

2(0,t) =0 2(L,t) =0 t>0 (4.10)
2(z,0) = h(zx, s) x € (0,L)
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Utilizaremos novamente o método do capitulo [3| para resolver (4.10)), entao

zn(z,t) = ;;1 d,(s)sen <m£x> 67(%)2ktdn(s) = E/OL h(z, s)sen (m;x) dx

onde

d,(s) = i/oL h(z, s)sen <mer> dx

Com isso, temos que a solucao de (4.8) é dada por

up(w,t) = [ 3 do(s)sen ("jjﬁ) e () k-9 g (4.11)

A solugéo da equagao (4.4) é dada por u(z,t) = w(z,t) +ui(x,t) + us(x,t), entdo

de , e temos que:

0 nm 2
u(z,t) = w(z,t) + > _ bysen <nzx> e () Rt

n=1

t e \2
+/ > du(s)sen (T) e (F) k=9 gg (4.12)
0 n=1

Onde:

g(x) = u(x,0) —w(zx,0) h(z,t) = f(z,t) — (w(z, t) — kwg(x,t))

4.4 Caso 2: Condicoes de Contorno de Neumann

Suponhamos uma barra de comprimento L, cujo fluxo de calor nas extremidades
é dado por a(t) quando = 0 e b(t) quando x = L. Suponhamos também que no instante

t =0, a dindnimica do calor é dada pela funcao ¢(x).

ug(x,t) — kuge(x,t) = f(x,t) x € (0,L) t>0
uy(0,8) = a(t)  wu.(L,t)=0b(t) t>0 (4.13)
u(z,0) = ¢(x) x € (0,L)
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onde a(t) e b(t) sao fungoes continuas
Vamos definir uma funcao
b(t) — a(t 2
w(x,t) = [()La()} (2) +a(t)x (4.14)

Notemos que (4.14) satisfaz as condigdes de contorno.

Iremos utilizar o método visto em na segao entao vamos supor que a solugao
¢ do problema é da forma u(z,t) = w(z,t) + v(z,t), onde v(z,t) = w(x,t) + us(z,t).
Substituindo u(z,t) suposto em , obteremos um novo problema em v. Nos valendo
do fato de que v(x,t) = u(z,t) — w(z,t), temos que

v.(0,t) = ux(0,t) — w,(0,t) = a(t) —a(t) =0
Ve (L, t) = ug (L, t) — we (L, t) = b(t) — b(t) =0
v(z,0) = u(z,0) —w(z,0) = g(x)

hz) = f(z,t) — (wy — kwyy)

Isto resulta no seguinte problema

vi(x,t) — kvge(x,t) = h(x, ) re(0,L) t>0
v(0,8) =0 v (L,t) = t>0 (4.15)
v(x,0) = g(x) ze (0,L)

Sabendo que v(z,t) = uy(z,t) + ug(z, t), iremos dividir em duas EDPs.

(ur)e(z,t) — k(ur)ex (2, t) + (u2)e(x, t) — k(ug)ze(x,t) = h(z,t) € (0,L) t>0
02(0,t) = (u1)2(0,8) + (u2)2(0,8) =0 v (L,t) = (u1)e(Lyt) + (u2)(L,t) =0 ¢t >0
v(x,0) = uy(z,0) + us(z,0) = g(z) z € (0,L)
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Supondo:

(ur)e(x,t) + (1) ge(z,t) =0 =
(u1)2(0,7) = 0 = (u2)4(0,¢) =
(u1)2(L;t) = 0 = (uz)a(L;t) =0
uy(z,0) = g(z) = uz(2,0) =0

( 2)i(@, 1) + (ug)ew (2, 1) = h(,1)

obteremos os seguintes problemas:

(uy)e(z, t) — k(u1)pe(z,t) =0 x € (0,L) t>0
(u1)(0,8) =0 (u1)e(L,t) =0 t>0 (4.16)
ui(x,0) = g(x) x € (0,L)

)
(u2)2(0,t) =0 (ug)o(L,t)=0  t>0 (4.17)

Como (4.16|) é uma equacao homogénea, de acordo com o que foi feito no capitulo
[3] segue que

(ur)n(,t) = ao + Z 1, COS <n2x> e~ () 'k (4.18)

n=1

nmwx 2 L
onde a, = L/ cos( >dx ag = Z/o g(x)dx

Para a equagao (4.17)), utilizaremos o Principio de Duhamel, ou seja, a solugao

serd da forma

ug(z,t) = /Ot z(z,t — s)ds

onde z(x,t) é a solugao do problema:

2i(x,t) — kzge(x,t) =0 2 €(0,L) t>0
2:(0,t) =0  z(L,t)=0 t>0 (4.19)
2(z,0) = h(z, s) € (0,L)

Iremos resolver (4.19)) pelo método do capitulo , logo

zn(z,t) = co(s

||M8
('3
e
VA
7N
3
~
]
N————
o
o3
§N
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9 L L
onde ¢,(s) = —/ h(z, s)cos (mm:) dx co(s) = —/ h(zx, s)dx
L Jo L 0
Com isso, temos que a solucao de (4.17) é dada por

us(x,t) = /Ot co(s) + ni::l cn(s)sen (W) e_(nfw)Qk(t_s)ds (4.20)

A solugao da equagao (4.13)) é dada por u(zx,t) = w(z,t) 4 ui(z, t) +us(x,t), entdo
de (4.14)), (4.18) e (4.20) temos que:

© nm 2
u(z,t) = w(z,t) + ag + »_ acos <n7rx> e~ () bty

n=1

4 [ eols) + 3 eals)eos (M7 ) ) K0 (121)

Onde:

g(x) = u(x,0) —w(zx,0) h(z,t) = f(z,t) — (w(x, t) — kwg,(x,t))
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5 A Equacao de Cattaneo

Neste capitulo abordaremos sobre o modelo hiperbdlico da equacao do calor e
vamos mostrar a existéncia de solucao classica. Utilizaremos aqui (LENARCZY], [2019),
(MARIN| 2011), (SARE; RACKE, 2009), (LUPA, 2007).

O modelo de Cattaneo é definido a seguir

ur(z,t) + auy(z,t) — fug,(z,t) =0 € (0,L) t>0
Condigoes de Contorno (5.1)
Condicoes Iniciais

onde (3 é a constante de difusividade térmica, e o é o tempo de relaxamento, um parametro

que leva em conta a velocidade finita de uma onda térmica.

Vamos supor que a solugdo de é da forma u(x,t) = X(x)T(t), substituindo
esta solucao em [5.1] obtemos:

DT e (VT — BT — o e DO T _ X'(@)
X(@T(1) + aX()T"(1) = BX"(@)T(1) = 0 & Zres + Tt = S

T'(t) + oT"(t) _ X"(z) K

pT(t) X(x)

Com isso obtemos duas EDOs para resolver:

X//(._'L')
X(x)

=K< X"(2) - KX(z)=0 (5.2)

T'(t) +oT"(t) _ [ SR _
g~ KegT (t)+6T(t) KT(t)=0 (5.3)

Analisaremos as EDOs para os possiveis valores de K, ou seja, para K positivo,

negativo e nulo.
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5.1 Caso 1: Condicoes de Contorno de Dirichlet

Suponhamos uma barra de comprimento L, cuja temperatura nas extremitades é

igual a zero. No momento t = 0, a temperatura da barra é uy.

ug(, t) + g (z,t) — Buge(z,t) =0 x € (0,L) t>0
w(0,8) =0  wu(L,t)=0 t>0 (5.4)
u(z,0) = ug u(z,0) =0  2€(0,L)

Notemos que a EDO (5.2)) é igual a EDO (3.7)), entao sabemos que a solugdo de
2
1' ¢ a mesma apresentada em (3.24)), e que K = (%) . Note que s6 obtemos solugao

para o caso K < 0.

X, (z) = Cysen (T) (5.5)

Agora para solucionarmos , iremos supor que sua solucio é da forma T'(t) = e,

como fizemos no capitulo [3]

« 1 nm 2
“N2 4 A4 K =0, onde K = () 5.6

Podemos resolver (5.6) utilizando a Férmula de Bhaskara.

_1 1\? a 1 1 a
N 8* (3) K g ym 45K
25 :
1 1 o ()2 _1 L2 (1\ B (gan2n?
N 3 -4 () ﬁi\/L2<ﬁ2) 5 (4577%)
3 23
e e Ee e T
25 25
_1 1 2 2.2 1 1
N + \/<5L> (L? — 4an?723) _ T3 + (67) VL? — dan?r2p3
25 g
\_ AL —5 £ gpVLF —dan?m®B\ L+ 1/ — dan’723
- AL & B 201

- —L + L? — 4an?n2p N\ = —L — \/L? — 4an?7?[
e 2aLL 2 2aLL
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Se L? — 4an®7? > 0, temos que:

Tn(t) = 026/\1t + 036/\2t (57)

Notemos que:

—L+L? —dan*m?3  —1 N L? — 4an?7?f

M\ = =
! 2aL 2x 2aL

N — —L—L?—4dan?*7?3  —1 /L? —4dan’7?f3
2T 2L - 2a 200 L

Como isso podemos reescrever T,,(t) como:

To(t) = e [026(\/W)t + @5(@)1

De (5.5)) e (5.8) obtemos:

4 V12 —dan?x24 _( /T7—2an?x%5
up(z,t) = X, ()T, (t) = Cisen <nZIL’> e7a lCQB( Tal )t L e ( 2oL )t‘|

Pelo Principio da Superposicao, temos que

. nwx nwx
= a An N Int Bn ( ) ’Ynt:|
n§:1 e2 [ sen ( I ) e + sen i e

o0

=> e sen <W> [Ane%t + Bne_%t} (5.9)
n=1 L
onde
VL2 —4dan?n?p
Tn = 2aL
Das condigoes iniciais temos que
Zesen<L>[Ae —i—Be} Zsen( )A—{—B]—ug (5.10)
e
2[u(:v t)] Zsen(mm> K_l— )A —i-(_l—l— )B]—O (5.11)
ot e M 2 Im)n 2 ) Pn] T '
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Para o intervalo [—L, L], u(x,0) pode ser escrita como uma fungao definida por

partes

0, rx=—L
—ug, == (—L,0)
u(z,0) =14 0, =0 (5.12)
wy, x=(0,L)
0, r=1L

Agora iremos isolar o termo A, + B, em (j5.10]), utilizando o mesmo método que

usamos no capitulo 3]

= —[1=(=1)"] (5.13)

Da equagao (5.11)) obtemos

—1 —1
1 \a, < n>Bn:0 5.14
<2a ! ) 2 ™ (5:14)
De (5.13) e ([5.14) obtemos o seguinte sistema
A, + B, =22[1—(-1)"
o | (=17] (5.15)

(52 =) Ao+ (52 + ) Bu =0

A solugao do sistema ((5.15)) é

Up —1 4 27,
= 91— (=1 L2 1
An = ——[1 = (=1)"] o (5.16)
142
By =21 (-1)" 1+ 2 (5.17)

nm 29p v
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Substituindo (5.16]) e (5.17) em (5.9))

— L 2 n Yn
uo [L— (~1)") 14+ 250 _
2am n Yn
= e i sen (nwx) u [1—(=1)" (-1+ Q,Yna@'y t
= L 2T n Vn
1+ 2y, %tﬂ
Tn

(5.18)

52 Caso 2

ur(z,t) + auy(x,t) — Pug,(z,t) =0 x € (0,L) t>0
uy(0,t) =0  wu,(L,t)=0 t>0 (5.19)
u(z,0) = ug u(z,0) =0  2€(0,L)
Note que a EDO ([5.2)) é igual a EDO (3.7)), entao sabemos que a solugao de ([5.2))
2

¢ a mesma apresentada em (3.45)), e que K = (%) .

Xn(x) = Cicos (T) (5.20)

Agora para solucionarmos ({5.3), iremos supor que sua solugao é da forma T'(t) =

e, como fizemos no caso anterior. J4 resolvemos estd EDO no caso anterior, sua solucao
¢é dada por:
—t _
Tu(t) = e [Cye! + Cie '] (5.21)
onde

VIL? — 4an?m2p
2aL

Tn =

onde L? — 4an?7%3 > 0.
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De (5.20) e (5.21]) obtemos:
nmx

un(z,t) = X, (2)T,(t) = Cicos (L) e {C’ge%t + 036_7”1

Pelo Principio da Superposicao, temos que

u(z,t) => e {Ancos (nzx) e’ + B,cos <n72r) e_%t}
n=1

Aplicando as condigbes iniciais obtemos

u(,0)= Y [Ancos (nzx) + Bucos (Tﬂ

n=1
= Z coS (TLZI‘) (A, + B,] = uo (5.22)
n=1

0
a [U,(I, t)]

- i cos (“7°) K;; ) Au+ (; £9)Ba =0 (529

Agora iremos isolar o termo A, + B, em ([5.22)), utilizando o mesmo método que

usamos no capitulo [3]

t=0

L L
(A, + B, (2) dr = /0 UpCos (nzx) dx

2ug (L (mra:)
= cos | — | dzx
0

2L L
u
= n—; [sen (nm) — sen (0)] =0 (5.24)
Da equagao ([5.23)) obtemos
—1 —1
(52 =) A+ (53 +n) Ba =0 (5.25)

De (5.24)) e ([5.25)) obtemos o seguinte sistema

A,+B,=0
. (5.26)
(2 =) An+ (52 +m) Bu =0
A solugdo deste sistema é A, = 0 e B, = 0, isso implica a solucao trivial, ou seja

u(z,t) = 0.
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6 A Equacao do Calor na Reta

Neste capitulo vamos estudar o problema de conducao do calor em uma barra
infinita (uma idealiza¢do para barras muito longas), ou seja, vamos considerar o seguinte

problema

u € C*(R x (0,00)) NC(R x [0,00))
Ut + Uz = 0, (2,t) € R x (0,00) (6.1)
u(z,0) = f(x)

Vamos supor que a funcao f seja limitada. Esta é uma condicao de contorno no
infinito e como temos u(z,0) = f(x) esperamos que a solu¢do u também seja limitada.
Nosso objetivo agora é construir o canditado a solucao de e provar que de fato este
candidato é a solucao e para tal usaremos ferramentas como a Transformada de Fourier

(na reta) e o nicleo do calor.

Vamos aplicar o método de separagio de varidveis em ([6.1]), ou seja, vamos supor
que a solugao é dada na forma u(z,t) = T'(t)¢(x). Derivando em relagao a variavel ¢ e duas

vezes em relagdo a z, substituindo em (6.1)), obtemos as seguintes equagoes diferenciais

ordindrias:
€ C*(R
¢ (R) 6.2)
" +Xp=0, z€R
e
T+ AT =0, t>0, (6.3)

onde A é a constante de separacao. Como sabemos da teoria de Equacoes Diferenciais
Ordinérias, a solugao de é dada por Ty(t) = ce ™ e a solugao de ¢ dada
por ¢x(z) = A)\e\/j‘m + Bw’ﬂx, onde ¢, Ay, By sao constantes arbitrarias. Nao temos
condigdes de fronteira para impor sobre ¢. Para atender que u(x,t) seja limitada, é preciso

que ¢ seja limitada e, entdao, A deve ser real e ndo negativo. Escrevendo A = 6% com § > 0,
ds(x) = A(0)e* + B(8)e ™" e T(t) = ce

onde t € [0,00) ex € R.

Observamos aqui a principal diferenga em relacao aos capitulos anteriores. Como

A € [0, 00), temos uma colegdo nao enumerével de solugoes de (6.1)) da forma

u(x’t) — Ua(l’,t) — {A(é)ez&c + B(é)eﬂﬁm} 67521‘,
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Assim, como as auto-fungoes ¢s sdo indexadas por um indice continuo é natural
formar uma superposi¢do na forma de uma integral, ou seja, a solu¢ao forma de (6.1)) é

dada na forma

u(z, t) = /0 T A@)E® + B)e "] et ds (6.4)

—idx

Vamos fazer a mudanca de variavel n = —d na parte que contém e da integral

acima, obtemos que

00 . N —00 . 9 0 . 5
/ B(8)e ™% .70t ds = —/ B(—n)e"* e " tdp :/ B(—6)e®® . e (—1)ds
0

0 —00

Vamos chamar

A(6) -V2mse § >0
J) = :
o B(=6) -v2m se 6 < 0. 69

Substituimos (6.5) em (6.4]) e obtemos que

(e, t) = \/12_7 |7 g@)e e as (6.6)

Notamos que se g é limitada, entdo u(z,t) na identidade acima, pelo menos para
t > 0 estd bem definida. Alids, u € C*°(Q2) onde 2 = (—00,4+00) % (0,00).

Ainda precisamos que f(z) = u(z,0). Entao,
1 +00 i5 e
f) = o= [ 9()-e"ds (6.7)

O objetivo é responder a seguinte pergunta: Dada f, existe fungdao g(d) tal que a
igualdade em seja valida? Caso sim, quem é e como podemos encontrar a funcao
g(86)? A ideia é que g deve ser a projecao de f na direcio de €, ou seja, a equacio
(6.7) pode ser interpretada como a expansao da funcdo f em autofungoes do operador

diferencial —% com autovalores dados por §? um vez que ¢s(z) satisfaz a identidade

—5(x) = 0%¢s(x).

Considerando f uma fung¢do em que podemos fazer o produto interno com ¢s(x),
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pra cada 9 fixo temos que

(ﬁ¢@me=i/mfhw¢wwdx::vi_/:jjnme4ﬁdx

1 /Jroo oo ( ) yx d —idx d
v \/_ eV dy | e x
1 r o/ oo . .
= — lim (/ g(y)e™” dy) e P dy

A r—00 0o
1 +o0 T
1 400 eiz(y—0) 127"
=—1 _— d
et [0 i)
1 ’ +00 el (y=0) _ g—ir(y=9) p
~ or o ) IV i(y —9) Y
1 +oo 2 0
Ly [ g 2 =)
2w =0 J_o Y — 1)

Fazemos a mudanga de varidvel z = r(y — §), substituindo na identidade acima

+oog <5+ z> rsen(z) dz

1
(f; 05) 2y = — lim

= 2g0) [ e 2 sy = g09)

onde usamos que [*°° %(z)dz = .

Resumindo, os coeficientes da expansao de

1 i
fo) = = (@) ds

por autofuncgoes ¢s sao dados por

) = (1,00 ey = 7= [ e 7 (69

para cada 6 € R.

Lembramos que a fungao g(d) obtida acima é a Transformada de Fourier de f, ou
seja, () = f(6) = F(f) (2.2.3).
Podemos concluir que

52
(It 7,590_65tdx

=
é a solugao formal de (6.1) na barra infinita. Isto é, de , segue que

o0 +o0 . . 2
u(z,t) = 217T/_OO </_oo f(y)e_’5ydy> €0 . et 4§
Lo teo ibx | —62
L[
_ i > oo 15(:1: y) —52t )
- [ (/[ as) dy (6.9)
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Lema 6.0.1. Sao validas as seguintes identidades:
(i) [fZetds = /T, t > 0.

(i) 1T e e tds = [T e, t>0ex €R.

Demonstragio Para provar (i), seja I(t) = [T e 9t ds,

+oo 2 +oo 2 2,2
()2 = ( [ e tdé) ( [ e tdn) = [ [ e s
—00 —00 R JR

Usando coordenadas polares,

“+o00 27 9 “+o00 9 T
= / / e " tdldr = 27r/ e " rdr = —
0 0 0 t

o que implica na igualdade da primeira parte do Lema.

Para mostrarmos a segunda parte, vamos derivar sob o sinal da integral (isso é
9 .
hl.s 7)| &
integravel em R e se p(z) = [ h(y, x)dy, p é diferencidvel e p'(z) = [°5, ah(y’ dy). Seja
plr) = [12 07 e

possivel se temos uma fungao h : R? — C de classe C! tal que k(y) = sup,

+o00 . ) . oo )
¢'(x) :/ 5P e 0ty = —% 151( 25 t)e —5%t g5

Integrando por partes,

oy T ise —52 §=to0 BRI P
cp(x)——[e e 2t/ ce " tdd

o1 Jim
_j_ . e =82t _ T
=5 Zx)/m ¢ do = (@),

Ou seja, pelo item (i) e a identidade acima, ¢ satisfaz a seguinte equagao diferencial
ordinaria

'(x)+ 2p(x) =0, z€R, t>0.

22
e resolvendo esta EDO com o fator integrante dado por e™ %, ela tem solugdo tnica dada
12
por p(z) = ﬂ'e_ﬂ. O
Devido ao Lema[6.0.1] a solugao u(x,t) em (6.4]) pode ser reescrita na forma

™

) = 5 [ (5 by = o= [ )
:/Rf(y)-K(x—y,t)dy (6.10)

_ (== y)

dy

22
onde K(x,t) = \/4—6 %,z €Ret>0,échamado de nicleo de Poisson para a equacio

do calor.

Por enquanto, a fun¢ao u(x,t) em (6.10) é uma candidata a solu¢do do problema
(6.1). Vamos mostrar que de fato esta fungao é solugao do problema de condugao do calor

em barras muito longas. Antes disso, precisamos dos seguintes Lemas.
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Lema 6.0.2. O nicleo do calor K(-,-) satistaz:
o (i) K(z,t) >0paraxz € Ret>0.
o (ii) K € C*(R x (0,00)) e
K, =K,,, x€Ret>0. (6.11)
o (iii) [ K(z—y,t)dy=1,z€Ret>0.

Demonstragao Os itens (i) e (ii) e a identidade em (6.11]) sdo imediatas. Para (iii),

/+Oo ! e_élfdx:/ﬂo\/l_e(“%)zdx

—00 4t —o0 4t

Fazemos a mudanca de variavel y = ﬁ, entao segue que

e4t dr = e_deyzl

/+oo 1 / —y2 \/Hd B L /oo
—00 \/47{ \/ y \/7_T —00
onde obtemos a tltima igualdade através do Lema O

Lema 6.0.3. Suponhamos que f € C(R) é limitada. Entao, para t > 0,

f@) =t [ K= .05 )y (6.12)

t—0 J_

uniformemente em relagdo a x em subconjuntos compactos da reta.
Demonstragio Pelo item (iii) do Lema m, para z € R fixo,

=" K-y ) f)dy — f(2)
= [T K= 0swdy — @) [ K= 0dy

—00

= [ K~ fa)dy = [T (1) - fa) dy

Seja z = y;\/g. Entdo, y = = + 2v/4t. Subtituimos na igualdade acima,

+oo 1 _2
I:/_oo me [f(l’+2\/4—t)—f($)} VAt dz

= Il avi) - )
=hL+L+13+1
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onde, para N > 0,

=z [y < [ GV - g d:

[2:\/1%/;Ne_z2f<x+zm>dz
13:\/1%/]\:_006_22][ l’—i-Z\/E) dz
he- [ et rwa- = [Tt

Aplicando a desigualdade triangular, obtemos que

1] < |L| + | Io| + | T3] + |14] (6.13)

Vamos estimar cada [[;|, 7 = 1 : 4. Como f ¢é limitada seja C' > 0 tal que
|f(z)| < C,Vx € R. Por hipétese, dado € > 0, seja N, = N,(¢) tal que

1 —N +o00
1| < f/ e~ | f(z + V)| dz < C/ e dz <, YN > N,. (6.14)
s m™ JN

—00

Agora, para N > N,,
|[1’—‘\/—/ x+z\/_) <>} :

sl
Como [—N, N] é um conjunto compacto da reta e f é continua, segue que existe § =
d(N,, €) tal que

f(z+2V4t) = f(2)|d (6.15)

|f (z+2VAt) — f(z)|e, ¥z € [-N,N] e 0 <t <3, (6.16)

Substituimos a desigualdade ([6.16]) em (6.15]), obtemos que , se 0 < ¢ < 4,

1 /N
|| < —/ e edz < —/ e Fdz=c¢ (6.17)
NS

Também para N = N,

L] < — / flx+ z\/_)‘ dz <e (6.18)
Ainda, para N = N,,
1 [-N
1] < ﬁ/_oo e |f(2)] dz + —= / )| dz < 2z (6.19)
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Substituimos (6.14)), (6.17)), (6.18), (6.19) em (6.13) e otemos que, se dado & > 0,
existe 6 = () > 0 tal que,se 0 <t < §

=

cv—y2
T dy — f(z)| <e,

1
1= |—— [ fwe
1= L1
isso diz que, para cada z € R, u(z,t) — f(z) quando t — 07. O
Podemos enunciar o seguinte Teorema.
Teorema 6.0.1. Seja f € C'(R) limitada. Entao a funcao

(x—q)2
L fyewdy, set>0ex R

u(z,t) =
f(x) set=0exeR

¢ tal que u € C°(R x (0,00)) N C(R x [0,00)) e u satisfaz a equagdo u; + u,, = 0 para
recRet>0.

Observagao 6.0.1. Considere o problema (6.1)). Aplicando a transformada de Fourier
2T em x , o seja, u(x, t) — (€, 1),

U +&0=0 E€R, t>0

a(¢,0) = f(&)

Implica que a tranformada de Fourier de u é dada por 4(&,t) = f (€)e !, Para resgatar

a funcdo u, precisamos aplicar a transformada de Fourier Inversa [2.2.3]
A 2 1 ~ 2 ;
_ o1 (P ol — —lgFt pia-g
(e, ) = F 2 (FO 1) (€ = = [ @ e ag
1 1 , 2, .
— €y —lEI7t i€ g
o /R ( or /Rf(y)e y) e et dg
1 , 2
= o [ 1w ([ e rag) ay
27 JR R
1 T ——y)? 1 —(—y)°
= — — e 4 d = / 4t d
27T/]Rf(y) {\/;e } Y Viart Rf(y)e Y

6.1 Equacao do calor nao homogénea na reta

Consideramos agora o seguinte problema de conducao do calor nao-homogéneo
U — Uy = q(x,t), x€R, > 0. (6.20)
u(z,0) = f(z)

A solugao de (6.20) é dada por u = v + w com v a solu¢do do problema homogéneo

associado, isto ¢, quando ¢ = 0 e w solugao de

Wy — Wy = q(x,t), €R, t>0. (6.21)
w(z,0) =0
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Aplicando a Transformada de Fourier em = em ([6.21]), obtemos que

Wy + 2D = q(¢), EER, t > 0.

ou seja, uma equacao diferencial ordindria na variavel £&. O fator integrante é dado por
et entdo,

d 2 2

(st = 4 &t

2 (06 ~ glectye

Integrando a igualdade acima de 0 a ¢,

w@wé”—mamzﬁ%@@é%w.

A Transformada de Fourier de w é dada por
t t
(6, t) =t [ G(e.s)e s = [ (g 5)e€ " as
0 0
Aplicando a féormula da inversao,
5 / / e —€2(t=s) ds] e d¢
\/ T
—5 (t—s) z{zd£> ds
\/ 2T / (/
= N - s) %y q 6—52(t—s) i€ qe | ds
\/2— \/2— q(y, s) y 3
T T

/ / q(y,s (/ E(t=s) g€ (z—y) dﬁ) dy ds

Pelo [6.0.1], segue que, paraz € R, t >0e 0 < s < t,

w(z,t) / / q(y, s ,/ — 674(275 dy ds

—(z-y)?
T4(t—s)
—// q(y, s ¢ ——dyds
1/ m(t — s)

Fazemos a mudanca de varidavel 7 =t — s, entao

w(z,t) //y

Observamos que podemos escrever w como

w(z,t) =

—(z y>2

dy, dr

w(z,t) :/Ot/Rq(y,s)K(x—y,t—s)dyds

onde K(z,t) = et (47Tt) 1/2,
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Suponhamos uma barra de comprimento L, cuja temperatura em suas extremi-

dades, x = 0 e x = L, é igual a zero. Suponhamos também que no instante t = 0, a

temperatura da barra ¢é 20.

ug(x,t) — kg, (z,t) =0 2 € (0,L) t>0
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0
u(z,0) =20 z e (0,L)

onde usamos £k =0.12e¢ L = 1.

Abaixo esta o codigo para as condigoes de contorno de Dirichlet
%CALCULA A EQUAGAO DO CALOR HOMOGENEA (CASO 1)

»L--->Comprimento da Barra

Jk--->Constante

JN-—->Nimero de Iteragdes

JNI-->Nimero de Intevalos de Integragédo
function Resultado = Homogeneal(x,t,L,k,N,NI)

%Condicdo Inicial: Funcgdo phi(x)

phi=@(x) 20;

%Inicializando a variavel Ul

U1=0;

for n=1:N
Bn=calcBN(n,L,NI,phi);
C=(n*pi)/L;

Exp=1/(exp((C™(2))*k*t));
Ul=sin(C*x) *Exp*Bn+U1;
endfor
Resultado=U1;

endfunction

o codigo da fungao calcBN

%CALCULAR TERMO bn DA SERIE DE FOURIER
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hL————- >Comprimento da Barra
Jni---->Nimero de Intervalos de Integragdo (Minimo 2 e deve ser par)
Jn-——-- >Iteragdo Atual

Jphi--->Fungdo phi(x)

calcBN(n, L, ni, phi);
JIntervalo de Integragédo

a=0; b=1L;

%#Constante alpha

(nx*xpi) /L
%Definindo h

h=(b-a)/ (nix2);

J#Fungdo a ser integrada

function bn =

alpha =

funcao = @(x) sin(alphax*x)*phi(x);

%Definindo variiveis para integrac3o

PNT=a;

Is=0;

for i=1:ni
I=(h/3)*(funcao (PNT)+4*funcao (PNT+h)+funcao (PNT+2%*h) ) ;
Is=I+Is;
PNT=PNT+2%h;

endfor

bn=(2/L) *Is;

endfunction

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

2.40765

6.30296

7.79061

6.30296

2.40765

0.73656

1.92833

2.38355

1.92833

0.73656

0.22535

0.58996

0.72923

0.58996

0.22535

0.068943195

0.180495629

0.223104867

0.180495629

0.068943195

0.02109277

0.055221592

0.068257641

0.055221592

0.021092771

0.006453211

0.016894726

0.020883030

0.016894726

0.006453211

0.001974323

0.005168844

0.006389042

0.005168844

0.001974323

0.000604033

0.001581378

0.001954690

0.001581378

0.000604033

0.000184800

0.000483813

0.000598026

0.000483813

0.000184800

— —+
S| ©| 00| ~i| > | | ol bo| =T

0.000056539

0.000148020

0.000182963

0.000148020

0.000056539

Tabela 2 — Resultados o modelo homogéneo de Fourier com as condi¢oes de Dirichlet

Suponhamos agora uma barra de comprimento L, cuja as extremidades,x = 0ex =
L, estao isoladas, ou seja, o fluxo de calor nas extremidades é igual a zero. Suponhamos

também que no instante t = 0, a temperatura da barra é 20.
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up(z,t) — kg (z,t) =0 x € [0, L] t>0
u.(0,8) =0 uz (L, t) t>0
u(z,0) = 30z O<z<L

onde usamos k =0.12e L = 1.

Abaixo esta o cddigo para as condig¢oes de contorno de Neumann
%CALCULA A EQUAQKD DO CALOR HOMOGENEA (CASO 2)

»L--->Comprimento da Barra
Jk--->Constante
JN--->Nimero de Iteragdes
JNI-->Nimero de Intevalos de Integragdo
function Resultado = Homogenea2(x,t,L,k,N,NI)
%Condigdo Inicial: Fungdo phi(x)
phi=0@(x) 30%*x;
%Inicializando a variavel Ul
U2=0;
for n=1:N
An=calcAN(n,L,NI,phi);
C=(n*pi)/L;
Exp=1/(exp((C™(2))*k*t)) ;
U2=cos (C*x) *Exp*An+U2;
endfor
Resultado= calcAO(L,NI,phi)+U2;

endfunction
o cbdigo da funcao calcAN

%CALCULAR TERMO an DA SERIE DE FOURIER

hL-———- >Comprimento da Barra
Jni---->Namero de Intervalos de Integragdo (Minimo 2 e deve ser par)
Jn-——-- >Iteragio Atual

Jphi--->Fungdo phi(x)

function an = calcAN(n, L, ni, phi);
%Intervalo de Integracgdo
a=0; b=1L;
%#Constante alpha
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alpha = (n *x pi ) / L;
%Definindo h
h=(b-a)/ (nix*x2);
#Funcgdo a ser integrada
funcao = @(x) cos(alphax*x)*phi(x);
%Definindo variaveis para integracgdo
PNT=a;
Is=0;
for i=1:ni
I=(h/3)*(funcao (PNT)+4xfuncao (PNT+h)+funcao (PNT+2xh)) ;
Is=I+Is;
PNT=PNT+2xh;
endfor
an=(2/L) *Is;

endfunction
o c6digo da funcao calcA0

%CALCULAR TERMO a0 DA SERIE DE FOURIER

hL————- >Comprimento da Barra
Jni---->Nimero de Intervalos de Integragdo (Minimo 2 e deve ser par)
Jiphi--->Fungdo phi(x)
function a0 = calcAO(L, ni, phi);
%sIntervalo de Integragdo
a=0; b=1L;
%Definindo h
h=(b-a)/ (nix2);
%Funcdo a ser integrada
funcao = @(x) phi(x);
%Definindo variiveis para integrac3o
PNT=a;
Is=0;
for i=1:ni
I=(h/3)*(funcao (PNT)+4*funcao (PNT+h)+funcao (PNT+2%*h) ) ;
Is=I+Is;
PNT=PNT+2%h;
endfor
a0=(2/L) *Is;

endfunction
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0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
26.462 | 27.814 | 30.000 | 32.186 | 33.538
28.918 | 29.331 | 30.000 | 30.669 | 31.082
29.669 | 29.795 | 30.000 | 30.205 | 30.331
29.899 | 29.937 | 30.000 | 30.063 | 30.101
29.969 | 29.981 | 30.000 | 30.019 | 30.031
29.991 | 29.994 | 30.000 | 30.006 | 30.009
29.997 | 29.998 | 30.000 | 30.002 | 30.003
29.999 | 29.999 | 30.000 | 30.001 | 30.001
30.000 | 30.000 | 30.000 | 30.000 | 30.000

—+
@OO\ICDU!)-&C«O[\D»—*?

Tabela 3 — Resultados o modelo homogéneo de Fourier com as condi¢ées de Neumann

7.2 Equacao do Calor Nao Homogénea pela Lei de Fourier

Suponhamos uma barra de comprimento L, cuja temperatura nas extremidades é

dada por Tﬂ quando x =0 e t+1

t = 0, a temperatura da barra é 20.

ug(x,t) — kg (z,t) = (;"’:11)2 rel0,L] t>0
w(0,t) = 5% u(l,t)=2%  t>0
u(z,0) =20 z € (0,L]

1
onde usamos £k =0.12e L = 1.

10 10 10
w(z,t) = <(t+ )L (2t+1)L> v (2t +1)

() = —10z N 20(z — L)
BT 120 T (2t +1)2L

Wey = 0

r+1 N 10z 20(z — L)
t+12 " (t+ 120  (2t+12L
Lz +1)+10x 20(z — L)

(t+1)2L (2t +1)2L

h(z,t) =

2 nww
dn(s)_L[stl?L/ L(x+1) +1Ox]sen(L>dx

_ (23—1—1)2[//0 (x — L) sen (nzx) dm}

quando x = L. Suponhamos também que no instante

(7.7)
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Abaixo se encontra o codigo utilizado para a resolucao deste modelo
%CALCULAR EQUAQAD DO CALOR (CASO 1)

%L-—->Comprimento da Barra
Jk--->Constante
JN-—->Nimero de Iteragdes
JNI1-->Nimero de Intevalos de Integragdo de Ul
ANI2-->NGmero de Intevalos de Integragdo de U2 (Integral no Tempo)
function Resultado = EqCalori(x,t,L,k,N,NI1,NI2)
%CondigBes de Contorno: Fungdes a(t) e b(t)
a=0(t) 10/(t+1);
b=0(t) 10/(2*t+1);
%Condigdo Inicial: Fungdo phi(x)
phi=Q(x) 20;
%Funcdo w(x,t)
w=0(x,t) ((b(t)-a(t))/L)*x+a(t);
%Funcdo g(x)
g=0(x) phi(x)-w(x,0);
hul(x,t)
ul=H1(x,t,L,k,N,NI1,g);
u2=0;
%Calcular u2
for n=1:N
u2=u21(x,t,L,k,n,NI1,NI2)+u2;
endfor
%Solugdo
Resultado=w(x,t)+ul+u2;

endfunction

Codigo da fungao u2l:

%CALCULAR U2 (Caso 1)

hL————- >Comprimento da Barra
Jni---->Nimero de Intervalos de Integragdo em s (Minimo 2 e deve ser par)
Jhni2--->Namero de Intervalos de Integragdo em t (Minimo 2 e deve ser par)
fn———-- >Iteragdo Atual
function Resultado=u21(x,t,L,k,n,ni,ni2)

%INTEGRAL EM dn(s)
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hIntervalo de Integragdo

a=0; b=1L;

%Constante alpha

alpha = (n * pi ) / L;

%Definindo h

h=(C(b-a)/ (nix*x2);

#Funcdo a ser integrada

Q(x) (L*(x+1)+10%x)*sin(alpha*x) ;
@(x) (x-L)*sin(alpha*x);
%Definindo variaveis para integragdo
PNT=a;

Is1=0; Is2=0;

funcaol

funcao?2

for i=1:ni
I1=(h/3)*(funcaol (PNT)+4*funcaol (PNT+h)+funcaol (PNT+2%h)) ;
I12=(h/3)* (funcao2 (PNT)+4*funcao2 (PNT+h)+funcao2 (PNT+2x*h)) ;
Is1=T11+Is1;
Is2=12+1s2;
PNT=PNT+2%h;

endfor

%Dn(s)

UI=@(s) (2/L)*(1/(((s+1)~(2))*L)*Isl - 20/ (((2%s+1)~(2))*L)*Is2);

%INTEGRAL EM U2

%Fungdo a ser integrada

funcaoU = @(s) (UI(s))*(1/(exp((alpha™(2))*k*(t-s))));

%sIntervalo de Integragdo

a=0; b=t;

%Definindo h

h=(b-a)/ (ni2 * 2 );

%Definindo variaveis para integracgdo

PNT=a;

IUs1=0;

for i2=1:ni2
IU1=(h/3) *(funcaoU(PNT)+4*xfuncaoU(PNT+h) +funcaoU(PNT+2x*h)) ;
IUs1=IU1+IUs1;
PNT=PNT+2%h;

endfor

Resultado = sin(alpha*x)*IUsl;

endfunction
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Codigo da fungao H1:

%CALCULA A EQUAGAO DO CALOR HOMOGENEA (CASO 1)

»L-—-—->Comprimento da Barra
Jk--->Constante
JN-—->Nimero de Iteragdes
JNI-->Nimero de Intevalos de Integragéo
%phi(x)--->Condigdo Inicial
function Resultado = H1(x,t,L,k,N,NI,phi)
%Inicializando a variavel Ul
U1=0;
for n=1:N
Bn=calcBN(n,L,NI,phi);
C=(n*pi)/L;
Exp=1/(exp((C™(2))*k*t)) ;
Ul=sin(C*x) *Exp*Bn+U1;

endfor
Resultado=U1;
endfunction

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
1 7.4267 | 10.9955 | 12.0865 | 10.3577 | 6.1254
2 4.3571 5.8681 6.2783 5.3881 3.3354
3 2.9302 3.9389 3.6419 3.1461 2.1031
5} 1.7475 1.8310 1.7719 1.5456 1.1562
10 | 0.89759 | 0.85758 | 0.78980 | 0.68995 | 0.55597
15 | 0.60859 | 0.56828 | 0.51601 | 0.44997 | 0.36892
30 | 0.31014 | 0.28339 | 0.25371 | 0.22065 | 0.18384

Tabela 4 — Resultados o modelo nao-homogéneo de Fourier com as condigoes de Dirichlet

Suponhamos uma barra de comprimento L, cuja fluxo de calor nas extremidades

10

¢ dado por 5,75

quando z =0 e

10
t+1

t = 0, a temperatura da barra é 20.

quando x = L. Suponhamos também que no instante

u(z,t) — kug,(x,t) = (g’fll)z z € 0,L] t>0
(0 =22 wlH=12 >0 (7.8)
u(z,0) =20  x€(0,L]
onde usamos k =0.12e L = 1.
10 10 z? 10
t) = - — 7.9
w(z,?) ((t—i—l)L (2t+1)L> 2 +(2t+1)$ (7.9)
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—5x? 10(z* — zL)
t) = 1
el ) = e T e L (7.10)
10 10
Yoo = DL @+ 1)L (7.11)
1 2 10(z* — zL 1
B ) = T+ N Sa ~ 10(z* —=2L) 0 N
(t+1)2  (t+1)2L (2t +1)2L (t+1)L (2t+1)L
L(x+1)+52* 10(@° —2L) 10 N 10 (712)
- (t+1)2L (2t+1)2L  (t+1)L (2t+1)L '
2 1 L 9 nmwx
() =7 [<s+ gy [ 0457 sen (U7 da
10 L,y nmw
T (2s+1)2L /0 (" - L) sen <L> e
10 10 L nmwx
- — | d 7.13
+< @+DL+(%+1ﬂ>A %n(L:>x1 (7.13)

Faremos um proceso andlogo para ¢y(s)

Abaixo se encontra o cédigo utilizado para a resolucao deste modelo

%CALCULAR EQUAGAO DO CALOR (CASO 2)

»L--->Comprimento da Barra
Jik--->Constante
JN--->Nimero de Iteragdes

JNI1-->Nimero de Intevalos de Integragdo de Ul

JNI2-->Nimero de Intevalos de Integragdo de U2 (Integral no Tempo)

function EqC2 = EqCalor2(x,t,L,k,N,NI1,NI2)
%Condicdes de Contorno: Fungdes a(t) e b(t)
a=0(t) 10/(t+1);
b=0(t) 10/(2%t+1);
%Condicdo Inicial: Funcgdo phi(x)
phi=@(x) 20;
%Funcdo w(x,t)
w=0(x,t) ((b(t)-a(t))/L)*((x72)/2)+a(t)*x;
%Funcgdo g(x)
g=0(x) phi(x)-w(x,0);
sul(x,t)
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u1=H2(x,t,L,k,N,NI1,g);

u2=0;

%Calcular u2

for n=1:N
u2=u22(x,t,L,k,n,NI1,NI2)+u2;

endfor

%#Calcular a0

a0=u22 a0(x,t,L,k,NI1,NI2);

%Solugdo

A=w(x,t)+ul+u2+al;

EqC2 = A;

endfunction

Codigo da fungao H2:

%CALCULA A EQUAGAO DO CALOR HOMOGENEA (CASO 2)

»L--—->Comprimento da Barra
J’k—-—->Constante
JN-—->Nimero de Iteragdes
JNI-->Nimero de Intevalos de Integragédo
Jphi(x)--->Condigdo Inicial
function Resultado = H2(x,t,L,k,N,NI,phi)
%Inicializando a variavel U2
U2=0;
for n=1:N
An=calcAN(n,L,NI,phi);
C=(n*pi)/L;
Exp=1/(exp((C™(2))*k*t));
U2=cos (C*x) *Exp*An+U2;
endfor
Resultado=U2+calcAO(L,NI,phi);

endfunction
Codigo da fungao u22:

%CALCULAR U2 (Caso 2)

hL————- >Comprimento da Barra

Jni---->Nimero de Intervalos de Integragdo em s (Minimo 2 e deve ser par)
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Jni2--->Namero de Intervalos de Integragdo em t (Minimo 2 e deve ser par)
Jn-——-- >Iteragio Atual
function Resultado=u22(x,t,L,k,n,ni,ni2)

%INTEGRAL EM dn(s)

%Intervalo de Integracgdo

a=0; b=1L;

%Constante alpha

alpha = (n * pi ) / L;

%Definindo h

h=(C(b-a)/ (nix*x2);

sFuncdo a ser integrada
0(x) (Lx(x+1)+5*(x~(2)))*cos(alpha*x);
@(x) (x7(2)-x*L)*cos(alpha*x) ;

funcao3 = @(x) cos(alpha*x);

funcaol

funcao?2

%Definindo variiveis para integrac3o

PNT=a;

Is1=0; Is2=0; Is3=0;

for i=1:ni
I1=(h/3)*(funcaol (PNT)+4*funcaol (PNT+h)+funcaol (PNT+2*h)) ;
I12=(h/3)*(funcao2 (PNT)+4*funcao2 (PNT+h)+funcao2 (PNT+2%*h)) ;
I13=(h/3)*(funcao3(PNT)+4*funcao3(PNT+h)+funcao3 (PNT+2%h)) ;
Is1=I1+Is1;
Is2=I2+Is2;
Is3=I3+Is3;
PNT=PNT+2x%h;

endfor

%Dn(s)

UI=0(s) (2/L)*(1/(((s+1)7(2))*L)*Isl - 10/ (((2*s+1)~(2))*L)*Is2+

((10/(2%t+1))-(10/(t+1)) ) *Is3) ;

JINTEGRAL EM U2

#Funcdo a ser integrada

funcaoU = @(s) (UI(s))*(1/(exp((alpha~(2))x*kx(t-s))));

%hIntervalo de Integragdo

a=0; b=t;

%Definindo h

h=(b-a)/ (ni2 x 2 );

%Definindo variaveis para integracdo

PNT=a;

IUs1=0;
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for i2=1:ni2
IU1=(h/3) * (funcaoU(PNT)+4*xfuncaoU(PNT+h) +funcaoU(PNT+2*h)) ;
IUs1=1IU1+1Us1;
PNT=PNT+2x*h;

endfor

Resultado = cos(alphaxx)*IUsi;

endfunction
Cédigo da fungao u22  a0:

%CALCULAR a0 em U2 (Caso 2)

hL————- >Comprimento da Barra
Jni---->Namero de Intervalos de Integragdo em s (Minimo 2 e deve ser par)
J/ni2--->Nimero de Intervalos de Integragdo em t (Minimo 2 e deve ser par)
function Resultado=u22_alO(x,t,L,k,ni,ni2)
%INTEGRAL EM dn(s)
%Intervalo de Integracgdo
a=0; b=1L;
%Definindo h
h=(C(b-a)/ (nix*x2);
%Funcdo a ser integrada
0(x) (Lx(x+1)+5%(x7(2)));
(x) (x7(2)-x*L);
%Definindo variiveis para integrac3o
PNT=a;
Is1=0; Is2=0;
for i=1:ni
I1=(h/3)*(funcaol (PNT)+4*xfuncaol (PNT+h)+funcaol (PNT+2xh)) ;
I2=(h/3)* (funcao2 (PNT)+4*funcao2 (PNT+h)+funcao2 (PNT+2%*h)) ;
Is1=I1+Is1;
Is2=12+Is2;
PNT=PNT+2x%h;

funcaol

funcao?

endfor

%CO(s)

UT=0(s) (2/L)*(1/(((s+1)~(2))*L)*Is1 - 10/(((2*s+1)~(2))*L)*Is2+ ((10/(2%t+1))-(1
JINTEGRAL EM U2

J#Fungdo a ser integrada

funcaoU = @(s) UI(s);

JIntervalo de Integragédo
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a=0; b=t;
%Definindo h
h=(b-a)/ (ni2 x 2 );
sDefinindo variaveis para integragdo
PNT=a;
IUs1=0;
for i2=1:ni2
1U1=(h/3)* (funcaoU(PNT) +4*xfuncaoU (PNT+h)+funcaoU(PNT+2%h)) ;
IUs1=I1U1+1Us1;
PNT=PNT+2x%h;
endfor
Resultado = IUsi;

endfunction

t/x] 01 03 | 05 07 | 09
1 | 32.019 | 32.739 | 33.237 | 33.667 | 34.186
30.521 | 31.146 | 31.710 | 32.243 | 32.716
3 | 29.880 | 30.381 | 30.864 | 31.307 | 31.685
5 | 29.306 | 20.637 | 29.955 | 30.243 | 30.486
10 | 28.756 | 28.928 | 29.087 | 29.229 | 29.350
15 | 28530 | 28.646 | 28.752 | 28.846 | 28.927
30 | 28.279 | 28.338 | 28.391 | 28.438 | 28.478

Tabela 5 — Resultados o modelo nao-homogéneo de Fourier com as condig¢oes de Neumann

7.3 Equacao do Calor Homogénea de Cattaneo
Suponhamos o seguinte problema

w(z,t) + auy(x,t) — Bug,(z,t) =0 zel0,L] t>0
w0,)=0  wu(l,t)=0 >0 (7.14)
w(z,0) =ug  w(z,0)=0  x€(0,L)

onde usamos o = 0.05, 5 = 0.000000265, L = 0.01 e ug = 37

Abaixo estd o codigo utilizado para a solucao numeérica desta equacgao
%CALCULAR EQUAGAO DO CALOR DE CATTANEO (CASO 1)

hL—————- >Comprimento da Barra
halpha-->Constante de amortecimento no tempo

%beta--->Constante de difusividade térmica
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JIN—————= >Nimero de Iteragdes
hu0————- >Condigdo Inicial 1
function Resultado = cattaneol(x,t,L,alpha,beta,u0,N);
hInicializando a variavel
c1=0;
for n=1:N
%Gamma
gamma=sqrt ((L~(2))-4*(n~(2) ) *(pi~(2))*beta*alpha) /(2*L*alpha) ;
%Parte 2 da solugdo (parte do seno)
B=((1-((-1)"(n)))/n) *sin((n*pi*x) /L) ;
WVerifica a solugdo é complexa
1f (CCL7(2))-4x(n~(2) ) *(pi~ (2) ) *beta*alpha)<0) &&(B~=0))
"Complexa"
n
break;
endif
hParte 3 da solugdo (exponencial negativa)
C=((2+gamma*alpha-1)/gamma) * (1/exp (gammaxt)) ;
%Parte 4 da solugdo (exponencial positiva)
D=((1+2*gamma*alpha)/gamma) * (exp (gamma*t) ) ;
c1=B*(C+D)+cl;
endfor
%Parte 1 da solugdo (ndo estd no somatdrio)
A1=(u0/(2*pi*alpha))*(1/(exp(t/(2*alpha))));
Resultado=c1*A1l;

endfunction

t/x | 0.001 0.003 0.005 0.007 | 0.009
1 130.907 | 37.000 | 36.999 | 37.000 | 30.907
2 124730 | 36.924 | 37.000 | 36.924 | 24.730
3 ] 21.146 | 36.440 | 36.999 | 36.440 | 21.146
5 | 17.033 | 34.643 | 36.876 | 34.643 | 17.033
10 | 12.417 | 29.812 | 34.847 | 29.812 | 12.417
15 ] 10.203 | 25.903 | 31.402 | 25.903 | 10.203
30 | 6.6545 | 17.3991 | 21.4892 | 17.3991 | 6.6545

Tabela 6 — Resultados para o modelo homogéneo de Cattaneo
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8 Conclusoes

A equagao do calor é muito importante, tanto para os problemas que ela modela
quanto para histéria da matematica, afinal foi partindo do problema da propagacao do
calor que foi desenvolvida a série de Fourier. Verificamos a convergéncia da série da
Fourier o que nos possibilitou encontrar as solucoes classicas das equagoes estudadas, a
saber, o modelo de Fourier da equacao do calor homogénea e nao homogénea, a equacao
do calor na Reta e o modelo da equagao do calor de Cattaneo. Apresentamos o caso onde
o modelo de Fourier nao produz bons resultados e o motivo disso acontecer. Também
vimos o modelo hiperbdlico da equacao do calor desenvolvido por Cattaneo, que leva em
conta a propagacao finita do calor e respeita a teoria da relatividade. Por fim, verificamos

as solugoes obtidas analiticamente através das solugoes numéricas.

Os algoritmos utilizados neste trabalho nao foram perfeitamente otimizados, por
causa disso nao conseguimos trazer graficos das soluc¢oes, ou imagens simuladas da barra.
Ainda ha muito o que estudar, pois apenas vimos os modelos classicos e a solucao através
da série de Fourier e, no caso da equacao do calor na reta, da transformada de Fou-
rier. Ainda nao estudamos o Método Chebyshev-Espectral, que utiliza os polindmios de
Chebyshev em vez da série de Fourier. Também nao vimos o modelo da equagao do calor

de ordem fracionéria.
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