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Capitulo 1

Introducao

A teoria de cordas é um dos principais tépicos de pesquisa da fisica tedrica atual, em
especial por ser matematicamente consistente com a mecanica quantica e ao mesmo tempo
incorporar a interacao gravitacional. Em razao disso, ela é tida como a principal candidata
a teoria de unificacao entre as forcas fundamentais. Todavia, a primeira formulacao da
teoria de cordas era, de fato, uma teoria para a interacao forte. Em 1959, Regge verificou
a existéncia de uma relagdo linear entre o momento angular total de mésons leves e o
quadrado de suas respectivas massas. Este resultado é mostrado na |[Figura 1.1}

251 «Experimental mass
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Figura 1.1: Dados experimentais contendo as trajetorias de Regge para alguns mésons leves.
Fonte: [I].

Essa relacao linear, conhecida como trajetoria de Regge, pode ser reproduzida se
considerarmos os mésons como uma corda rigida em rotagdo. Mesmo classicamente, este
tipo de objeto satisfaz a relacdo de proporcionalidade:

J o< M?. (1.1)

A quantizacao deste modelo levou a formulagao da teoria bosonica de cordas: uma
teoria que demonstrou-se incompleta por nao contemplar a existéncia dos férmions e exigir
um espaco-tempo com dimensoes extras a fim de manter sua invariancia de Lorentz. Por
causa disso, e frente ao sucesso da teoria quantica de campos em descrever as forgas
fundamentais, a hipétese das cordas foi parcialmente abandonada como uma opg¢ao vidvel
para descrever a interacao forte. Porteriormente, férmions foram incluidos na teoria, dando
origem a teoria das supercordas [2].
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Em 1998, Maldacena [3] conjecturou uma dualidade entre uma teoria de gauge conforme
supersimétrica em um espaco-tempo quadridimensional e uma teoria de cordas formulada
em um espago-tempo anti-de Sitter de cinco dimensoes. Dessa dualidade — hoje chamada
de correspondéncia AdS/CFT — se obtém que a fungao partigdo de ambas as teorias sdo
equivalentes:

Zcpr = Zadss- (1.2)

Para uma teoria de gauge com numero de cores N > 1, é suficiente usar a gravitacao
classica para calcular Zags,.

Atualmente, a cromodindmica quantica é a teoria utilizada para descrever a interacao
forte. Nela, os barions e mésons sao constituidos de particulas elementares chamadas de
quarks, que interagem por causa da sua carga de cor mediante a troca de glions. H&
duas propriedades marcantes dessa teoria: o confinamento e a liberdade assintotica. A
primeira diz respeito ao fato de que os quarks nunca sao encontrados livres na natureza,
mas aparecem sempre em singletos de cor. Ja a liberdade assintotica significa que em altas
energias, os quarks se comportam como particulas livres [4].

Em condigoes extremas de temperatura, verificou-se que a matéria hadronica sofre
uma transi¢ao de fase para um novo estado da matéria — denominado plasma de quarks e
glions — onde os quarks estao desconfinados. Este estado, descoberto experimentalmente
em colisoes de ions pesados a velocidades ultrarelativisticas [5], comporta-se como um
fluido quase perfeito. Supde-se que o mesmo também pode existir no interior de estrelas
de néutrons e esteve presente nos instantes iniciais do universo.

Por se tratar de um fluido fortemente acoplado, nao é possivel empregar métodos
perturbativos para descrever as propriedades do plasma de quarks e glions. Neste contexto,
a correspondéncia AdS/CFT tem se mostrado uma ferramenta 1til no estudo de sistemas
caracterizados pela interagao forte, pois prové um ‘dicionario’ entre parametros de uma
teoria fortemente acoplada e uma teoria gravitacional em um espaco-tempo de dimensao
elevada, cujo acoplamento é fraco. Algumas aplicagoes no estudo do plasma de quarks e
glions e da interagao forte sao: célculo do potencial quark-antiquark [6], célculo da forga
de arrasto experimentada por quarks pesados [7] e a determinagiao do limite inferior para
a razao entre a viscosidade de cisalhamento e a densidade de entropia [§].

E importante citar que a correspondéncia AdS /CFT também tem sido aplicada em
outras dreas, como a fisica da matéria condensada [9] 10} [T1] e cosmologia [12] [13, [14].

Neste trabalho, propomos um estudo preliminar dos tépicos considerados essenciais
para o entendimento da correspondéncia AdS/CFT, a saber: teoria de cordas, relatividade
geral e teorias de gauge. Procuramos estabelecer uma abordagem independente entre cada
parte deste trabalho.

Na [Parte 1| Introdugio a Teoria de Cordas, comegamos estudando a fisica da corda
livre relativistica classica, tracando um paralelo com a particula livre. Usando o fato de
que a acao que a descreve é invariante sob reparametrizacao, simplificamos as equagoes
de movimento, obtendo o conjunto minimo de variaveis necessarias para descrever a sua
dindmica. Em seguida, seguindo o procedimento de quantizacao candnica, transformamos
as variaveis dinamicas em operadores quanticos e, através de suas relagoes de comutacao,
descrevemos o espectro de massa da teoria bosonica de cordas abertas e fechadas.

Na[Parte T, Introdugio d Relatividade Geral, comegamos abordando algumas definigoes
matematicas da geometria diferencial, como variedades topolédgicas, derivada covariante,
transporte paralelo e tensor de curvatura. O principal foco nao estda em uma formulagao
matematicamente rigorosa, mas sim em desenvolver a intui¢do necessaria que nos permitird
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relacionar a matematica que descreve espagos curvos com a fisica descrita pelas equacoes
de Eintein, o que culminara em nosso entendimento da gravitacao classica. Enunciaremos
algumas solugoes das equagoes de Einstein, como o buraco negro de Schwarzschild e o
espago-tempo anti-de Sitter.

Por fim, na [Parte ITI| Introducio a Teorias de Gauge, tratamos da formulagao rela-
tivistica da mecéanica quantica, obtendo a equacao de Dirac. Ao aplicar o formalismo
lagrangiano as equacoes de Klein-Gordon, Proca e Dirac, mostramos como se originam as
interacoes fundamentais entre particulas e campos, obtendo as lagrangianas da eletrodina-
mica, de Yang-Mills e da cromodindmica quantica. Por fim, realizamos uma abordagem
qualitativa do método perturbativo na descricao das interagoes fundamentais, fazendo uso
dos diagramas de Feynman.



Parte 1

Introducao a Teoria de Cordas

11



Capitulo 2

Corda Livre Relativistica

Antes de estudar a dindmica da corda livre relativistica, vamos primeiramente considerar
um sistema fisico mais simples e bem conhecido: a particula livre. Apds isso, iremos propor
a acao de Nambu-Goto — que descreve uma corda livre sujeita as condi¢des de contorno
de Neumann e Dirichlet. Verificaremos a invaridncia dessa agao sob reparametrizagao e
nos valendo disso, veremos como a escolha de gauge estdtico pode nos ajudar a intuir
propriedades importantes da corda.

2.1 Particula Livre Relativistica

A acdo de uma particula livre relativistica é dada por
Spr = —mc/ ds, (2.1)
P

onde P é a trajetoria da particula no espaco-tempo, chamada de linha-mundo, e ds é um
elemento infinitesimal desta trajetéria. Vamos verificar que de fato gera as equagoes
de movimento esperadas. Seja ds um intervalo infinitesimal no espago-tempo de Minkowski
e 1),, a métrica com assinatura (-,+,+,+), temos

—ds* = Nuvdat dx”
= —cAdt* + (dz')? + (do?)? + (d2®)?

L (Ldat\ (1da?\ o (1daty
c dt c dt c dt

_lar <1_“2>, (2:2)

= —2dt?

c2

sendo v a velocidade da particula. O sinal negativo em —ds? é inserido por convencao,
para que ds* > 0 represente um intervalo tipo-tempo. Simplificando (2.2))

02
ds = cdty|1 — =X (2.3)

ty v?
SPL = / dt —m02 1-— - | (24)
t; C

12

reescrevemos ([2.1]) como
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onde identificamos o integrando da agdo como a Lagrangiana da particula livre:

02
L=—mc\1— = (2.5)
Expandindo ({2.5)) e considerando v < ¢, temos
1
L~ —mc® + imUQ. (2.6)

Como os termos constantes na Lagrangiana nao afetam as equagdes de movimento,
resta apenas o termo que corresponde a energia cinética:

1
L=~ imv2, (2.7)

como esperado para uma particula livre no regime onde v < c¢. Além disso, derivando
(2.5) em relagao a velocidade obtemos o momento canonico relativistico ja conhecido:

oL
ovt

b =

11 d
_ C.aylayd
- m 2. /1 2dv (5”2} v )]
L c2
—1 1 v’ dv?
— 0; J v
m 2. /12 J( dvl—i_ dv’)]
L C2
11 -
= m |50 (¥ +v’55>]
L T2
11 .
= m | = 2(5ijUJ]
2 _ 02
L 82
= (2.8)
1=
Em termos vetoriais:
. mo
p= = (2.9)

Estes resultados encerram a nossa analise de que a acao gera as equagoes de mo-
vimento corretas para uma particula livre relativistica. Ainda mais, essa acao carrega uma
informacao importante: a acdo da particula relativistica é proporcional ao comprimento
de sua linha-mundo. E com base nisso que, na préxima se¢io, vamos propor uma acao
para a corda relativistica.
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2.1.1 Parametrizacao da Linha-Mundo

E til escrever as coordenadas z* em funcio de um pardmetro real 7:
ot = 2t (7) = (2°(7), 2 (1), 2*(7), 2%(7)), T € |13, Tfl, (2.10)

e pela regra da cadeia, expressar ds? em termos dessa parametrizacao:

ds®* = —n,,dz"dz”
Ozt Oz
— d 2.11
2O 211
e com isso reescrever ([2.1)
Ox+ Oz
SPL = —mc _n/“jﬁﬁ' (212)

Considere uma reparametrizacdo 7 — 7 = 7(7). Usando novamente a regra da cadeia

ozt OxHdT
— -z 7 2.1
or ot dr’ (2.13)
e substituindo este resultado em ([2.12)):
OxH dxv dT
Spr = —mc/ N —= 95 57 %dT (2.14)
T oxt dxv
= —mc /;: _T]#V¥¥ dr. (215)

Ao comparar (2.12)) e (2.15)), fica evidente que a agdo da particula livre tem a mesma
forma, ndo importa qual seja a parametrizagao escolhida. Por isso, dizemos que (2.12]) é
invariante sob reparametrizacao.

2.2 Acao de Nambu Goto

Aprendemos na se¢do anterior que

e a acao de uma particula livre relativistica é proporcional ao comprimento da sua
linha-mundo;

e podemos parametrizar a linha-mundo e expressar a acao em termos da parametriza-
Gao;

e a acao da particula livre é invariante sob reparametrizacao.

Agora veremos como generalizar estes resultados para encontrar uma agao que descreva
a dindmica de uma corda livre. Enquanto uma particula tem dimensao zero e a sua
trajetoria no espaco-tempo descreve uma linha, uma corda é um objeto de uma dimensao
(comprimento), que varre uma superficie bidimensional no espago-tempo. Portanto, é
natural propor que a acao da corda livre relativistica seja proporcional a area desta
superficie, chamada de folha-mundo da corda.
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Sejam X* as coordenadas de um ponto pertencente a folha-mundo, imersa em um
espago-tempo de dimensao D. Analogo a parametrizagao ([2.10]), podemos escrever X* em
funcao de dois parametros:

Xt = X"(1,0) = (X(1,0), X (1,0), X?(1,0),..., XP71,0)), (2.16)

A |[Figura 2.1l mostra como cada ponto da folha-mundo esta associado de maneira tnica a
um ponto no espaco de parametros.

Figura 2.1: Folha-mundo de uma corda livre e o espago de parametros.

Vamos convencionar que o parametro 7 esta associado com a passagem do tempo,
enquanto o é um parametro que distingue os pontos sobre a corda. Com isso, definimos os
intervalos:

—00 < T < 00, 0<o <oy, (2.17)
onde
m , se a corda é aberta;
01 = , (218)
2w, se a corda é fechada.

Note que X*(7,0) e X*(7,7) sdo as linhas-mundo dos extremos de uma corda aberta,
como mostra a [Figura 2.2, J& no caso de cordas fechadas (que nao possuem ‘pontas
soltas’), ha a peridiocidade do pardmetro o:

XH*(1,0) = X*(1,0 + 27), (2.19)

de modo que podemos escolher arbitrariamente qualquer ponto sobre uma corda fechada e
associd-lo simultaneamente a 0 =0 e 0 = 27.

Agora, desejamos calcular a area da folha-mundo como funcao dos parametros 7 e o.
Para desenvolver a nossa intuicao de como fazer isso, considere primeiro uma superficie
bidimensional imersa no espago euclidiano, convenientemente parametrizada por 7 e o:

(r,0) = (z(1,0),y(r,0), 2(T,0)). (2.20)

Se dv; e duvy sdo vetores infinitesimais tangentes a essa superficie em um ponto P,
podemos escrever

dﬁl = ng, dUQ = ﬁ
0o

o do, (2.21)
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Figura 2.2: Representagao da linha-mundo dos extremos da corda.

de modo que o elemento infinitesimal de area pode ser expresso da seguinte maneira:

dA = |di, x dit|
= |duv}||dvy|| sind)
= |d171||d772’m
= |dth||dTa|v1 — cos? 8
= /|45 2] d|? — |dTH[2[d|? cos? 0
= \/(d, - dT,)(dTy - dTy) — (dF, - diiy)?

or or\ (or or or or

Assim, a area total é dada pela integral de dA sobre o espago de parametros:

B oF o\ (oF OF or or\’?
E natural tentar generalizar este resultado e propor que o funcional de drea da folha-
mundo possa ser escrito como:

? X1 0X,\ [9XmOX Xk 0X,\*
Ao L [ ar | : ) - (PO (o
[X*(r, )] dr d0$ ( or ot ) ( do Oo or Jdo (2:24)
onde apenas fizemos a substituicao 7 — X* e generalizamos o produto escalar euclidiano

para o espaco de Minkowski. De fato, essa generalizagao é valida salvo por uma mudanca
de sinal no argumento da raiz quadrada, pois, como iremos demonstrar a seguir:

(axu aX”> (axu axu> - (axu 8Xu>2 _ 0 (2.25)

or Ot Jdo Oo or OJo

e a area da folha-mundo deve resultar em um valor real positivo.

Para mostrar ([2.25)), considere um subespago vetorial formado por todos os vetores
tangentes a folha-mundo em um dado ponto P, que possuem a seguinte forma:
2% oXH

or +)\80’

VE(N) (2.26)
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onde A € (—00,00). Para verificar se, para um dado A, V#(\) é um vetor do tipo-tempo
ou tipo-espaco, calculamos V2

axr\? axX*\* _ 9XrIX
2 _m — 2 K
o () ()
Note que (2.27) é uma equagdo de segundo grau na varidvel A, cujas raizes sao dadas
por
DGR Xr X X1 dX,\ xe\? (oxm)®
/\:0 (0 auiaau_a 9, ' (2.28)
or or do or do do or

Uma vez que V2 pode assumir valores negativos e positivos, essa equacio deve possuir
duas raizes reais distintas. Logo:

0xm0x,\" [ox\? [oxr\?

— 0. 2.29

( or Odo ) ( 0o ) or ” ( )

Desse modo, o funcional de area que gera o resultado correto no caso relativistico deve
ser:

aXrox,\* [(oxm\® [oxr\?
A[XH( / d / d A . 2.30
(7,9) g U\l(f%’ 30) (00)(87’) (2:30)

Essa equagao pode ser reescrita introduzindo a métrica induzida h, cujas componentes
sao

_ 0XHFOX"Y 1 2
af = 77“”878“8755’ §=1,8§=o0, (2-31)
ou, na forma matricial: o _
XrX, XrX/
h = (X“XZ X“’XZ) , (2.32)
onde definimos a notacao
. oxX* oxXH
Xt = XM = . 2.33
ar  © do ( )

Com essas definigoes, (2.30) fica:
A XH(1,0)] = /Tf dr /U1 da\/(X X' — (X)2(X)2
T; 0
_ / 7 dr / " dov/—det . (2.34)
Ti 0

Usando a prescrigao inicial que aprendemos com a particula livre, vamos propor que a
acao da corda livre relativistica — denominada a¢do de Nambu-Goto — seja proporcional

Sne = ——/ dT/ dov/(X - X')2 — (X)2(X')2. (2.35)

onde —% é a constante de proporcionalidade, sendo Ty a tensao intrinseca da corda. Neste
caso, podemos definir uma densidade Lagrangiana, dada por

Ty
Cc

L(X,X') = (X - X')2 — (X)2(X)2. (2.36)
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2.3 Equacoes de Movimento e Condi¢coes de Contorno
Considere uma variagao infinitesimal em cada ponto da folha-mundo
XH*(r,0) — X*(1,0) + X" (7,0) (2.37)
que satisfaz a seguinte condicgao:

IXH(r,0)] = 0X*(r,0)] =0. (2.38)

Ti ’Tf

Essa variagao pode ser visualizada na [Figura 2.3|

X*(r,0)

X1, 0)+ 6 X" (1, 0)

Figura 2.3: Variagéo infinitesimal na folha-mundo, mantendo os extremos fixos.
Aplicando (2.37) na acao de Nambu-Goto, temos
. . Ty o1 . .
SIX 40X, X' +6X'] = / dr / do (X" 45X, XM 1+ 5XH). (2.39)
Ti 0

Expandindo o integrando até primeira ordem e definindo a variagdo infinitesimal 65 =

SIX +6X,X" 4+ 6X'] — S[X, X'], obtemos

) o1 oL . oL
— fdadly § g7 wl _
58 / dr [ do [8X#5X + 0X (2.40)
Simplificando a notacao
X XX/, - (X')2X
OXH c \/(X CXN)2 — (X)2(X7)?
XXX, - (X)*X!
DL g T (XXX - (XX oy
oOXH c \/(X-X’)2 — (X)2(X7)2

e usando a seguinte propriedade

5 (axu) Q) 5 (axu) _ 90X (243

or |~ or oo oo’
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podemos reescrever ([2.40)):

[ar [ [P 20 g 2K

_ / / [8‘9 SXPPT) + 860(5)(“735)—5)(“ @7?+a;f>]
= ["do <5X“73T ) / dr (5X“P” Z)
_/ dT/ do [5}(#(‘95 EZZL’)], (2.44)

O primeiro termo em (|2.44)) é nulo devido a condicao (2.38]). Pelo principio da minima
acao, obtemos as equagoes de movimento impondo que a ac¢ao seja estaciondria, isto é,

0S = 0 para qualquer d X*:
opP;  OP;
M 7H ey
/ dT/ do [5)( < 5, 90 )] 0. (2.45)

Do segundo termo obtemos as equagoes de movimento:

08

[ (6X“77"

oP;, N oP;

S+ ot =0, (2.46)

Para cordas fechadas, temos que ¢ = 01 e 0 = 0 representam o mesmo ponto sobre
a corda, de modo que o primeiro termo em (2.45|) é nulo. No entanto, este termo requer
mais atenc¢ao no caso de cordas abertas, pois é calculado nos extremos do intervalo do
parametro o e portanto esta relacionado com as condi¢oes de contorno. Vamos comecar
pela condic¢ao de contorno de Dirichlet, definida como:

oX#(t,0)  OXH(r,m)
or or

=), w # 0. (2.47)

Exclufmos a componente p = 0 uma vez que X° jamais tera valor nulo — lembre-se que 7
estd de alguma forma associado a passagem do tempo. A equacao (2.47)) impde que os
extremos da cordas sao fixos. Com isso:

IXH(1,0) = dXH(r,m) =0, p# 0. (2.48)
Podemos também impor a condicdo dos extremos livres:

Py (7,0) = P;(r,7) = 0. (2.49)

Como o proprio nome sugere, essa condi¢ao de contorno nao impde nenhuma limitacao
fisica a0 movimento dos extremos da corda, desde que seja satisfeita. A componente
1 = 0 sempre satisfaz , enquanto para as demais componentes podemos misturar
ambas as condic¢oes de contorno. Como consequéncia, o primeiro termo em ¢ sempre
nulo para cordas abertas e fechadas.

Certamente resolver a equagao ([2.46) ndo é uma tarefa trivial . Felizmente, a escolha
correta de parametrizacao na acao de Nambu-Goto torna essa tarefa mais simples.
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2.4 Reparametrizacao

Considere a seguinte transformagao de parametros:

T—7 = 7(1,0), (2.50)

Escrevendo a métrica induzida para os novos parametros:
~ oXHoXV ~
h — v — =~ 1:’7’\'/7 2:5’ 252

Podemos usar as matrizes jacobianas M e M para estabeler uma relacao entre ambas
as parametrizagoes:

decde? = |detM|devdeP, (2.53)
devde® = |detM|deede?, (2.54)

onde as componentes de M e M sao dadas por:

o 08 g _0€°
6 = aié:/ﬁ’ M ﬂ = 875’5. (2-55)
Isolando dé*d¢? em (2.54)) e substituindo em (2.53)), descobrimos que
|detM||detM| = 1. (2.56)

Considere um vetor infinitesimal arbitrario tangente a folha-mundo, cujo médulo pode
ser escrito em termos da métrica induzida:

dX? = n,dX"dX”

OX" XY
g a¢r
= hapdE®deP. (2.57)

deedg?’,

Como dX? deve ser invariante sob reparametrizacio, vale a igualdade:

hogd€de? = hg,dEide?
DET HEp

= hgpo =2 dEVdEP. 2.58

qpaé-a afﬂ g 5 ( )
Temos entao L
~ Qg oep

hag = hgp—-—. 2.59

B qp aé-a 8£ﬁ ( )

Pela definicao (2.55)), a equagao ([2.59)) fica:

hocﬁ = Eqpﬂqaﬂpﬁ

= (M"),"he,M"5. (2.60)

Reescrevendo (|2.60f) na notacao matricial e tomando o determinante:

det h = (det MT)(det h)(det M). (2.61)
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Usando a propriedade det MT = det M , temos:

det b = (det h)(det M)>. (2.62)

Substituindo (2.53)), (2.56)) e (2.62]) no funcional de area ([2.34)):

/Tf dT/m dov/—det h = /ff d%/gl d&|det M|/ —(det h)(det M)?
T 0 T 0
_ /ffd%/md5|deu\7||detMy\/—detE
s 0
_ /~ 7 i / " 45\ —det . (2.63)
s 0

Como resultado de , concluimos que o funcional de area da folha-mundo é
invariante sob reparametrizagdo — assim como a a¢do de Nambu-Goto, por consequéncia.
Uma vez que diferentes parametriza¢oes geram as mesmas equacoes de movimento, ao
escolher uma parametrizacao especifica estamos fundamentalmente realizando uma escolha
de gauge, que se feita convenientemente, pode simplificar consideravelmente as equagoes
de movimento.

2.5 Gauge Estdtico

Para desenvolver a nossa intuicdo sobre a fisica envolvida na dinamica de cordas
relativisticas, vamos explorar uma parametrizacao particular para 7, onde:

=t (2.64)

Com essa escolha, as linhas sobre a folha-mundo onde 7 é constante representam a
corda vista em repouso por um observador inercial. Por esse motivo, essa parametrizagao
recebe o0 nome de Gauge FEstdtico. Em termos das coordenadas da corda:

XH(t,0) = (ct,X(t,0)). (2.65)

A escolha do gauge estatico fixa a parametrizagao de 7, fazendo com que o movimento
da corda seja mapeado por X (t,0): uma superficie espacial que representa a corda em
todos os instantes. A fim de escolher uma parametrizacao 1util para o de modo a simplificar
as equagoes de movimento, vamos primeiro definir um vetor tangente a corda em um dado
ponto associado a um ¢ arbitrario. Para isso, definimos um novo pardmetro s(o) associado
a medida de comprimento ao longo da corda, isto é,

s(og) =0 e s(oy) =1, (2.66)

sendo [ o comprimento total da corda. Note que ds é o comprimento de um vetor dX que
surge ao variar infinitesimalmente o parametro ¢, mantendo t constante:

L 10X
ds = |dX| = | == | do. 2.67
s = |dX]| ‘80 o (2.67)
O vetor . N
X 0Xd
OX _0Xdo (2.68)

9s 0o ds
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o+ do

t+dt

Figura 2.4: Ao variar os pardmetros 7 e ¢ infinitesimalmente, podemos escrever a velocidade
transversal em termos de %—)t{ e %—f. Fonte: [15].

é, por construcgao, unitario:

— — — 2 2
0X 0X 0X do
o5 s (m—) (d> -t (269

onde usamos ([2.67)).

Vamos definir a velocidade transversal da corda, v, como sendo a projecao do vetor
9X na direcdo perpendicular & corda, ou seja, ortogonal a %X, como mostra a [Figura 2.4
ot g ’ s

Assim:

(2.70)

L _ 09X [0X ox)oX
VL= "o ot 0s | s

Mantendo a escolha de gauge estatico, vamos escrever a agao de Nambu-Goto em
termos da velocidade transversal, comecando pelo argumento da raiz quadrada:

— S\ 2 SN\ 2 N\ 2
. . oxX ox 0x ox
. /2_ 2 N2 — o T _ _2 el il
(X X7 = (X)7(X) <8t aa) C+<at) (aa)
_ 4\ 2 2 N\ 27 N\ 2 2
_[0X 0X) (ds\T . (09X 0X\ (ds
~ \or os | \do ¢ ot os | \do
(' (28 ax)fox)” -
- \ao) |© ot Os ot | |- ‘

Note que o quadrado do médulo da velocidade transversal condiz com o termo que
aparece na equagao ([2.71)):
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) ox\’ [(ox ox\ [oxX\  [oX oX)\oxX ox
|UL|2 = U2: —_— + | — — S -2 —— " — ] — . —
L t ot Os 0s ot Os ot 0Os

ox\" [(oxX ox\ )
_ (t) _(5%'83)' (2.72)
Logo:
(X - X')? — (X)A(X)? = (jj) (=2?). (2.73)

Usando estes resultados para reescrever a acao de Nambu-Goto, obtemos

Tyt oi ds | v}

ty i ds v?
:—T/)ﬁ/cig—q/—é. 2.75
0 t; 0 4 (da) c? ( )

Com essa escolha de parametrizagao, a Lagrangiana da corda livre escrita em termos
da velocidade transversal fica:

vl
L:—R/@1—§3 (2.76)

que é a generalizacdo natural da Lagrangiana da particula livre, vista em ({2.5). Por
comparagcao, vemos que Tpds é o termo associado a energia de repouso de um elemento
infinitesimal da corda. Podemos intuir que a massa de repouso da corda livre relativistica
é proporcional a energia potencial armazenada na mesma, devido a sua tensao.

2.5.1 Parametro de Inclinacao e Unidades Naturais

Como citado no|Capitulo 1, o momento angular de uma corda classica rigida em rotacao
é proporcional ao quadrado de sua energia:

sendo o' a constante de proporcionalidade, chamada pardmetro de inclinacao:

"
N 27TTOC.

o (2.78)

Este nome se deve a tentativa de usar o modelo de cordas para explicar as trajetorias de

Regge para mésons leves:
J=ag+dE? (2.79)

onde neste caso, ' é o parametro que determina a inclinagao da curva dada por (2.79)).
Por razoes histéricas, costuma-se escrever Ty em termos do pardmetro o usando (2.78)):

B 1
C 2alce’

T, (2.80)
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Convenciona-se escrever a acao de Nambu-Goto e todas as quantidades fisicas associadas

a corda em fungao de /. Substituindo (2.80]) em (2.35)):

S /TTf ar /DUI doyJ(X - X')2 = (X)2(X)2. (2.81)

Sng = —
27l ¢?
Para fins de simplificacao, é usual adotar unidades naturais, onde A = ¢ = 1. Vamos
demandar que os parametros 7 e o sejam adimensionais, mantendo a sua interpretacao
fisica previamente estabelecida. A agdo de Nambu-Goto pode entao ser escrita como:

1

2ma!

As densidades de momento (2.41)) e (2.42)) tornam-se:

1 (X X)X — (X)X,
Pi(r,0) = — : £ , .
5 (T:0) Tl X X% = (0200 (2.83)
Prro) = — (X XX, — (XX (2.84)
pAo 2ol \/(X S X7)2 — (X)Q(X’)Q' '

Sng = —

/T:f dr /Ocr1 dg\/(X : X')2 _ (X)Q(X/>2 (282)

2.6 Conclusao

Ao estudar a agao da particula livre, verificamos que a mesma é proporcional a linha-
mundo da particula e invariante sob reparametrizacao. Com base nisso, intuimos que a
acao da corda livre relativistica deve ser proporcional a area da folha-mundo da corda,
e isso nos levou a formulagao da agao de Nambu-Goto. Usando o principio da minima
acao, encontramos as equacoes de movimento e analisamos as condi¢oes de contorno no
contexto das cordas abertas e fechadas. Com a parametrizagdo do Gauge Estdtico, vimos
que a massa de repouso da corda esta relacionada a tensao intrinseca da corda. Por fim,
reescrevemos a agao de Nambu-Goto em termos do pardmetro de inclinagdo o’ usando
unidades naturais.

O préximo passo é continuar explorando a invariancia sob reparametrizagao da agao
de Nambu-Goto para entao resolver as equagoes de movimento ([2.46|).



Capitulo 3

Gauge do Cone de Luz

Baseando-se em nossa liberdade de procurar por uma parametrizagao que simplifique as
equacgoes de movimento (2.46)), vamos definir uma classe de parametrizagdes caracterizadas

pela seguinte condigao:
n, XH*(t,0) = Ar, A # 0, (3.1)

onde A é uma constante. A escolha das componentes de n, define uma parametrizacao
onde 7 é combinacao linear das coordenadas da corda. Note que a escolha de gauge estatico

(2.65)) equivale a tomar
n,=(1,0,...,0) e A=c (3.2)

Se o momento total da corda, p*, é conservado, entao a quantidade n*p, ¢ uma
constante. Isso nos permite redefinir A = A(n*p,,) e escrever

n, X (7,0) = Nnp,)T. (3.3)

O vetor n,, aparece explicitamente em ambos os lados de (3.3), o que torna a sua unidade
irrelevante para os nossos propoésitos. Com a andlise dimensional dos termos restantes,
podemos mostrar que A é proporcional ao parametro de inclinacao . Vamos definir:

2d/(n,p")T , para cordas abertas;

n, X (r,0) = { (3.4)

o' (n,p*)T , para cordas fechadas.

Uma vez escolhida a classe de parametrizacao para 7, devemos encontrar a parametri-
zagao de o associada. Considere o efeito de uma reparametrizagdo o — ¢ = (o). Usando
a regra da cadeia

oxX* 0XH*do
do 95 do (35)
e inserindo n, na definicao de P™ em (2.83)), obtemos
T aa\’|dz |t
n,P™(r,0) = (da) o n,P™(T,0). (3.6)

E possivel encontrar uma parametrizacao tal que n,P™(7,0) nao dependa explicita-
mente de o. Em outras palavras, existe um ¢ que satisfaz a equacao diferencial

(=)

-1

do

& P(7.8) = a(r). 3.7)

25
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Assumindo este resultado, temos que
n,P™(1,0) = a(T). (3.8)

Integrando ambos os lados em relagao a o € [0, 01], obtemos

n, /0 " doP™ = a(7) 0‘” do. (3.9)

O lado esquerdo de ([3.9) é o momento total p*, multiplicado por n,. Fazendo a integral
no lado direito, chegamos ao seguinte resultado:

“o_
nup* = a(1)oy. (3.10)
Como n,p" e oy sao constantes, concluimos que a(7) é uma constante:

n,p"
01

(3.11)

Substituindo (3.11)) em (3.9)), obtemos

n,pt =n, P oy. (3.12)

Usando a defini¢ao (2.18)), podemos resumir as equagoes (3.4) e (3.12)) da seguinte forma:

nXH(r,0) = Bo/(n.p*)r, (3.13)
nupu = %nu,}y—“a (314)

onde

(3.15)

5= {2 , para cordas abertas;

1 , para cordas fechadas.

Vamos agora analisar o que ocorre com P7#(7,0). Primeiro, multiplicamos as equagoes

de movimento (2.46|) por n,:

2(nlﬂw) = —aaa(nuP"“). (3.16)

Ao substituir (3.12)) em ({3.16]), obtemos

0

—(n,P") =0. 3.17

o (0, P (3.17)
Isso implica que a quantidade n,P°* independe do parametro o. Considere uma corda
aberta que satisfaz a condigao de contorno dos extremos livres. Inserindo n, em ([2.49),

temos:

n,P7H(1,0) = n, P (r,m) = 0. (3.18)

Em geral, o momento total p* nao é conservado se a corda satisfaz a condicao de Dirichlet
(2.47)). Isto ndo é surpreendente — o mesmo ocorre para uma corda nao-relativistica presa
em uma parede, por exemplo. Para este caso, escolhemos as componentes de n,, de tal
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=10

Figura 3.1: Podemos construir uma linha X*(7,0) (em azul) sobre a folha-mundo de uma corda
aberta impondo que, em cada ponto dessa linha, a equacao (3.22)) seja satisfeita.

maneira que a quantidade n,p" seja conservada e n,P’" também satisfaca a condicao
(13.18).

Ora, se n,/P?" nao depende explicitamente de o e simultaneamente ¢ nulo nos extremos
da corda aberta, entao n,P?* deve ser nulo para qualquer o:

n,P* =0, Voel0,n]. (3.19)

Substituindo (2.84) e (3.14) em (3.19)), com § = 2, temos

1 (X - XN0-(n-X) — (X)20,(n - X)
2ra’ \/(X-X’)2— (X)2(X’)2
1 (X - X")(2a/n - p)

ou
n,P =

2ral \/(X X2 — (X)2(X)?
Uma vez que 2a/n,p* é uma constante, concluimos que
X -X'=0, para cordas abertas. (3.21)

O que podemos dizer a respeito da quantidade X - X’ para cordas fechadas? Pela
condicao de periodicidade , temos que 0 = 0 e 0 = 27 representam o mesmo
ponto sobre a corda. Em principio, podemos escolher este ponto arbitrariamente. Essa
ambiguidade nos permite definir uma curva X*(1,0), tal que:

X(7,0) - X'(1,0) =0, (3.22)
como mostra a Uma vez fixado um ponto P associado a o = 0 para um dado

valor de 7, usamos a curva X*(7,0) para encontrar todos os demais pontos com o = 0,
que satisfazem a nossa escolha (|3.22]).

Vamos agora calcular a quantidade n,P?*(7,0), usando as equagoes (2.84), (3.22),
(3-14) e B =1:

1 (X - X")(a'n-p)
2ma/ \/(X X2 — (X)2(X7)2

n, P7(7,0) = — 0. (3.23)




CAPITULO 3. GAUGE DO CONE DE LUZ 28

Como n, P é zero para 0 = 0 e a equacao (3.17) também é valida para cordas abertas
w )
entao n, P’ deve ser zero para qualquer valor de o:

n, P =0, Vo € [0, 27]. (3.24)

Olhando novamente para a equagao (3.23)), agora valida para o € [0, 27], concluimos
que:

X -X'=0, para cordas abertas. (3.25)
Resumindo (3.21) e (3.25):
X -X'=0 para cordas abertas e fechadas. (3.26)

O resultado (3.26) tem implicagoes importantes na teoria classica de cordas. Podemos
usad-lo para simplificar a equacao (2.41)):

pru_ | (X")2XH |
2mal —(X)2(X’)2

Ao inserir (3.27)) em (3.14)), obtemos

(3.27)

e = 2T ( 1 (xR )
a B\ 2ra /_(X)Q(X/)Q
1 (X')20,(n,X")

Par = (XR(X)2
1 (X')*Ba (nup")

P = (X202
(X)* (nup")

_(X)Q(X/>2

(3.28)

onde podemos simplificar o fator n,p" que aparece em ambos os lados:

(X')* = /= (X)2(X")2, (3.29)

Evidenciando (X")?, essa equacao fica:
(X2 [(X)? + (X)?] = 0. (3.30)
Uma vez que X* é um vetor tangente a corda, temos que (X')? > 0. A equacio

resulta em:

(X')?+(X)?=0. (3.31)
Podemos entao resumir (3.26]) e (3.31)) em uma tnica equagao:

(X +X')2=0. (3.32)
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Substituir (3.29) em (3.27)) nos permite simplificar consideravelmente a densidade de
momento P7H:

o | (X')2XH
2ma! —(X)2(X’)2
1 (X)X
21! (XV)2
1 .
= XH. 3.33
2ma! ( )
O mesmo se d& para P7H:
o L (X2
2mad —(X)Q(X’)Q
1 (X)X
21l (XV)2
B 1 (X)2Xxw
- 2mal (X)?
1
= — XM, 3.34
2ma! ( )

Como consequéncia, também simplificamos as equagdes de movimento:

opPTH  gPon o/ 1 . B 1
= = X)) 4 L (——xm
or + do or <27r0/ > + do < 2w’ )
1 .
_ B YT —
oo (X X ) 0, (3.35)

da qual obtemos

X#— xm =, (3.36)

Eis o resultado que procuravamos: as equacoes de movimento da corda livre relativistica
tém a mesma forma de uma equacao de onda! Para resolvé-la, precisamos conhecer as
condigoes de contorno. Com o resultado , a condicao de contorno dos extremos livres
pode ser reinterpretada como a condi¢ao de contorno de Neumann:

oXH
do

_oXx*
 do

—0. (3.37)

o=0

O=T

3.1 Solucao das Equacoes de Movimento para Cordas
Abertas

A solugao geral da equacao (3.36)) possui a forma

XH(7,0) = 5 (f*(r +0) + g*(7 — ), (3.39)
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onde f* e g* sdo fungoes de um tdnico argumento que representam uma onda se movendo
no sentido de decrescimento e crescimento do parametro o, respectivamente. Vamos
considerar uma corda aberta que satisfaz a condigdo de Neumann (3.37)), primeiramente
para o = 0:

OXH 10 ., .
G| = g, oo |
— ST g —a) |
_ ; (f(7) = g(7)) = 0. (3.39)

Logo, em o = 0, f#(1) = ¢g" (7). Essa condigao é naturalmente satisfeita se g*(7 — o) =
fH(r — o) + ", onde ¢ é uma constante de integracao. A solucao geral ([3.38)) fica

Xt(r.0) = 5 (/M +0)+ fHlr — o) +c)
= ; (f”(T—f— o)+ ;c” + fM(r—0o) + ;c“)
= ;(f“(7+0)+f“(7—0)), (3.40)

onde na ultima linha apenas redefinimos f* + %c“ — fH.
Vamos agora aplicar a condicao de Neumann para o = m:

ol = am o)
= SUrro - |
_ ;(f”’(7+7r) — e — 7)) = 0. (3.41)
Concluimos que f* tem periodo 27
(1) = f*(r + 2m). (3.42)

Portanto podemos naturalmente expandi-la em uma série de Fourier:

f(w) = fi'+ > (akcos(nu) + b sin(nu)) (3.43)
n=1
onde f{* é uma constante. Integrando em relacao a u e redefinindo as constantes, obtemos:

fHu) = fi + fllu+ i (Al cos(nu) + B sin(nu)) . (3.44)

n=1
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Substituindo (3.44)) em ([3.40)):

XH¥(r,0) = [fo + fi(t+o —i—;(A"cos T—i-O'))—FBﬁSin(n(T-i-O')))]

—1-5 [fé“b + fi(r—0o) + i (Aﬁ cos(n(t — o)) + BYsin(n(r — 0)))]

n=1

1 (0.9}
= fo+fit+ 5 > {AZ ( cos(nt + no) + cos(nt — na))
n=1
+ B~ (sin(m’ + no) + sin(nt — no) )]

= fi+fir+> <AZ cos(nt) + B sin(nr) > cos(no) (3.45)
n=1
onde usamos as propriedades
cos(a £b) = cos(a)cos(b) F sin(a)sin(b),
sin(a £b) = sin(a)cos(b) £ cos(a) sin(b). (3.46)

Substituindo (3.45) em (3.33)), obtemos

PTH =

; 10/ [f{‘ — i n <AZ sin(nt) — B cos(nT) > COS(?’LU)] ) (3.47)

n=1

Ao integrar (3.47) em relagdo a o € [0, 7], calculamos o momento total carregado pela
corda:

P = 1 / do — (AZ sin(nt) — B cos(nT) ) /7r do cos(no)
2ma/ = 0
— ——————
=0
1 u
_ Talfl : (3.48)
de tal modo que determinamos f1":

= 2a/'pH. (3.49)

Note que, quando A* = B = (0 para todo n € Z, as equacoes de movimento devem se
reduzir ao caso de uma particula livre:

XH(1) = xfy + 2a'ptr, (3.50)

sendo zf a coordenada da particula para 7 = 7;. Portanto, identificamos f}' = zfj. Essa
equacao também descreve o movimento do centro de massa da corda, como mostra a

igura 3.

Podemos usar a identidade de Euler para escrever :

Al cos(nt) + Bhsin(nt) = f;‘; (e"”T + e’i’") + gf (emr _ efim)

= 5 [BriAn e — (B —iAg) ]

_ _Z.\/? (azem — apie=n), (3.51)
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Figura 3.2: O movimento do centro de massa de uma corda livre (representado pela linha azul) é
dado pela equagao ([3.50)).

onde

1
@ =3 /2%(35 Y (3.52)

sao coeficientes adimensionais. Vamos também definir:

al = V2a'pt, (3.53)

o = a'\/n, (3.54)
o, = atVn, (3.55)

para n > 1. Substituindo (3.49)) e (3.51)) junto com os coeficientes (3.53)), (3.54) e (3.55)
em (3.45)), obtemos:

XH(1,0)

ag > | ot : ak e | cos(no)
xh + 2a/ 0|7 —iv2a R N o
’ Nery ; Vi vn vn
zh + V2T — V2 > — (o/ine”” — aﬁe’””) cos(no)
n=1 n

zh + V2T — V2 | D =k, e cos(no) — Y —ake ™ cos(no)
n=1"1 n=1"
L n——m
- 1 ' > 1 ‘
o + V2T — V2 | — Y —ale " cos(no) — Y —ake " cos(na)]
n=—1" n=1"
1 )
XH(r,0) =2 + V2d/ahT +iV2a' Y —ale " cos(no). (3.56)
n#0 i

3.2 Gauge do Cone de Luz

Vimos que, com a classe de parametrizagio definida em (3.13)) e (3.14]), as equagdes de
movimento tornam-se equagoes de onda, cuja solugao foi obtida em (3.56)). Vamos agora
escolher uma parametrizacao especifica, denominada gauge no cone de luz. Essa escolha
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tornara mais simples a quantizagdo da corda livre relativistica — tarefa que iremos realizar
no préximo capitulo.
O vetor posicao escrito nas coordenadas do cone de luz tem a forma:

ot = (a2 2P = (a2, 2 (3.57)
onde z! = (22,...,2P71) sdo as coordenadas transversais e
+ 1 0 1 - — 1 0 1
= —("+a), = —(" —1). (3.58)

V2

Essas relacoes representam uma rotacao dos eixos z° e 2! por um angulo de 45°, como

mostra a [Figura 3.3| Diferenciando (3.58)) e multiplicando ambas equagoes, obtemos
2drTdr~ = (dx°)* — (dz')?. (3.59)

0

Logo, um intervalo infinitesimal —ds? em um espaco-tempo com D dimensdes pode ser
escrito como

—ds® = —(dz®)* + (da')* + (da?)® + - - 4 (daP7h)?
= —2dxTdx™ + (do*)? + - + (deP)?
Ay datds” (3.60)
onde

0 -1 0 0

-1 0 0 0
f,=10 01 0 (3.61)

)

0O 0 0 0 1

¢ a matriz D x D que representa a métrica do cone de luz. Com isso, definimos produto
entre dois vetores a* e b* nas coordenadas do cone de luz como:

ab, = fa'b”
= —a b —ab +a?+ -+ PP
= —a bt —a'b +d'b. (3.62)

Vamos voltar a nossa atencao para o vetor n,, que define a parametrizacao da corda.
Suponha que ele seja escolhido da seguinte forma:

n, = (\/5,2,0,...,0), (3.63)

de modo que:

X0 X!
Xt o= 42— Xt 3.64
”“ V2 Ve (364
0 1
p o _ P ro_ +
_ 3.65
nup 5T =P (3.65)
70 71
nPt = =2 _ P _prs, (3.66)
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x0

Figura 3.3: Nas coordenadas do cone de luz, os eixos 1 e 2~ estdo rotacionados por um angulo
de 45° em relacio aos eixos originais z° e #!. A linha-mundo de uma particula sempre reside no
interior do cone de luz. Fonte: [15]

Substituindo essas relagoes em ([3.13)) e (3.14]), respectivamente:

Xt = Bdp'r, (3.67)
2
pt = %P”. (3.68)

Essas equacoes definem o gauge do cone de luz. Usando o produto escalar definido em
(3.62), podemos reescrever ([3.32)) da seguinte maneira:

(X+X)? = X+X)- (X£X)
= 22X £ X)(XTE£XV)+ (X' £ XT)? (3.69)
0,

0 que nos permite expressar X~ 4+ X’ em termos das coordenadas transversais:

. 1 .
(X" +X )= (X X"~ (3.70)
2(X+ £+ X+)
Da equagao (3.67) obtemos que
Xt =8apt ¢ XV =0, (3.71)
de modo que a equagao (3.70)) resulta em:
X" +X"' = X1+ X7 3.72
g (X £ X7) (3.72)
Essas duas equagoes determinam X~ e X~/ em termos de X' e X!
- 1 12 11\2
X = g () (x7) . (3.73)
1 .
X = (X" x"). (3.74)

Ba'pt
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Com isso, podemos escrever o diferencial total
dX~ = Xdr + X 'do (3.75)

e usar e para determinar completamente X~ em termos de X/, salvo por
uma constante de integracao x; .

Uma vez que X ¢ fixado pela parametrizacao e X~ pode ser obtido em termos
das coordenadas transversais, concluimos que a dinamica da corda livre relativistica é
dada por um pequeno conjunto de varidaveis dinamicas, a saber:

{X'(r,0), P, p" x5} (3.76)

Conhecer este conjunto minimo de graus de liberdade é de extrema importancia: sao
as variaveis dindmicas (3.76]) que se tornardo operadores na quantizagao candnica da corda
relativistica.

3.2.1 Modos de Virasoro

Vamos agora calcular a expressao (3.72), com = 2 para cordas abertas. Escrevendo
a solugdo (3.56) para X? e X' e subtraindo ambas equacoes, obtemos

(XO - Xl) = (]30 - xo) + V2! > = (a -« ) e” " cos(na). (3.77)

n;éO

Multiplicando ambos os lados por 1/4/2, encontramos a solucao para geral para a coorde-
nada X ~:

X (1,0) =z + \/_a07'+2\/_z —a, e " cos(no), (3.78)

n;éO
onde ] ]
T, = 7 (338 - :L‘é) : o, = 7 (042 - a,ll) , VnelZ. (3.79)

Derivando (3.78) em relacao a 7:

X~ = V2day +iV2 Z ~(—in)e """ cos(no)
n;ﬁO
= V2dag + V2" a, e cos(no)
n#0
= V2 ) a,e " cos(no), (3.80)

nez

e em relagdo a o

X7 = iv2 Z an T —psin(no)]
n;éO
= —V2a/ > al,e ™isin(no),
n#0

= V2 ) a,e isin(no). (3.81)

nez
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Considere novamente a solucdo (3.56)), agora para X?:

X(1,0) =zl + V2a/odT + ivV2a/ > —a e~ cos(na). (3.82)

n;éO

Realizando um célculo similar ao que fizemos para obter (3.80)) e , chegamos a:

X = Za e~ cos(no), (3.83)
neL
X" = =2/ ale ™ isin(no). (3.84)
neL

Agora, podemos calcular explicitamente a quantidade X-+ X"

X +X7 = Zaei cos(no) ( Zaei zsmna))

nez neL

= Zaei cos(no) F V2 Y a, e "isin(no)

neL neL

= V2o > a,e " [cos(no) F isin(no)]

neL

= V2 ) a,e o), (3.85)

neL

Da mesma forma, com o auxilio de (3.83)) e (3.84)) obtemos

XI XI/ / Za e —in Ticr’ (386)

neL

de modo que a quantidade (X! + X'")? ¢ dada por

(XI:EX]/)2 _ (\/_Za e~ T:I:a)

nez
= 20/ )Y apage ) (p+aqg=n)
PEZL qEL
= 2 > al_ale™ (r£0) (3.87)
pEZ nNEL

Substituindo e em
/ — _—in(tto 1 —in(T+o
o e i):2ap+(2@22aip£ (i))
1

nez PEZ NEL

_ ZZ ol » 1]7 —in T:I:U) (388)

+
p neZ peZ

e reorganizando ambos os lados para comparagao:

> (Vaday ) et = %7 (2p Y al ) e in(rEa), (3.89)

nez nez PEZL
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identificamos que os coeficientes «,, podem ser expressos em termos dos coeficientes
associados as coordenadas transversais:

20/, = > al_al. (3.90)

(3.91)

a equagao (3.90) fica:

1
20'a;, = pTL,j (3.92)

Quando n = 0, podemos usar a equagao (3.53)) juntamente com (3.92)) para expressar
L em termos de p* e p~:

1 _
aLOL =2ptp. (3.93)
Considere agora a relacio relativistica p? = —M? E| Usando o produto definido em
(13.62]), podemos escrever
—2ptp” +p'pf = —M>. (3.94)

Substituindo ([3.93)) em ([3.94]) e usando a defini¢ao ([3.91)), vamos expressar M? em termos
dos coeficientes al. Como estamos tratando de cordas abertas, usamos 3 = 2:

M? = 2ptp” —p'p’

1
= aLé—plpI
1 [1 I I I 1
= = Q%a_pozp> —p'p
pE
1 {1 1
T 20‘50‘5+2§]0/pa£) -’
P
Ll 1 I I I I I 1
Y §O‘OO‘O+§ Za—pap+za—pap —pp
p<0 p>0
—_———
L p——p
= i 1o/ozlJr1 Zo/o/ —l—ZO/ ol —plp!
oo 270707 9 PP —pp rp
L p>0 p>0
1 L1 N T I I 1
= = 2040040—1—20471)% pp
= io/o/%—lia[ al —plpt (3.95)
20/ 0="0 O/p_l PP : ’

ILembre-se de que estamos usando unidades naturais.
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Usando a equacao , temos que alad = 2a/p!p!, logo
1
2 oI 1
M* = 20 (2a ) E &_p p

=pp+ Za L0 —p'p'

p_
= O/p;o/ e (3.96)

Por conveniéncia vamos manter 0 padréo da notacao e fazer a troca de indice p — n.
Das relacoes af = \/_ nal e ol = \/na:!, obtemos:

M? == na}lal. (3.97)
S

3.3 Equacoes de Movimento da Corda Fechada

Para cordas fechadas, a solugdo geral das equagoes de movimento ([3.36) também tem
a forma

1
X (1,0) =5 (f(7+ o) +¢"(T —0)), (3.98)
que, por conveniéncia, vamos reescrever como
XH(r,0) =X 1T +0)+ Xi(1T —0), (3.99)

onde os indices L e R distinguem as solu¢oes de onda que se movem no sentido negativo
e positivo do parametro o, respectivamente. Essa soluc¢ao deve satisfazer a condi¢ao de
periodicidade no parametro o:

XH(r,0) = X*(1,0 + 2m). (3.100)
Substituindo em (3.100), obtemos:
Xi(t+o0)+ Xp(t—0) =X/ (T+0+271)+ Xi(T — 0+ 2m). (3.101)
Definindo novas variaveis
u = T+o0, (3.102)
= T—o0, (3.103)

podemos reescrever (|3.101f) como:
X (u) = XF(u+2m) = Xh(v+21) — X&(v). (3.104)
Derivando (3.104)), primeiro em relacao a u e depois em relagdo a v, temos que as

derivadas %X F(u) e — X4 (v) também sdo fungdes com perfodo 27:

du
d P« d w
d d
- Xh(0) — Xk +2m) = 0, (3.106)
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e portanto podem ser expandidas em série de Taylor:

;;Xf(u) = X4 > (Eﬁ cos(nw) + b, sin(nv)) : (3.107)
n=1

d oo

S Xf(v) = X1 437 (ak cos(nw) + b sin(nw)) . (3.108)
n=1

Note que agora temos dois conjuntos de coeficientes @, e a,. Integrando (3.107)) e
(3.108) e redefinindo as constantes:

Xiw) = X"+ X[Mu+ Y (Zﬁ cos(nu) + B sin(nu)) (3.109)
n=1

Xhw) = X+ X{"0+ 3" (A" cos(nv) + B sin(nv)) (3.110)
n=1

Similar a equagao (3.51]), podemos usar a identidade de Euler para escrever

/ . .
Al cos(nu) + Bl sin(nu) = —i @ (d;‘l“em“ - aﬁe_mu) , (3.111)
2n
o , .
Al cos(nv) + B sin(nv) = —i o (a:;“em” - aﬁe_’m’) , (3.112)
n

onde desta vez definimos:

1 /2n
—u < —
a 2\/ o ( —1iA,), (3.113)
1 /2n
1 f — _ B AR
alt = 2\/ o (Bl — 1 AR). (3.114)

Vamos também definir novos coeficientes

ar = at\/n, at =a'\/n, (3.115)
o, = at\/n, at, =a’\/n, (3.116)

para n > 1. Substituindo (3.111)) em (3.109)), juntamente com (3.115)) e (3.116]), obtemos

X/LL(U) = X'OL'u + XlL“u — 9 Z (—*uemu _ a,uefinu)

n

. —N _inu aﬁ —inu
= X(%N‘f’XlL#U—Z Z (\/_ —ﬁe >

/ > 1 )
= XXy S| e z Lane-

n=1

L n——n

=1
o Z 70/1 —inu Z *@ZB_”W
2 n

n—fl

I
el
=
_|_
<
!
=
I
|
~.
|2
1

/
- X§“+X1L“u+z‘,/02‘ > - Lape-inu, (3.117)

n;éO
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Fazendo o mesmo para Xp:

Xﬁ(v):X(?“JrXf“v—ku/ Z oz“e . (3.118)

n;é()
Substituindo (3.117) e (3.118) em ([3.99)), a solucao geral X*(r, o) torna-se:

X0(r0) = (X4 X0) + (X1 X0 7 5 5 (e ).

(3.119)

Ainda nos restam quatro constantes a determinar: XOL " Xé% " XlL He XlR #. Como
veremos, essas constantes nao siao todas independentes. Assim como no caso das cordas
abertas, o termo XlL B4 Xf2 " que aparece multiplicando o pardmetro 7 em (3.119) é
proporcional ao momento total carregado pela corda. Para mostrar isso, vamos primeiro

definir novos coeficientes ofy e af
2 L
b=y oX (3.120)

[2
&Xf‘“, (3.121)

de modo que as equagoes (3.117)) e (3.118)) ficam:

n;éO

o]
S
I

/
X)) = Xg" 4/ aru+ iy S Z Lang-imn (3.122)

n;éO

/
Xbh(v) = X(?“ﬂ/%aguﬂ' Z Lape-iny (3.123)

n;éO

Ao substituir (3.122)) e (3.123]) na condicao de periodicidade (3.104)), encontramos que
ay e aly satisfazem

ah = al. (3.124)

Com isso, a solugao geral (3.119) fica:

a/
X*(r,0) = (XOL”—FX(?“)—#\/Z (ao" +afy) T+
- (X§“+X§“)+¢2_o/agT+z Z

n7$0

U —ino n inoc
(ane + o€ )
n;éO

nr

T 4ake™ ). (3.125)

Com o auxilio de ([3.125)), calculamos a densidade de momento P™*:

1 .
PTH = XH
2ma/
1 % ) . )
o yn = —int (=pn ,—inoc u ino
= 5 [\/20/0404— 5 > e (ane + ake ) . (3.126)

n#0
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Integrando ambos os lados em relagido a o € [0, 27]:

2 1 2m —inT —ino ino
/0 dJP“:% \/Qa’ag/o do + Z / da +ate )

n;ﬁO
=0
(3.127)
Uma vez que o lado esquerdo é o momento total p*, obtemos:
u o
ag =\ —=p (3.128)

2

Assim como para cordas abertas, o coeficiente «f é proporcional a p* — este era o
resultado que procurdvamos demonstrar. Além disso, quando todos os coeficientes of e
@y sdo nulos, a equagao deve se reduzir a equacao de movimento de uma particula
livre, o que nos permite identificar a quantidade (XOL r X ) como a coordenada xf do
centro de massa da corda. Finalmente, obtemos a solugdo para X*(7,0):

—inT

XH(r, )—330+\/_a07'+z Z

n;éO

( T alte™)  (3.129)

Agora, vamos analisar como ficam as equagdes de movimento no gauge do cone de luz.
Primeiro, calcularemos as quantidades X* e X* separadamente:

/
X" = V2aaly + % > e (age_m“ + aﬁem") : (3.130)
n#0
X = Z e T (a“ a“em”> (3.131)
n7$0

Somando e subtraindo ambas equagoes, obtemos:

X“ + X;u _ \/_O(O + \/_Z Oéu —in(Tt+0)

n#0

= V2o Y atem it (3.132)

nez

XF— XMW = \/2_o/ag+\/2_0/2aﬁe’m(7 7)

n#0

= V2 ) ake M), (3.133)

neL

Note que (3.132)) e (3.133]) sdo expansoes similares as que obtivemos em ((3.85)) e (3.86])
— isso justifica todas as defini¢des de constantes feitas até aqui. Considere agora a equagao
(13.72)), com g = 1:

X+ X' =

SeipT (XT £ X2, (3.134)
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Calculando (X! £ X!")2, com o auxilio de (3.132) e (3.133):

ne”

— Z Z Oé i(p+q)(T+0)

PEZ qEL

_ 2QZZQ NG znT—i—a)

PEZ nEZ

P (rz@ . m))

nez PEZL

- Z( Z Qn—p p) i)

— 4/ Y L, e o), (3.135)

nel

2
(XI . XI/)Q _ (@Z O[{Le—in(T—a))

neZ

= 2a/ ZZ@ e iPra)(r=0)

PEZ qEZL

= QO‘ZZO‘{L -p ; =)

pEZ NEL

= 4a' > (Z apra}{) e n(r=0)

n€Z \peZ

= 4/ Y Lye ), (3.136)

ne”L

onde definimos os modos transversais de Virasoro para cordas fechadas:

= Z Ty ——Za (3.137)

PGZ peZ

Similar ao resultado obtido em ([3.92)), podemos substituir (3.135)) e (3.136]) em ([3.134)),
juntamente com (3.132)) e (3.133)), para obter:

2 _

20/G, = —L, (3.138)
p
2

2000, = —Ly. (3.139)
p

Quando n = 0, vimos que @, = o, o que de acordo com (3.138) e (3.139)) implica na
igualdade

I, = L¢. (3.140)

Encerraremos a nossa analise da dindmica das cordas fechadas calculando M?2. Vamos

usar a condicao (3.140)) para substituir

-1
Ly + Lt
Ly = O;O (3.141)
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em (3.139)), tomando n = 0:
1 -
Vaaiag = — (Ly + Lg). (3.142)

p
Com a definicao (3.128)), temos
2 =
2ty = (Zy + Lg) - (3.143)

Usando a relagdo momento-energia relativistica (3.94)), juntamente com (3.143)), pode-
mMos escrever:

M2 — 2p+p— o pfp]
2 -1
= (Lo +Lg) -

1 I I 1 I
L ;o I I 1 11
= a0a0+2a_pap +— 0040~|—Zoz a —pp
« p#0 @ p#0
L 11 o~ 1 I 1 I
= — OanO—I—QZa 2% +J 0a0+22a_p a, —p'p
=1
9 [ O/plpl
= = a0a0+z( N e (3.144)

onde também nos valemos do fato de que o) = @). Além disso, de (3.128)) obtemos que

2
p'p" = afad = (3.145)
o’
de modo que a equacao (3.144)) fica:
2 [e.e]
M == 21 (@@ +al,ap). (3.146)
p:

3.4 Conclusao

Os resultados (3.97)) e (3.146|) concluem a nossa andlise da corda classica livre rela-
tivistica. Escolhendo uma classe de parametrizacbes onde uma combinacao linear das
coordenadas X* é proporcional ao parametro 7, vimos que as equacoes de movimento
originalmente obtidas em se reduzem a equacoes de onda , cuja solugao geral
foi obtida em ([3.56|) para cordas abertas e em para cordas fechadas. Usando as
coordenadas do cone de luz e a parametrizagao do gauge do cone de luz (3.67))
e , encontramos o conjunto minimo de variaveis independentes que descrevem o
movimento da corda — toda a dindmica da corda reside nas coordenadas transversais.

No proximo capitulo, vamos obter uma primeira formulagao quantica da teoria de
cordas mediante a quantizagao canonica, promovendo as variaveis dinamicas a operadores
quanticos e encontrando suas respectivas relagoes de comutagao.




Capitulo 4

Quantizacao da Corda Livre
Relativistica

Ao olhar para as equagoes (3.97)) e (3.146]), percebemos que a massa da corda classica

é proporcional a uma soma de termos do tipo

I I _
a0, =

nla, [, (4.1)
fazendo com que M? seja uma quantidade positiva e diferente de zero. Além disso, os
coeficientes a’ sio arbitrarios, de modo que M? pode assumir qualquer valor — o que gera
um espectro de massa continuo.

O desenvolvimento atual da teoria de cordas baseia-se na hipdtese de que ela seja capaz
de descrever todas as particulas e interacdes que conhecemos. Cada particula, por sua
vez, deve ser uma representacao de um modo vibracional da corda. Claramente, a teoria
classica nao cumpre esse papel. Quando observamos a natureza, encontramos particulas
cuja massa ¢é nula, como os fotons. Também percebemos que as massas das particulas que
conhecemos sao discretas e bem definidas.

Como veremos, a quantizacdo gera a correcio necessaria nas equacoes e (3.146),
de tal modo que essas condigbes sejam satisfeitas. Ainda mais: a teoria quantica de cordas
contém infinitos estados, o que a torna uma excelente candidata a descrever a fisica além
do modelo padrao.

Neste capitulo, vamos revisar a primeira formulacao quantica da teoria de cordas,
usando um procedimento chamado de quantizacao canonica. Todas as particulas que
emergem dos estados que vamos obter sao bdsons, uma vez que para incluir férmions
precisamos de variaveis dinamicas que anticomutam. Por este motivo, a teoria quantica
que vamos descrever neste capitulo também é chamada de Teoria Bosonica de Cordas.
Note que essa nao é uma teoria fisicamente realista, mas sim um modelo de brinquedo,
util para desenvolver nossa intuicao e preparar o terreno para, se desejado, adentrar em
aspectos mais profundos e modernos da teoria de cordas.

4.1 Quantizacao Canoénica da Corda Aberta

No [Capitulo 3| obtivemos o conjunto de varidveis dinamicas (3.76) que descrevem

a corda classica. Na quantizagdo candnica, promovemos essas variaveis a operadores
quanticos:
I Tl + .- -1 DT A+ ~—
{X (Ta 0—)773 P 7$0} - {X (7_7 U)aP Py Ty } (42)

44
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Usando a prescrigao (4.2), podemos escrever as equagoes cldssicas que encontramos no
Japitulo 3] como relagdes entre operadores. Faremos isso explicitamente para os principais
resultados que usaremos nessa se¢ao, como as densidades de momento

~ 1 - N 1 4
= _—_X*# M= —— XM 4.3
e 2ma/ ¢ P 2ol (4.3)
a solucao das equagodes de movimento
" 1 )
XH(r,0) = 2§+ V2ahT +1V2a' Y —ale ™ cos(no) (4.4)
n#0 n
e as relagoes (|3.86))
X'+ X" =V2a' ¥ alemmrEe), (4.5)

nez

4.1.1 Relacoes de Comutacao

Considere um sistema classico com N graus de liberdade, sendo f(g;, p;) e g(qi, p;) duas
fungoes das variaveis canonicas g; e p;. Os parénteses de Poisson sao definidos como:

_ 3f39_3f<99>
=3 (ghat- L), (46)

Na corda cldssica, as varidveis canonicas sio X'(7,0) e P™(7,0). Note que, uma vez
fixado o pardmetro 7, temos infinitos graus de liberdade, um para cada valor de o. A
generalizagdo da equacao (4.6) para este caso é:

- 5f 3g of og
{f, 9} = /da [5)([(7_70) SPI(T,0) N dP™(1,0) 6XI(T,U)1 ’

(4.7)

) )
0XI(r,0) ¢ IP™I(T,0)

Na quantizacdo canoOnica, obtemos as relagoes de comutagao entre duas varidveis
dindmicas simplesmente usando a prescrigao:

{f.9} — —ilf.3l. (4.8)

Para aplicar esse método, primeiro vamos calcular os parénteses de Poisson entre
X1(r,0) e P™(7,0'):

sao derivadas funcionais.

onde

6X(r,0) 6P (1,0")  0XI(1,0) 0P/ (7,0")
I rJ N " J ’ — ’ d
X (r0), P, )} _/ do LSXI(T, o") 6P (r,0")  OPTI(r,0") 6X(T,0")

(4.9)
onde
X! (1,0) SP™ (1, 0") _0 6X1(t,0) Co—o") e
SPTL(T,0") S dXI(T,0") o dXI(r,0") —NoTe
5PTJ(7'7 U’) IJ / "
— — 4.1
L ] (4.10)
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lembrando que n!/ = §'/. Logo:
{(X!(1,0),P™ (1,0")} = n'o(c — o). (4.11)
Pelo mesmo procedimento, podemos mostrar que:
(X!(1,0), X7 (r,0")} = {P"(7,0), P (r,0")} = 0. (4.12)

Tomando os resultados (4.11)) e (4.12) juntamente com a prescrigao (4.8)), obtemos que,
apds a quantizacdo canonica, os operadores X! e P! satisfazem:

PA(I(T, o), P (r, 0”)} = in'é(c — o), (4.13)
{XI(T, o), XJ(T, 0’)} = 0, (4.14)
[757—[(7_7 0>’757J(7_7 O'/)} _— (4.15)

Essas relagoes de comutacao sdo andlogas as de uma particula pontual. A partir delas,
obteremos uma série de relagoes uteis.

Comegaremos substituindo (4.3)) em (4.13)), de onde obtemos
[XI(T, o), X/ (r, 0'/):| =2rd/in’’ (o — o). (4.16)
Derivando em relagao a o:

. 2 d
X7, 0), X7 (1,0")| = 2matin! = 5(0 — o) (4.17)
ag

Considere agora o comutador (4.14]). Tomando a sua derivada em relagdo a o e entao
derivando o resultado em relagdo a o', encontramos:

(X"(7,0), X" (7,0")] = 0. (4.18)
De maneira similar, partindo do comutador e usando , temos que
[P (r,0), P (7,0')] = [)%1(7, o), X7(r, a')] — 0. (4.19)
Com os resultados e , podemos calcular o comutador
(XT+ X (7, 0), (X7 + X7)(r, a')} S [)%I(T, o), X7 (7, o—f)] + [Xf'(f, o), X7 (r,0")|.
(4.20)

O segundo termo é dado diretamente por (4.17)). O primeito termo, no entanto, exige
algumas manipulacoes:

);(I(T,U),XJ/(T,OJ)} = —[XJ’(T,U’),)?[(T,J)]
d
= —27?0/2'7]1‘]@5(0—0'), (4.21)

onde usamos o fato de que 'Y =’/ e §(0’ — o) = §(0 — ¢’). Podemos verificar que a
derivada de qualquer funcao f(o — o’) satisfaz

g _ 4

— _ 4.22
do do'’ ( )
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0 que nos permite reescrever (4.21)) como
. d
{XI<7', o), X7 (r, a’)} = 27Ta’inud—5(cr —a'). (4.23)
o

Substituindo (4.17)) e (4.23) em (4.20]), obtemos

(&7 & %7)(r, 0, (7 £ X7)(7,0)] = twalin? 50— o'). (424)
o

Por um procedimento similar, podemos mostrar que:

[()‘(f + X (1,0), (X" £ X")(r,0")| = 0. (4.25)

4.1.2 Operadores Criagao e Aniquilacao

Quando escrevemos a equagao (4.4)), deixamos implicito o fato de que, apds a quantiza-
¢ao, os coeficientes a# também tornam-se operadores, onde

Ay = V2alp, (4.26)
AP = alyn, (4.27)
at, = a'ty/n, (4.28)

sendo o indice n chamado de nivel.
Nesta se¢do, vamos encontrar as relagoes de comutacao que este conjunto de operadores

Q
o
|

Q
=
|

satisfaz. Para isso, escrevemos explicitamente as quantidades (X7 + X') e (X! — X)
usando (4.5)):

X4 X" = Vo S alemnt+) g elo,q], (4.29)
neL

X' - X" = V2ol Y ale ™), o € (0,7 (4.30)
nez

Fazendo 0 — —o em (4.30)), podemos escrever:

X7 X"(r, -0 V2a' Y alemmtrto), o€ [-m,0]. (4.31)

neL

Considere um operador auxiliar A’(, ), definido como

Al(r,0) = V2! S alem ) g€ [, 7). (4.32)

neL

Observando as equacdes ([£.29) e ([.31]), percebemos que o operador A!(r,0) pode ser
escrito como:

121](7', o) = {(XI +X1)(r,0), o€ [(i . (4.33)
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Note que A!(7,0) tem, por construcio, perfodo 27.
O que podemos dizer sobre o comutador [fl[ (1,0), A (1,0’ )]7 Usando (4.32)), temos

[Al(r,0), A (r.0)] = |V2al Y ale 7+ Va3 afe o+

PEL q€L
— 2/ Z o~ ip(T+0) ,—ig(T+0") {&é’&ﬂ' (4.34)
PgEZ

Calculando o mesmo comutador, agora usando (4.33) em conjunto com (4.24)) e (4.25),
encontramos os seguintes casos:

e se o € [0,7] ec €0,7], entdo
[Al(r,0), A(r,0")] = [(XT+X")(r,0), (X7 + X7)(7,0)]

= 47TOé,iT]IJCZT5(0 —a'); (4.35)

e seo€l0,n]eo €m0
[Al(r,0), AM(1,0")] = [(X+X")(7,0), (X7 = X")(r,~0")]
= 0; (4.36)
e seo € [—m0]eo €[0,n], temos
[Al(r,0), A(7,0")] = [(X' = X")(r,—0),(XT + X7)(7,0")]
=0 (4.37)

e ¢ finalmente, se 0 € [—7,0] e ¢’ € [—,0]:

A A

Al(r,0), A(r,0")] = [(XT = X")(7,—0),(X' = X7)(7,~0")]

d
= —47ro/in”d(_g) (o' — o)
=‘mdm”ﬁﬁw—aﬁ (4.38)
T : :
Em geral, podemos escrever

. . d
[AI(T, o), A’ (r, a’)} = 471'0/@'7]Ud—5(0 — '), o,0 € |—m, 7. (4.39)

o

Comparando (4.34)) e (4.39)), encontramos
. . , d

3 emrlrro)gTialre’) [@Ilﬂ o?ﬂ = 27Ti7]1‘7%5(0 —o'). (4.40)

P,qEZ

. ~ . . ; ; /
Para extrair o comutador desta expressao, vamos multiplicar ambos os lados por ™7 ¢ /42
e entdo integrar o resultado no intervalo 0,0’ € [—7, 7]. Ao fazer isso, encontramos que o
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lado esquerdo de (|4.40) fica:

(3 L) e L) (z S L)

quZ
= 5 et (g [ o) (o [ derete >[@é>@ﬂ
= Ze—l@ﬂw pOnq| g 7 |
D,q€EZ
eitmtmrla) 6], (4.41)

Por sua vez, do lado direito obtemos

( /do—e )( /da’ m")(%m’n ddo_d(o—a)>

= m”QW g " doe™ da </ do'e™' §(0c — o ))

= 217” / doe™ dcf; (ei"”) (4.42)

= —myuﬂ [ﬂ doelmtme

= —nUIJ5m+n,o

- m77”5m+n,0, (4'43)
onde no ultimo passo usamos o fato de que 0,4, s6 difere de zero quanto m = —n.

Substituindo (4.41)) e (4.43) em (4.40)), explicitamos o comutador

|62, &) = mn" 6o, (4.44)

onde utilizamos 0y, 0 para fazer e—imtn)T — 1

Partindo de (4.44]), podemos usar as relagoes (4.27)) e (4.28)) para mostrar que os
operadores ! satisfazem:

!, a)] =o0. (4.45)

Este resultado se deve ao fato de que m + n # 0, observando que al é definidos apenas
para n > 1. Decorre imediamente de (4.45) que

la)f,at] = o0. (4.46)
Finalmente, reescrevendo como
(a0, 67, ] = mn' 6, (4.47)
encontramos:
[al,,at’] = \/Tln_n[d;,dj o
_ Lmﬁu@nw,o

Jmn

= \/mn” Smun- (4.48)
n
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Observando que o lado direito s6 difere de zero quando m = n, podemos escrever:

m?

(L, '] = 0" 6. (4.49)
Os operadores al, — que na teoria cldssica sdo coeficientes associados aos modos de
vibracao da corda — satisfazem a mesma relagdo de comutagdo que os operadores escada
do oscilador harmonico quantico. Como consequéncia, identificamos que na teoria quantica
de cordas abertas, al e all atuam como operadores de aniquilagio e criagdo de modos de
oscilacao da corda, respectivamente.

4.1.3 Operador M? e os modos de Virasoro
Em (3.90)), obtivemos os coeficientes &;, em termos dos modos tranversais de Virasoro:

1 1
2d/a;, = — L+ onde L = 3 dal o

I
n 4 no pp°
p PEZL

(4.50)

E natural propor que o operador de Virasoro, i,ﬁ, seja obtido apenas substituindo o pelos
operadores &Z:

>
S+
Il

> aL_an. (4.51)

PEZ

N | —

Quando estudamos a corda classica, tratamos os coeficientes a# como variaveis dina-
micas que comutam — nao foi preciso tomar cuidado com a ordem em que esses termos
aparecem nas equagoes obtidas no[Capitulo 3| Todavia, vimos que com a quantizacao, estes
coeficientes tornam-se operadores que em geral ndao comutam, tornando o seu ordenamento
relevante.

Vamos demandar que, para qualquer valor de n em , o operador criacao apareca
sempre a esquerda do operador aniquilagao. Essa convencao é chamada de ordenamento
normal, e garante que nao haja qualquer ambiguidade na ordem em que estes operadores
aparecem. Quando n # 0, temos que [di_p, dzﬂ = 0, de modo que nenhum trabalho
adicional é necessario neste caso.

Resta-nos verificar o ordenamento normal para n = 0. Para este caso em particular,
podemos escrever

AJ_ ? 1 ~ ~
Ly = 3 a‘lpaé
PEZL
? 1AIAI 1OOAI AT 1OOA1A1
= S0y + 3 Y oala) + 3 > gl (4.52)
p=1 p=1

O segundo termo j4 tem a forma que desejamos: o operador criacio &L , aparece a
esquerda do operador aniquilagao @]ﬂ. Devemos voltar a nossa atengao para o ordenamento
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normal da tltima somatoria:

o0 1 o0
AIAT AT AT | (A A
52000, = §Z(a_pozp+[ozp,oz_p])
p=1 p=1
13 . 1
= 520/,1904;4—52]9771[
p=1 p=1
13 ., . D-2&
= §Zo‘—p0‘p+sz
p=1 p=1
L1
= =Y &l da+a, (4.53)
2 &
onde usamos o fato que ! = Tr(n’/) =D -2 e
D—-2&
=22y (4.54)
p=1

¢ chamada de constante de ordenamento normal.

Resta-nos apenas determinar . Embora essa soma envolva apenas numeros
inteiros positivos, podemos usar um resultado mateméatico para mostrar que, de fato, essa
somatoria converge para um valor finito.

Considere a funcao zeta de Riemann:

((s) = ipls seC,R(s) > 1. (4.55)

Usando um procedimento chamado de continuacao analitica, é possivel estender o dominio
de ((s) para qualquer s, e mostrar que ((—1) = —1/12 E| Tomando este resultado em

(4.55)), temos:

1

¢(=1) = ip =1 (4.56)

Substituindo (4.56)) em (4.54), determinamos a em termos do nimero de dimensoes do
espaco-tempo:

D -2
= ——. 4.57
Com a constante de ordenamento, a equagao (4.52)) fica:
N 1 . 13 .
Ly = iaéaé+§§:al_paé+52al_paé+a
p=1 p=1
= oplpt + 34l 6l +a, (4.58)
p=1

onde usamos &f = v/2a/p’.
Vamos definir o operador Ly sem incluir a constante de ordenamento

'Para uma desmonstracio formal da continuacio analitica da funcdo zeta de Riemann e do resultado
¢(—1) = —1/12, veja [16].
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A

Ly =dp'p" + > &6l (4.59)
p=1

Dessa maneira, sempre que o termo Lj aparece em uma equacio classica, obtemos a sua
respectiva versao quantica fazendo a substituicao:

L — Lt +a. (4.60)

Por exemplo, quando n = 0, a versdo quantica da equagao (4.50) fica:

1 .
V2alay = F(Lé +a). (4.61)
Usando &, = v2a/p~, temos:
1 .
2P = F(Loi +a). (4.62)

Multiplicando & esquerda por p* em ambos os lados e isolando 2pTp:
N S
2 = (Lg +a). (4.63)
Com este resultado, vamos obter o operador M2 que vira a ser a versao quantica da

equacgao (3.97). Primeiro, escrevemos a relagao energia-momento nas coordenadas do cone
de luz:

M? =2ptp — plpl. (4.64)

Podemos usar (4.63) para obter:

. 1. L
M? = §< é%—a) —p'p’
1 . x© .
= - (o/plpl +Y al,al + a) —p'p’
n=1
1 o0
o n=1
1 oo
= — (Z naltal + a)
«a n=1
1, .
= &( t+a), (4.65)
onde
(0.0
N+ =3 naltal (4.66)

¢ chamado de operador niimero. Para definir completamente M?, precisamos conhecer o
valor da constante de ordenamento a. Essa constante pode ser obtida por impor que a
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invariancia de Lorentz da corda classica seja preservada na teoria quantica. De fato, isso
sO acontece se o numero de dimensoes do espago-tempo for D = 26 ﬂ

Como consequéncia, obtemos de que a constante de ordenamento normal é
a = —1. Decorre de que M? ¢é dado por:

A 1
Ve
"o

(W -1). (4.67)

4.1.4 Relacoes de Comutacao Envolvendo os Operadores de Vi-
rasoro

Agora, vamos calcular algumas relagdes de comutacido envolvendo os operadores L+
que serao tteis nas préximas se¢oes. Considere o comutador (4.16). Integrando ambos os
lados em relagdo a o € [0, 7], temos:

[/W doX!(1,0), )%J(T, a/)} = 2rmalin®’. (4.68)
0

Usando explicitamente (4.4]) para u = I, podemos escrever a integral do lado esquerdo
como:

/ dUXI(T, o) = / do (fé + \/20/6467' + 1V 20! Z (}fn Cos(ma)e_i””>
0 0

m##0

— (mo + \/_aOT) +iv2a' 3 &l / do cos(ma) | e”""

m#0

=0

= (& +V2dafr). (4.69)
Substituindo em (|4.68)):

il + Voorale, X7 (r, 0')} = 2d/in'’. (4.70)

O lado esquerdo dessa equagao pode ser escrito como

{:f:é + V2o, )éJ(T, 0')] = {fé,j(‘](ﬂ 0’)} +V2a/T {@é,)%J(T, 0')}, (4.71)
onde
{Zi‘é,)éj(ﬂ 0')} V2a/ 3 e cos ma)[ﬁ:é,o?ﬂ (4.72)
mez,
e

o2 r0] = VI S e o) [ )

meEZ ———

= 0 (4.73)

2Este resultado é tratado no capitulo 12 da referéncia [I5], pagina 259.
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Logo, a equacao (4.70) resulta em

> e cos ma)[a:o, } V2alint. (4.74)

mEZ

Manipulando a somatéria do lado esquerdo, obtemos:
[0, aq] + Z (7 [34,a2] + e [25,a7,,]) cos(ma’) = v2alin'.
(4.75)

Essa equacao pode ser simplificada consideravelmente se multiplicarmos ambos os lados
por cos(no’)/m, com n > 1, e entdo integrarmos o resultado em relacao a o’ € [0, 7]. Ao
fazer isso, nos valendo de que

/07r do’ cos(no’) =0, (4.76)
obtemos
— Z [( _””T[ o?ﬂ + e [i‘é,o@{m]) /07r do’ cos(no') cos(ma’)| = 0. (4.77)
Usando a propriedade
/07r do’ cos(no’) cos(mo’) = ;/_7; do’ cos(ma’) cos(no’) = wdy., (4.78)
podemos escrever (4.77) como:
e T [:cé, AJ} + 7 {xé, o ] =0. (4.79)

Uma vez que (4.79) deve valer para qualquer valor de 7, a unica solu¢ao possivel para

[7) &

[a:é, AJ} =0, n # 0. (4.80)

Substituindo (4.80) em (4.75)), encontramos a relagdo de comutacio entre 2 e 4y

30, 67] = Vaain'. (4.81)

Podemos resumir as equagoes (4.80)) e (4.81)) em uma tnica expressao,

(20,67 ] = V2ain'’ 5,0, (4.82)

e usar este resultado para calcular o comutador

5] = 53 [l 4

pEZ

- L (oL el fod )
pEZ

= Z Q. p( @in”(sp,) Z( \/ﬁmuén—p,o) 5‘};
pGZ pGZ

_ ( \/_”]IJ ~J \/_2771‘] J) (483)
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Lembrando que n!/ = §!7, da tltima linha obtemos que:
|Lx, 20| = —iv2oial. (4.84)
Por meio de um caleulo similar, podemos mostrar que L e &/ satisfazem

m’ - n m—+n

{I:L 64‘]} = —na’ . (4.85)
Finalmente, vamos encerrar esta secao apresentando a algebra de Virasoro:

A

{iL,EL}:{<m—TL>Lm+n, m—i—n#()

A

4.86
(m —n)Lmn + 2m(m? —1)8,10,0, m+n=0 (4.86)

Quando m +n # 0, temos a dlgebra de Virasoro sem extensao central, ou algebra de
Witt, enquanto para o caso onde m + n = 0 temos a dlgebra de Virasoro com extensao
central.

4.1.5 Hamiltoniano e Reparametrizacao

Considere a seguinte reparametrizacao:

T =T =7+€], (4.87)
o — o =0+ €7, (4.88)

onde € é um parametro infinitesimal e

& = —ie" cos(mo), (4.89)
€ = €™ sin(mo). (4.90)

Sob o efeito de (4.88), as coordenadas transversais X’ se transformam como
Xi(r0) > X1+ ot es) = X (ro) +e (X1 +6,87), (191

onde apenas realizamos a expansao em série de Taylor em torno de € = 0 desprezando os
termos de ordem quadratica.

Vamos demonstrar que o operador f}fn ¢é responsavel por gerar tal reparametrizagao.
Para isso, considere o comutador:

[ZA};,)A(I(T,J)} = +\/_040+2\/_Z —aleminT cos(na)]

n;é[)

— { }—F\/_[Li?@o}*'l\/_z 7 cos(no ){ZA}L 6/}.

n;ﬁ()

Usando (4.84) e (4.85]), encontramos que:
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[LL,XI@',O')} = —iV2/&l, —ivV2a/ > e " cos(no)dr, .,

n#0
= —iVv2 (a + ) e " cos na)afmrn)
n#0
= —ivV2a/ > e " cos(no)dl, ., (4.93)

nez
Escrevendo cos(no) em termos de exponenciais complexas

(eino + e—ina)

5 , (4.94)

cos(no) =
podemos simplificar (4.93)):
|:E7J;L,XI(T, 0_):| _ —Z\/_ Z e—mT ino + e—ina)&fr”rn

nEZ

- / Z —zn('r o) _Zn(7+0))d7171+n (m+n_>n)

nEZ

_ iVt L () g
nEZ

:_7/ ZelanUOé —*\/_ZGZ(an+U)6{
neZ neL

_ _%eim(’r—o) (@ Z e_in(T_U)d/ryIz) _ %eim(T—‘ra) (@ Z e—in(T—i-U)drIZ) )

nez neL

(4.95)

Perceba que os termos entre parénteses sao exatamente as expressoes (4.30) e (4.29)),
respectivamente:

[f/;,XI(T, 0_)] _ _éeim(r—a) (XI N XI/) _ ;eim(T+0) <XI + XI/)
— M7 _%efimo <XI . XI/) _ %eima (XI + XI/)]

— pimT (_Ze—imo _ Zeima> XL (Ze—ima _ 3 im )X }

L\ 2 2 2 2
] e—ima + eima I e—ima o 67'

— mr |- = XI ~—

= —ie"™ cos(mo) X! + €™ sin(mo) X"

— e Xy R (4.96)

Substituindo (4.96) em (4.91)), chegamos a seguinte expressao:

X (r+ €€, 0+e) =X (r,0) + e{f/fn, X(r, U)}. (4.97)

Essa equacao nos permite concluir que os operadores de Virasoro sao os geradores de
reparametrizagoes na folha-mundo. Em especial, se m = 0, a equagao (4.96|) torna-se

{IAJOL, X(r, O')} — X!, (4.98)



CAPITULO 4. QUANTIZACAO DA CORDA LIVRE RELATIVISTICA 57

Comparando com a equacao de movimento de Heisenberg para X7 (1,0),
[ﬂ,Xf(T, a)} = —iX", (4.99)

percebemos que, salvo por uma constante, o operador L3 representa o hamiltoniano
da corda quantica. De fato, para obter o hamiltoniano completo, basta adicionarmos a
constante de ordenamento:

H=1Ly—1. (4.100)

4.1.6 Base de Estados

Os operadores obtidos neste capitulo atuam em estados que pertencem ao espaco
de Hilbert. Vamos denotar um estado geral da corda por |¥). Uma vez que temos um
conjunto infinito de operadores criacio all, este estado geral pode ser escrito como uma
combinagao linear de infinitos elementos de uma base de estados. Cada elemento desta
base é completamente definido pelo niimero de vezes que o operador criagdo atua no estado
fundamental da corda:

co 25

W =1Ll (az)™

phpt, (4.101)

onde ’p*, p! > ¢ o estado fundamental de uma corda com momento p* ao longo da coorde-
nada X e momento p’ ao longo das coordenadas transversais.

Note que A, ; é o pardmetro que denota o nimero de vezes que cada operador criagao
al atua no estado fundamental — por isso é chamado de nimero de ocupagio.

Como esperado, o estado fundamental é aniquilado pela atuagao de al:

al ‘p*,p1> =0, para n > 1. (4.102)

Para calcular o espectro de massa da teoria bosonica de cordas abertas, precisamos
primeiro conhecer o resultado da atuagdo do operador M? nos estados |\). Considere os
comutadores

[N%ag] — im[aﬁa" af]

m m?n m’»-n m
m=1 N——
=0
oo
IJAJ
= — Z mn " a;, Omn
m=1

= —nal (4.103)
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W6l = Y mfaziad, alf

m m? m’n
m=1 —
=0
0o
= > mn"all6,.,
m=1
_ n&ff. (4.104)

AJ

Suponha que tomemos um elemento arbitrario da base de estados, a saber: a’/Ta Tt ‘ pr,p >

Ao atuar N1 neste estado, obtemos
B alr) = [V atlal ) sl o)

_ [NL’&ZJ}&TI;{ ‘p*,p1>+ ;In[NJ_ Apf} ’p D >+a‘” ITNJ_ ‘p*,p1>

=0

= majialt|p*,p") +nagfalt |pt,p")
= (m+n) (@) |p*.p")). (4.105)
Em geral, temos que o autovalor de N+ em relacao a um estado arbitrario |A) é apenas

a soma nos niveis de cada operador criacdo atuando no estado fundamental. Logo, N+
satisfaz a equacao de autovalor:

co 25

NN = NE Y, onde N* =33 "n\, ;. (4.106)
n=171=2
Relembrando que M? pode ser escrito como
~ 1 -
M? = a(NL - 1), (4.107)

temos tudo que é preciso para obter o autovalor do operador M? em em relacao a um
autoestado |\):

. 1
M2 |\) = M?|)\), onde M? = —(N*+ —1). (4.108)

Oé,

A mostra os primeiros estados excitados da corda em ordem crescente de
massa. O estado fundamental apresenta uma caracteristica peculiar: sua massa é negativa!
Este estado, chamado de tdquion, representa uma particula escalar instavel.

Considere agora um resultado oriundo da quantizacao dos campos de Maxwell nas
coordenadas do cone de luz. Neste caso, um estado geral associado ao féton é dado porﬂ :

D—-1
[foton) = Y~ Crayl |9) (4.109)
1=2

3Este resultado é abordado no capitulo 10 da referéncia [15], pagina 206.
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Estado N+t M?
) 0 —1/d

al p*,p1> 1 0
afad [p*,p") 2 1/of
al p*,p1> 2 1/

Tabela 4.1: Listamos os quatro primeiros estados excitados da corda aberta. Note que os estados
associados a N+ = 2 sdo degenerados, enquanto o estado fundamental apresenta a peculiaridade
de ter massa negativa.

s . ~ I , . ~ . A .
onde (7 ¢ o vetor de polarizagao, api 5, € 0 operador criacao no contexto da teoria quantica
de campos e |2) é o estado de vacuo, que representa a auséncia de particulas.

Paralelamente, podemos perceber que o primeiro estado excitado da corda tem massa

nula. Um estado geral sem massa pode ser obtido pela seguinte combinacgao linear:

M? = 0) = Df Cral ‘p+,pl> . (4.110)
=2

Note que os estados (4.109)) e (4.110]) sdo semelhantes: ambos tem a mesma massa,
apresentam o mesmo momento na descricao do cone de luz e (; é um vetor arbitrario.
Com isso, identificamos a seguinte equivaléncia:

A

aq

ptp') e all 1 10). (4.111)

Este resultado nos permite afirmar que a teoria bosonica de cordas inclui naturalmente
estados que representam os fétons.

E importante citar que a teoria quantica de cordas que inclui férmions traz consigo o
conceito de supersimetria, onde para cada boson ha um férmion associado, e vice-versa.
Por isso, essa teoria é chamada de Teoria de Supercordas. Nela, o estado associado ao
taquion nao aparece, o que a torna uma teoria fisicamente realista. Nao trataremos de
supercordas neste trabalho — uma introdugao aos conceitos de supersimetria pode ser
encontrada na referéncia [17], capitulo 3, enquanto uma abordagem simplificada a respeito
de supercordas esta disponivel na referéncia [15], capitulo 14.

4.2 Quantizacao da Corda Fechada Relativistica

O procedimento de quantizacao canonica da corda fechada é muito similar ao que
realizamos para a corda aberta. De fato, as rela¢oes de comutagdao candnicas permanecem
as mesmas:

PA(I(T, o), P (r, 0’)} = (o — o), (4.112)
{X’I(T, o), X/ (r, 0’)} = 0, (4.113)
P (r,0),P(7,0")] = 0. (4.114)
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As expressoes (3.132)) e (3.133]) também tornam-se uma relagao entre operadores. Em

especial, em termos das coordenadas transversais, temos
X4 X1 = Voo S e 0o, (4.115)
nez
XI _XI/ _ /9 Zal —in(r—o) 7 (4116)
nez
que sdo expressoes andlogas a equagao (4.5)), salvo pelo fato de que agora temos dois
conjuntos de operadores: &i e &l. A versio quantica das relagoes (4.117) e (4.118)
tornam-se:
aly = ah/n, a, =a,Vn, (4.117)
S & =a"n, (4.118)
Oé/
ab = 5}3". (4.119)

Devido a similaridade entre as relagoes de comutagao da corda aberta e fechada, nao
é necessario refazer todos os calculos da secao anterior. Por exemplo, ainda valem os

comutadores (4.24]) e (4.25)):
: d
_ Linld L . (4.120)
o

(4.121)

[()*(f + X (r,0),(X*  X7)(r, o—')] o,

Calculando explicitamente o lado esquerdo de (4.120)) utilizando as relagoes (4.115) e

para o € [0, 27]

(4.116)), obtemos:

{()‘(f + X, 0), (X7 + XY (1,0

&, (122

_ 1
Z e —ip T+J iq T+0)[ap7

p,9EL

{(XI —XI/)(T, U),(XJ —XJ/)(T,U } — Z e —ip(T—0) —“1(7' U)[aé,@ﬂ- (4.123)
P,qEL
Logo, decorre de (4.120)) que
) , NTAl ~ d
3 e,zp(m)e%q(m){{mﬂ = 2min’’ —68(0 — o), (4.124)
D,qEZL
d
Al d(ﬂ = —27?2'77”—(5(0—01)- (4.125)

ip(t—0) 77,(]7' o
S e =[al,

P,qEL
Note que a equacao (4.124]) é andloga a (4.40]). Desta vez, nao ha necessidade de definir
nenhum operador auxiliar — essa expressao ja é valida no intervalo o € [0, 27]. Seguindo
e 1 o s
e

o mesmo procedimento de multiplicar ambos os lados por €"7¢ /A7* e entdo integrar o

resultado em relagdo a o e ¢’ em todo o intervalo [0, 27|, obtemos
[é'r[nva;ﬂ = mnljdm-i-n,()- (4126)
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De maneira similar, da equacgao (4.125)) podemos concluir que:
[ S s (4.127)

Uma vez que os operadores & sao definidos para m,n € Z, podemos fazer —m, —n — m,n
e entao escrever:

|61, &) = mn" 5 n - (4.128)

Reescrevendo (4.126) e (4.128) como

@50 = mn o, (4.129)
6L, 0] = mn' 6, (4.130)

~ ~ ~I .7 .
podemos encontrar as relagoes de comutacao que os operadores @, e @, satisfazem, usando

(4.117) e (4.118):

Sl
g= §=
S

[
|

Novamente, essas sao as mesmas relacoes de comutacao que os operadores de escada do

T = 7"6mm (4.131)
1 = 0" (4.132)

Q>

oscilador harmonico quantico satisfazem. Identificamos os conjuntos {an ,altl e { a,,a,
como operadores criagao e aniquilagao, respectivamente. Conforme veremos, a atuacao
destes operadores no estado fundamental irda definir uma base de estados.

4.2.1 Base de estados

Quando resolvemos as equagoes de movimento da corda fechada, obtivemos duas
expressoes para os modos transversais de Virasoro:

Z a0, Z a)_,a (4.133)

PGZ pGZ

Para obter a versao quantica dessas relagoes, precisamos nos atentar para a ordem em
que os operadores criacao e aniquilagdo aparecem. Novamente, essa ambiguidade apenas
existe quando n = 0. Para resolver este problema, vamos impor o ordenamento normal da

2l ~
mesma forma que fizemos na quantizacio da corda aberta, definindo L, e Ly de forma
analoga a (4.59), sem incluir a constante de ordenamento:

I ﬁp (4.135)

2t NN,
L *p '+ Z 08 (4.134)
n=1
Novamente, a constante de ordenamento é fixada pela dimensionalidade do espaco-
tempo. Assim como para cordas abertas, a teoria bosonica de cordas fechadas s6 preserva
a invariancia de Lorentz quando D = 26, o que resulta em a = a = —1.
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Definindo o operador nimero:

~ 1 X AItA

N = S nala, (4.136)
n=1

Nt = Y naltal, (4.137)
n=1

podemos reescrever (4.134]) e (4.135)) como

L / a1l

L, = %ﬁIﬁI+N, (4.138)

~ o’ N

L = Zﬁfﬁfﬂ\f% (4.139)

Considere a equagao classica (3.143)). Sua respectiva versao quantica é obtida realizando

A

as substituicdes L — (Lt — 1) e fol — (Ly — 1)

At A 2 2l 21
2pTpT = o (LO - 1) + (Lo - 1)}
2 /al ~
- = (LO + Ly — 2) : (4.140)

Substituindo este resultado na expressao relativistica (4.64) e entao usando as definigoes
(4.138) e (4.139)), obtemos que o operador M? é dado por:
~ 2 /L A
Y- (N bRt 2) . (4.141)

(%

Agora, vamos definir a base de estados para a corda fechada. De forma andloga a
expressao (4.101f), essa base é formada por todos os estados obtidos pela atuacao dos
operadores criacao e aniquilagdo no estado fundamental:

I Y i [

n=171=2 n=1I1=2

~ 1 ~
Assim como obtivemos em (4.106]), o autovalor dos operadores N e N+ em relacdo a

)\,X> ¢ dado por

oo 25 co 25

NE=Y"SN"n\s e N = S ndar. (4.143)

n=11=2 n=171=2
No entanto, nem todos os estados presentes em (4.142]) sdao fisicamente aceitaveis.
Atentemos para a condicao classica (3.140)). Quanticamente, essa expressao se traduz na

2L ~
condi¢io L, = Lg, o que de acordo com (4.138) e (4.139)) implica na igualdade

Nt =N" (4.144)
Apenas os estados que satisfazem (4.144)) de fato pertencem a base de estados (4.142)).

O proximo passo é obter o espectro de massa da teoria bosonica de cordas fechadas.
Conhecendo os autovalores (4.143)), podemos facilmente avaliar a atuacdo de M? em um
estado qualquer da base:

~ _ 2
N2AX)y== (NT+ Nt —2)
Q@

/

A (4.145)
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Estado Nl,WL M?
)p*,pl> 0,0 —4/a/

d{TﬁfT p*,pl> 1,1 0
ar'al'ay i [pt ') 2,2 4/l
&{T&ffﬁéﬁ p*,p1> 2,2 4/a/
&Qﬁf%{ﬂ p+,p1> 2,2 4/a/
aﬁf ‘p+,p1> 2,2 4/a/

Tabela 4.2: Listamos os seis primeiros estados excitados da corda fechada, que satisfazem a

.~ L . .
condicdo N+ = N . Assim como no caso da corda aberta, o estado fundamental também tem
massa negativa e reprensenta o tdquion, uma particula escalar instdavel. Note que os estados

associados a N+ = N = 2 sio quadruplamente degenerados.

A [Tabela 4.2] retine os seis primeiros estados excitados, por ordem crescente de massa.
Note que estado fundamental tem massa negativa. Assim como no caso da corda aberta,
este estado representa uma particula escalar instavel: o taquion.

Considere um estado geral com massa nula, isto é, N L= NL = 1. Este estado pode
ser escrito como a seguinte combinacgao linear:
1,J

onde R;; é uma matriz (D — 2) x (D — 2) arbitraria, que pode ser decomposta em uma
parte simétrica e uma parte antissimétrica, respectivamente:

Ry =Sr;+ Ay, (4.147)
Podemos escrever a parte simétrica S7; como:
1 1
= — ) 0
Sty (SIJ D5 IJS) t 53 175
= St 550, (4.148)

onde S é o trago de Syy e S7; é, por construgdo, uma matriz com trago nulo. Como
consequéncia, podemos decompor os estados (4.146)) em trés grupos:

M2=0) = Y S ata [, (4.149)
I.J

M2:0>2 = Dblza{f&i” ]p+,p’>, (4.150)

M2=0) = > Ayaa '), (4.151)
I,J

Vamos focar nossa atengao nos estados |M? = 0>1E]. . Ao quantizar um campo gravita-
cional livre nas coordenadas do cone de luz, obtem-se que o estado geral de um graviton —

4A interpretacio fisica dos estados ’M2 = 0>2 e ‘Mz = 0>3 é abordada na referéncia [I5], pagina 292
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particula mediadora da interacdo gravitacional — pode ser escrito com(ﬂ

D—-1

|graviton) = Y Cud;ﬂpj €2) (4.152)
1J=2

onde (r; é o tensor de polarizacdo: uma matriz arbitraria de dimensao (D — 2) x (D — 2),
, . N - . s

com trago nulo. Além disso, a0 €0 operador criagdo no contexto da teoria quantica de

campos, que atua no estado de vicuo |2).

Comparando (4.152) e (4.149), podemos fazer a seguinte identificagao:

Alt2JdT | 4 g ~IJT

Ay Gy [P 5P ) < Ay €0, (4.153)

pois ambos os estados carregam os mesmos indices de polarizagao I e J, o mesmo momento
e a mesma massa.

Este resultado nos mostra que a teoria bosonica de cordas fechadas inclui naturalmente

a gravidade. Este resultado permanece verdadeiro mesmo na teoria de supercordas, fazendo

com que esta seja uma candidata a teoria de gravitagdo quantica.

4.3 Conclusao

Partindo das relagoes classicas obtidas no |[Capitulo 3| calculamos os parénteses de
Poisson para as varidveis dindmicas X'(r,0) e P™(r,0). Usando a prescricao (4.8),
deduzimos as rela¢oes de comutacao (4.13)), (4.14) e (4.15)), das quais obtivemos que
alt e al atuam como operadores criacdo e aniquilacdo de modos de oscilagdo da corda,

respectivamente.

Ao impor o ordenamento normal de ié, vimos que o operador M2 ¢ dado em termos da
constante de ordenamento , fixada pela dimensionalidade do espago-tempo. Usando
o fato de que a consisténcia da teoria bosonica de cordas exige D = 26, obtivemos que
a=—1.

Reunimos os primeiros estados excitados da corda aberta na [Tabela 4.1} O estado fun-
damental tem massa negativa — ele representa uma particula escalar instavel denominada
taquion. Usando um resultado oriundo da quantizacao dos campos de Maxwell no cone de
luz, concluimos que o espectro de cordas abertas inclui os f6tons naturalmente.

Uma vez que a solugao cléssica para cordas fechadas gera equacoes muito similares
as que obtivemos para cordas abertas, o processo de quantizagao canodnica também é
muito semelhante. Reunimos os primeiros estados excitados na [Tabela 4.2 onde também
percebemos a peculiaridade de que o estado fundamental tem massa negativa, representando
um taquion. Vimos que um estado geral sem massa, obtido com Nt =Nl = 1, pode
ser associado a um estado que representa um graviton, fazendo da teoria de cordas uma
candidata a teoria de gravitagdo quantica.

Neste capitulo, consideramos que os extremos da corda satisfazem a condi¢ao de con-
torno de Neumann para todas as D — 2 coordenadas transversais. No entanto, podemos
limitar o movimento dos extremos da corda a certas superficies de dimensao p < D — 1,
denominadas de Dp—Branas. De fato, a motivagao para o desenvolvimento da corres-
pondéncia AdS/CFT surgiu da identificacio que uma teoria de cordas formulada em N
Dp—Branas corresponde a uma teoria de gauge com N cores, no limite em que N — oo.
Para uma discussao mais detalhada sobre estes topicos, sugerimos consultar as referéncias
17, 18], e [15].

®Este resultado é obtido na referéncia [I5], capitulo 10, pagina 209.




Parte 11

Introducao a Relatividade Geral
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Capitulo 5
Principio da Equivaléncia

A gravidade é uma das forcas fundamentais da natureza. Ela esta presente em todo
lugar, e até onde sabemos, é uma forca sempre atrativa. Seus efeitos sdo responsaveis por
fendbmenos que observamos em diversas escalas: desde a trajetéria parabdlica de balas
de canhao até a formagao de estruturas gigantescas no cosmos, como estrelas, galaxias e
buracos negros.

Mesmo sendo uma forga tao presente em nosso cotidiano, a intensidade da interacao
gravitacional é muito pequena. Um simples ima é capaz de erguer um pequeno peso de
metal, superando a atracao gravitacional de um planeta inteiro. A mostra um
comparativo entre a forca gravitacional e as demais forcas descritas pelo modelo padrao.

Forga Intensidade
Forte 10
Eletromagnética 102
Fraca 10-13
Gravitacional 1042

Tabela 5.1: Realizamos um comparativo entre a intensidade da forca gravitacional e as outras
forgas fundamentais, em uma escala onde a intensidade da forca forte é tomada como 10. Estes
valores apenas servem para efeito de comparacao e nao devem ser tomados de maneira literal.
Fonte: [19].

Explicar essa discrepancia ainda é um problema em aberto na fisica moderna.

Neste capitulo, vamos abordar a formulacao classica da gravidade e a sua inconsisténcia
com a relatividade especial. Introduzindo o principio da equivaléncia, tentaremos seguir
uma argumentagao logica que culminara na motivacao para o desenvolvimento da teoria
da relatividade geral. Nela, a gravidade nao atua como uma for¢a no sentido usual, mas
sim é uma consequéncia da curvatura do espago-tempo.

5.1 Galileu e Newton: os primeiros estudos sobre a
gravidade

Galileu Galilei (1554-1642) estabeleceu os primeiros fundamentos no estudo da forca da
gravidade. Seu particular interesse no movimento de balas de canhao o levou a realizar uma

66
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série de experimentos, cujos principais resultados (descritos em uma linguagem moderna)
foram:

e 0 tempo de queda de um corpo nao depende da sua massa;
e todos os corpos caem com aceleragao constante.

Hoje, estes resultados sao 6bvios para qualquer estudante de fisica béasica, mas na
época de Galileu, representavam um marco no nascimento da fisica moderna.

Galileu observou que o movimento bidimensional de um lancamento de projétil poderia
ser analisado como dois movimentos unidimensionais independentes: um corpo em queda
livre com aceleragao vertical constante e um corpo se movendo horizontalmente com
velocidade constante. O movimento completo, por sua vez, é parabdlico.

Nicolau Copérnico (1473-1543) ja havia sugerido que a Terra e os outros planetas
orbitavam ao redor do Sol. Estudiosos que viviam na época de Galileu argumentavam
contra essa hipdtese, uma vez que nao conseguiam ‘sentir’ o movimento da Terra. Este
problema foi resolvido pelas ideias de Galileu sobre a decomposicao de movimento: um
observador na cabine de um navio que viaja por dguas calmas a velocidade constante
¢ incapaz de perceber o movimento da cabine — todos os objetos presentes na cabine
possuem a mesma velocidade na dire¢cao do movimento do navio, de modo que a velocidade
relativa deles em relagao ao observador é zero. Qualquer experimento feito na cabine se
comporta da mesma forma como se fosse feito em solo firme. Este seria o motivo pelo qual
nao sentimos o movimento da Terra ao redor do Sol — todos os corpos na Terra viajam
pelo sistema solar com a mesma velocidade. Mais tarde, Einstein usou este principio
para desenvolver a teoria da relatividade especial, enunciando que as leis da fisica sdo as
mesmas em todos os referenciais inerciais.

Em seu livro Principios Matemdticos da Filosofia Natural, Isaac Newton (1643 - 1727)
observou que a forga responsavel por fazer os corpos cairem é a mesma que mantém a Lua
orbitando ao redor da Terra e a Terra orbitando ao redor do Sol. Matematicamente, essa
ideia ¢ sintetizada na lei da gravitacao universal:

= mims
Fio=G——=(r] — 1y 5.1
12 7?1 _ r—2»|3(r1 7’2>7 ( )

onde Fip é a forca gravitacional que uma massa m; exerce sobre uma massa ms, cujos
vetores posicao sao respectivamente 7] e 7 e G é a constante da gravitagdo universal.

Embora a lei da gravitagdo de Newton tenha sido o suficiente para descrever a trajetéria
eliptica da maioria dos planetas do sistema solar, ela falhou em obter a solucao correta
para a 6rbita de Mercurio, o planeta mais proximo do Sol. Além disso, com o advento da
relatividade especial, é sabido que nenhuma forma de interacao entre dois corpos pode ser
transmitida mais rapido que a velocidade da luz. A equacao , no entanto, sugere que
a gravidade atua como uma for¢a instantanea. Essas contradi¢oes levaram a formulagao
da Teoria da Relatividade Geral de Einstein: uma generalizacao da lei de gravitacao de
Newton que incorpora a relatividade especial e explica a gravidade nao como uma forga,
mas como uma manifestacio da geometria do préprio espaco-tempo [

1Uma boa introducdo histéria a respeito da transiciio da gravitacdo Newtoniada para a relatividade
geral pode ser encontrada em [20]
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5.2 Principio da Equivaléncia

Considere o seguinte experimento: um observador é colocado em repouso no interior
de uma caixa fechada na superficie da Terra, sem qualquer contato com o mundo exterior,
enquanto outro observador estd dentro de uma caixa idéntica, acoplada a foguetes, que
se move no espago vazio com aceleragdo g = 9,8 m/s%.. Qualquer objeto colocado em
ambas as caixas experimenta uma mesma forca: no primeiro caso por causa da gravidade
e no segundo em razao da forga ficticia oriunda da aceleragao do referencial. Nenhum
dos observadores consegue distinguir em qual das caixas ele se encontra. O fato de que é
impossivel distinguir entre um movimento acelerado e a acao de um campo gravitacional
uniforme é chamado de principio da equivaléncia.

Suponha que o observador dentro da caixa que se move pelo espaco esteja de posse
de um laser. De acordo com a relatividade especial, o movimento da luz nao é afetado
pelo movimento da fonte. Se o laser é disparado horinzontalmente dentro da caixa, sua
trajetéria como um todo serd uma linha reta, como mostra a [Figura 5.1

.

Figura 5.1: Um observador, em repouso dentro de uma caixa fechada que se move pelo espaco
vazio com aceleragdo constante de mesmo moédulo que a aceleracdo da gravidade na superfie
da Terra, dispara um laser (linha vermelha tracejada) horizontalmente. A figura mostra trés
instantes de tempo, sendo o primeiro logo apds o disparo e o dltimo quando o feixe de luz encontra
a outra extremidade da caixa. Uma vez que o movimento da luz nao é afetada pelo movimento da
fonte, o laser ird percorrer uma trajetoria reta, destacado pela linha cinza tracejada. Obviamente,
as escalas de tempo e distancias foram exageradas para facilidar a visualizacao.

No entanto, devido ao seu movimento acelerado, o observador dentro da caixa veria o laser
percorrer uma trajetoérica curva, como exemplificado na |[Figura 5.2

Figura 5.2: Do ponto de vista do observador dentro da caixa, o feixe de luz atinge a outra
extremidade em uma altura inferior & aquela em que foi disparado. A trajetéria completa sera
descrita por uma parabola.

De acordo com o principio da equivaléncia, ao realizar o mesmo experimento na caixa
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que se manteve na superficie da Terra, o outro observador também deve ver o laser
percorrendo uma trajetéria curva, como na |Figura 5.3

Figura 5.3: De acordo com o principio da equivaléncia, ndo é possivel distinguir um referencial
acelerado de um referencial na presenca de um campo gravitacional, por nenhum experimento.
Logo, o observador dentro da caixa que ficou na superficie da Terra também verd o laser percorrer
uma trajetéria curva.

A pergunta que surge é: por que a luz nao percorre uma linha reta na presenga de um
campo gravitacional? A resposta, dada por Einstein mediante a teoria da relatividade
geral, é que a presencga de matéria modifica a geometria do proprio espago-tempo, de modo
que a menor distancia entre dois pontos torna-se uma curva, chamada de geodésica. Essa
¢é a trajetoria seguida por todos os corpos no espaco-tempo, incluindo um feixe de luz.
Este é o efeito que entendemos por gravidade.

5.3 Conclusao

Neste capitulo realizamos uma revisao historica dos estudos sobre a gravidade. Vimos
a contribuicao de Galileu a respeito da universalidade da acao gravitacional, descrita pela
sua observacao de que todos os corpos na Terra caem com a mesma aceleragao. Também
revisamos a primeira formulagdo matematica para a gravidade, dada por Isaac Newton em
sua famosa lei da gravitacao universal. Por fim, enunciamos o principio da equivaléncia e
vimos que, na presenc¢a de um campo gravitacional, um feixe de luz percorre uma trajetoria
curva. A explicacao deste fendmeno veio com a teoria da relatividade geral, que descreve
a gravidade em termos da geometria do espago-tempo.

No proximo capitulo, vamos discutir como descrever matematicamente a curvatura do
espago-tempo — isso nos permitira entender o significado fisico das equacoes de campo de
Einstein. Posteriomente, abordaremos uma solugao especifica dessas equagoes: o espaco-
tempo anti-de Sitter, que é de particular interesse para a aplicacdo da correspondéncia
AdS/CFT.



Capitulo 6

Elementos de Geometria Diferencial

Vimos no capitulo anterior que, para explicar a trajetoria curva de um feixe de luz
na presenca de um campo gravitacional, Einstein sugeriu que a propria geometria do
espaco-tempo nao € plana e imutavel.

De acordo com o principio da equivaléncia, a fisica em um referencial que se move com
aceleracao constante é precisamente a mesma de um referencial em repouso na presenca
de um campo gravitacional, no sentido usual descrito pela lei da gravitacao universal.
Ao atribuir o efeito da gravidade a prépria curvatura do espaco-tempo, o principio da
equivaléncia pode ser generalizado da seguinte forma: em regioes suficientemente pequenas
do espago-tempo, as leis da fisica se reduzem a aquelas da relatividade especial: € impossivel
detectar a existéncia de um campo gravitacional por qualquer experimento local. Em outras
palavras, o espaco-tempo é localmente plano.

Para formular uma teoria da gravidade que satisfaz este principio, precisamos do
ferramental matematico que descreve espacos-curvos. De fato, vamos tratar o espago-
tempo de dimensao D como um objeto matematico chamado de variedade topoldgica
diferencidvel: um conjunto continuo de pontos que localmente pode ser aproximado pelo
RP. Uma vez introduzida essa formulacdo, seremos capazes de entender como a geometria
do espacgo-tempo afeta o movimento da matéria e se relaciona com a gravidade.

6.1 Geometria Diferencial

A geometria diferencial é o campo da matematica que estuda estruturas geométricas com
base no formalismo do cédlculo diferencial. Na mecanica classica, o espago onde definimos
as quantidades fisicas é plano: euclidiano no caso nao-relativistico e de Minkowski na
relatividade especial.

Para descrever quantidades fisicas em espagos curvos, precisamos definir objetos
matematicos basicos, como vetores, tensores e operadores diferenciais. Nesta se¢dao, vamos
introduzir estes conceitos sem a pretensao de seguir um formalismo matematicamente
rigoroso, uma vez que isso pode ser encontrado em livros especializados, como [21], [22],
[23] e [24]. Nosso foco serda dado aos conceitos que sdo necessarios para entender e usar as
equagoes de campo de Einstein — assunto que serd tratado no préximo capitulo.

70
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6.1.1 Vetores e Covetores

Seja M uma variedade topoldgica diferencidvel de dimensao D. Um sistema de
coordenadas = é um map que associa coordenadas (2°,...,2P7!) € RP a cada ponto
pE M:

r : M—RP,
v prra(p) = (2°(p),... 2" (p)). (6.1)

Como exemplo, tomemos uma esfera, denotada por S?. As redondezas de cada ponto
p € S? comporta-se como o plano R?, como mostra a figura [Figura 6.1} Neste caso, dizemos

N

Figura 6.1: Localmente, as redondezas de qualquer ponto que pertence a uma esfera se comporta
como o R2.

que a esfera é homeomdrfica a R2. A dimensio da variedade topoldgica é definida pela
dimensao do espago ao qual ela é homeomorfica. No caso da esfera, temos:

dim(S5?) = dim(R?) = 2. (6.2)

Associado a cada ponto p € M, podemos definir um espaco vetorial cujos elementos
sao todos os vetores tangentes a variedade no ponto p. A este espago vetorial damos o
nome de espago tangente, denotado por 7, M. No contexto da geometria diferencial, um
vetor ¢ um objeto mateméatico abstrato definido sobre um 1nico ponto, e que pode ser
representado através de um sistema de coordenadas. Enquanto as componentes de um
vetor mudam de acordo com a escolha de coordenadas, o vetor em si é invariante sob este
tipo de transformacao.

Seja {€(0), €1, - - -, €(p—1)} 0 conjunto formado pelos elementos de uma base arbitraria
de T, M. Podemos expressar V' € T, M em termos dessa base:
V =VH"ey, com pu=0,1,...,D —1, (6.3)

sendo V* as componentes do vetor V' em relacao a base €.

Associado a todo espago T, M, podemos definir o espago-dual (ou espago cotangente),
denotado por Ty M: um espago vetorial formado por elementos que atuam como um mapa
que leva um vetor a um ntmero real. Se w € T7M, isso significa que:

w : TyM — R,
w : Ve wlV)eR. (6.4)

'Um mapa ¢ é uma relacdo entre dois conjuntos, X e Y, tal que ¢ : X — Y, onde X é chamado de
dominio e Y € o contradominio. O subconjunto de todos os elementos de Y que foram mapeados por ¢ é
denominado conjunto imagem.
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Os vetores que pertecem a Ty M também sao chamados de covetores. Por definigao,

T, M ¢ o proprio espago dual de Ty M:
V(w) =w(V). (6.5)

Seja {A®, ..., 0(P=D} o conjunto formado pelos elementos de uma base arbitraria de
Ty M. Podemos expressar um covetor em termos dessa base:

w=w, W, (6.6)

Os elementos 6+ podem ser obtidos a partir da base €(,), impondo que

A

04 (eq)) = oy (6.7)
Com essa condicao, torna-se simples escrever a atuagdo de um covetor em um vetor:
w(V) = w, V")

= w V"

= w,VH (6.8)

Vamos definir algumas quantidades tteis para o que se segue. Uma curva v é um mapa
que associa cada valor de um pardmetro real A € [0, A\;] a um ponto sobre a variedade M:

v o R— M,
v o A y(A) =p. (6.9)

Por exemplo, considere uma formiga que se move sobre a superficie de uma esfera. Para
cada instante de tempo ¢ € [0,t;], podemos ‘marcar’ um ponto sobre a esfera referente a
posigao da formiga naquele instante. A trajetoria total da formiga serd uma curva ()
formada por este conjunto de pontos, como mostra :

t:tl

()

I Y A A A A |

[T T T T T T T

t =0

Figura 6.2: A trajetoria de uma formiga na superficie de uma esfera pode ser descrita por uma
curva (t), que associa a cada valor de ¢ € [0,#] um ponto sobre S2.

Uma fung¢do f é um mapa que associa cada ponto p € M a um ntmero real:

f @ M-=R,
f : p— f(p) eRr. (6.10)
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Um campo de temperatura é um exemplo de fungdo que estamos habituados a trabalhar.
Outra definicao 1util é a composicio de mapas. Considere os mapas a seguir, que
relacionam trés conjuntos distintos, X, Y e Z:

fX—Y, (6.11)
g Y —Z (6.12)

Podemos construir um mapa que leva diretamente de X até Z:

gof + X — 7, (6.13)
gof + zr(gof)lz) =g(f(z)), zeX, g(f(x)) € Z, (6.14)
onde g o f é a composicao entre f e g, como mostra a [Figura 6.3
X Y
f
gof :
VA

Figura 6.3: Podemos ir diretamente do conjunto X para o conjunto Z usando a composicao de
mapas g o f.

Agora, considere um ponto p € M e uma curva () que passa por p. Para cada curva
deste tipo, definimos a derivada direcional de uma funcao f, calculada no ponto p, como:

d . _d(fon)
=T (6.15)

Inserindo o mapa identidade I = 27! o x tal que I(p) = p, e usando a propriedade

associativa a o (boc) od = (aob) o (cod), obtemos:

d(foy) _ d(fo(a"'ox)o9)
dX dX
d[(foa™") o (x07)]
= . (6.16)

Note que f ox~! atua como uma funcao escalar usual
foz ':RP — R, (6.17)
enquanto x o 7y associa cada valor do pardmetro A a um ponto de coordenada z# € RP:
rovy:R— RP. (6.18)
Isso nos permite reescrever (6.16]) usando a seguinte notagao simbdlica:

d(for) _ dlfz"(\)] (6.19)

dx d\
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Com essa notacao, fica claro como realizar a regra da cadeia no lado direito:

d(foy)  d(fox ") o(rony)]
d\ d\
d(z o) d(fox")
d\ oz
dxt 0

= o (6.20)

Substituindo (6.20]) em (6.15]) e usando o fato de que f é uma fungao arbitraria, obtemos
a seguinte relacao:

d dz* 0
== (6.21)
d\  d\ Ox+
Agora, atentemos ao fato de que os operadores diferenciais % satisfazem todos os
axiomas de um espago vetorial, dadas as operagoes usuais de soma e multiplicagdo por um
escalar. Neste sentido, % é um vetor, assim como %. Com isso, ao comparar (6.21)) e
(6.3), percebemos a seguinte equivaléncia:
d dx# 0
— =V — &V e — & éy). 6.22
dx T dA o "W (6.22)

Deste resultado, podemos concluir resultados importantes. Primeiro, as derivadas
parciais a% formam uma base para T, M, chamada de base coordenada. Segundo, um
vetor pode ser visto como um objeto que atua em uma funcao f e resulta em um escalar:

V:if=V(f)eR. (6.23)
De agora em diante, usaremos a base coordenada €,y = &%. Assim, vamos escrever V/
em termos de suas componentes da seguinte forma:
0
V=Vt _—. 6.24
e (6.24)

Suponha que seja escolhido um novo sistema de coordenadas z’, tal que:

0

orH’

V=ve

(6.25)

onde V* sao as componentes de V' em relacao a x’. Uma vez que V independe da escolha
de coordenadas, vale a igualdade:

yw Oy O (6.26)

oxH Ok’

Usando a regra da cadeia no lado direito, obtemos:

0 ozt 0
M =V — 6.27
Oxh Ozt Ok’ (6.27)
de onde concluimos que:
OxH
v =yl (6.28)

oxh’
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Para finalizar a nossa analise do espago tangente, precisamos encontrar uma base para
Ty M. Vimos que os covetores atuam como um mapa linear que leva um vetor a um
numero real, e que os vetores atuam em fungoes, também resultando em um valor real.
Logo, o covetor (ou 1-forma) mais simples que podemos construir é o gradiente de uma
funcao, denotado por df e definido como:

af : T,M — R,
df = Ve df(V)= V(). (6.29)

Lembremos que as componentes x* do sistema de coordenadas x atuam precisamente
como uma funcgao, isto é:

2"t M — R. (6.30)

Logo, para cada valor de u, podemos construir um gradiente dz* associado a este sistema
de coordenadas. Este conjunto de D gradientes, dada a definigao ([6.29)), satisfaz a relagao

6.7):
0 Ox
Z = 31
da (8:{:”) drv % (6:31)

o que nos permite identifici-lo como sendo uma base coordenada dual para o espago T,y M.
Neste sentido, qualquer covetor w € T M pode ser escrito como:

w = wydx". (6.32)

Como as componententes de um covetor se comportam sob transformacoes de coorde-
nadas? Ora, sabemos que vale a igualdade:

w drt = w,dx". (6.33)

Usando a regra da cadeia no lado direito

oxt
w " = w, oy dzt (6.34)
concluimos que:
oxt
w; = wuw. (635)

Por sua vez, os elementos da base coordenada % e da base dual dx* se transformam,
respectivamente, como:

0 oz* 0
Oz O dah’ )
!
o = gi —da* (6.37)

6.1.2 Tensores do tipo (r,s)

Vimos que um covetor w ¢ um mapa linear, cuja atuacao em um vetor V resulta em
w(V) € R. Por sua vez, a atuacdo de V em w satisfaz V(w) = w(V) € R. Podemos
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generalizar estes conceitos para um objeto mateméatico que, ao atuar em r covetores e s
vetores, resulta em um valor real, onde r, s € Z. A este objeto damos o nome de tensor do
tipo (r,s):

T TEMx o x TiM x TuM x o x T,M — R (6.38)

r S

Neste sentido, um vetor é um tensor do tipo (1,0), enquanto um covetor é do tipo (0,1). O
produto direto entre dois tensores T(™) e T(:™) resulta em um tensor do tipo (7 +1, s +m):

T @ Tm) = plrthstm), (6.39)

Dadas essas defini¢oes, podemos escrever um tensor (7, s) em termos das bases dx* e %:
(r,s) _ qpr...pr 1z Vs

") =T Vi G ®...Q i Kde" @ ... Qdx". (6.40)

Sob uma transformacao de coordenadas x + z/, as componentes de um tensor se
transformam como uma extensao natural da transformacao de vetores e covetores:
ox*r  OxHr ox™ ox"s

.. _ 1 -y
oy = U g e 00 g0 000 g (6.41)

6.1.3 Meétrica

Em cada ponto p € M, podemos definir um tensor do tipo (0, 2) denominado métrica —
uma ferramenta necessaria para medir distancias sobre a variedade. Este tensor, detonado
por g, ¢ um mapa bilinear que atua em dois vetores, resultando em um niimero real:

g : TLMxTM—=R,
g - UV—gUV)=g,U"V” (6.42)
onde g, sao as componentes da métrica em relacao a um sistema de coordenadas.

A métrica satisfaz as seguintes propriedades:

e g(u,v) = g(v,u),

e Yu #0, Fv tal que g(u,v) #0;

e g(U,U) = g,UrU” = |U* onde |U| é o comprimento do vetor U.

Podemos escrever g em termos de suas componentes e da base coordenada do espaco
dual:
g = gudx" ® dx". (6.43)

E usual reescrever (6.43) usando a seguinte notagao simplificada:
ds® = g, da*dz”, (6.44)

que nos remete ao conceito de elemento infinitesimal de linha que estamos habituados.
Quando lidamos com uma variedade topologica sem curvatura, como o espago euclidiano
ou de Minskowski, as componentes da métrica sao as mesmas em todos os pontos da
variedade. Nestes casos, reservamos a notagao 7, para as componentes da métrica em um
espaco plano.



CAPITULO 6. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 77

6.2 Derivada Covariante

Para aplicacoes fisicas da geometria diferencial, é importante saber como um deter-
minado vetor varia quando andamos sobre a variedade. Considere dois pontos p e ¢ que
pertencem a uma curva 7, tal que p = () € ¢ = 7(Ao + AN), com AN < 1. Em cada
um destes pontos, podemos definir um vetor tangente a -, que denotaremos por V,, e V,,
respectivamente.

Usando um sistema de coordenadas x, podemos desenhar uma curva z*(y(\)) sobre
RP. Denotaremos essa curva apenas por z*()), por simplicidade. Desse modo, os pontos
p e q tém coordenadas z#(\g) e x#(Ag + AN).

Da mesma maneira, os vetores V), e V,, sao representados por suas respectivas compo-
nentes, que denotaremos por V(f(o) e V(’/(O AN Uma vez que os vetores sao quantidades que
dependem apenas do ponto ao qual sao calculados, essa notacao sugere que suas compo-
nentes também sao calculadas sobre um tnico ponto em R” — este ponto ¢ identificado
pelo valor do pardmetro \g. A figura mostra um panorama do problema que construimos
até aqui.

RD

‘/(};‘FAA)

Figura 6.4: Dada uma curva y(\) e dois pontos p e ¢ sobre a variedade, tal que p = (o) e
q = v(Ao+AN), podemos definir dois vetores V, e V, tangentes a curva v nestes pontos. Supomos
A)X <€ 1, o que implica que estes pontos estdo préximos sobre a variedade. Um sistema de
coordenadas x nos permite desenhar uma curva z#(\) em RP, e representar os vetores Vp eV,
em termos de suas componentes V(’;\O) e V(‘;\O +Ax)» Tespectivamente.

Neste momento nos perguntamos: como quantificar a variacao das componentes de
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um vetor quando andamos sobre a curva z#(\)? Uma proposta é fazer isso calculando a
derivada de V* em relacao a A:
dv* Viearny =V

IR S W (6.45)

Usando a regra da cadeia no lado esquerdo, obtemos:
dve  dx” ov*
d\  d\ 0¥’

o
—. Pela estrutura de indices, este ¢

(6.46)

Vamos dar atencao especial para a quantidade

um tensor do tipo (1,1). Considere uma transformacao de coordenadas x — x’. Esperamos
VH

que —— se transforme de acordo com ([6.41]). Vamos verificar isso explicitamente usando

0 v ozt 0 ,0r”
oxH  QxM Ot oxY
ozt [0z” [ 0 _ , 0z
o [6# ((%cﬂv ) Vv ﬁx/‘@mV]
ozt oz (0 _, ozt PV
o QaW Oav ((h“v ) * 8x“’v Ozxhoxv (6.47)

Note que apenas o primeiro termo ¢é o que se espera da transformacao de um tensor do
tipo (1,1). Este resultado traz a tona o fato de que a derivada parcial usual nao é um
bom operador tensorial, e a equacao (|6.46|) nao descreve corretamente a variacdo de um
vetor ao longo de uma curva.

Para resolver este problema, vamos introduzir a derivada covariante:

VT prsth), (6.48)
que satisfaz as seguintes propriedades:

e V ¢ linear:
V(T +S)=VT+ VS, (6.49)

e V satisfaz a regra de Leibniz:

V(I®S)=VT &S +TVs. (6.50)

Em termos do sistema de coordenadas, a derivada covariante ao longo da curva x*(\),
denotada por V,, ¢ definida como a derivada parcial usual somada a uma transformagao
linear. De fato, este termo extra, chamado de conexao, gera a corre¢ao necessaria para
que o resultado da derivada covariante se transforme como um tensor. Formalmente, a
atuacao de V,, em um vetor ¢ dada por

V= 2y

— Oxm "

N (6.51)

onde '), sdo as componentes da conexao.
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0
Agora, vamos resolver novamente a equagao ((6.47)), desta vez substituindo pm por
T
V,, e aplicando as leis de transformacao (6.28) e (6.36]):

l// 8 V/ V/ )\/
VIJ/,V = 8'9:#/‘/ + F/,L’)\/V
ozt 0xv [ 0 Oxt 52 , oz
= v 1% R p— 6.52
ozH OV (8:76“ ) + oxH  OxHoxv Tl oz ( )

. / ~
Devemos impor que V,, V¥ se comporte como um tensor sob transformacoes de coordena-
“w
das, isto é:

/ Ozt Oz
VY= ——V, V"
Vi ozH Ozv Vi
ozt 0x”' [ 0
= A N
oxt Jxv <83:'“ Tl )
ozt Ozv [ 0 ozt Oz’
= V) 4+ T VN 6.53
Oxr Qxv <8:B“ ) ozt dxv M (6:53)
Comparando ((6.52) e (6.53]), temos que
ozt Oz’ Ozt 0*x” , OxN
TV = VY =V 6.54
ozt dxv M ox#  JxrdxY Tl ox? (6:54)
Realizando a troca de indice v — A no primeiro termo do lado direito de (|6.54)):
ozt Oz’ o+ 0%z , OxN
TV = VA =V 6.55
ozt dxv M Ox+ "~ Qrrdx? WX QA © (6:55)

~ . . . /!
para entdo eliminar V* em ambos os lados e isolar as componentes I’ v\ obtemos

Oz d” dx* ,  dat Ox* Pu”
dzk dzv OxX M Oxr 9zN Orrdx

Ty = (6.56)

Esta ¢ a lei de transformagao para as componentes da conexao. Note que a I';, nao ¢ um
tensor, uma vez que nao segue a forma da equacao . Como dito anteriormente,
a conexao atua como uma transformacao linear: para cada valor de p temos uma matriz
de dimensao D x D.

Considere a atuacao da derivada covariante em um covetor:

P -
Vuwl, = @WV + F;Vw,\. (657)

~ , ~ ~>\ . . . , , ’
Nao hé razao para esperar que as componentes ['}, e I\ sejam iguais, porém é possivel
relaciona-las. Seja ¢ um escalar, formado pela atuacao de w em V:

o =w(V)=w V™ (6.58)
Tomando a derivada covariante de ¢ e usando a regra de Leibniz:

V(@ VY = (Vi) Vr +wa(V,. V)

d ~ d
= <w + FZ/\wU> VA 4wy (vA + rﬁyﬁ)

ozt ozt

0 - 0
= (W“*) VA4 Twe V4 wy (V*) +w) Ve (6.59)

oz
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Para prosseguir, vamos demandar que a atuagao da derivada covariante em um escalar
se reduza a derivada parcial usual. Isso implica que:

V(i V) = ai#(ww*)
= (8;%) VA 4wy (&V*) : (6.60)
Comparando e , obtemos:
T7we VA +wyI') V7 = 0. (6.61)

Realizando a troca conveniente dos indices mudos no primeiro termo, encontramos a
seguinte relacao:
o _ o
o= -1, (6.62)

Substituindo (6.62)) em (6.57), obtemos:

0
—w, — '}, wh. (6.63)

Vi = OxH

Com os resultados (6.51)) e (6.63), podemos estender a atuagao da derivada covariante
para qualquer tensor do tipo (r, s):

0
12 _ 12l
VUT V1V2...Us - ang ViV3...Vs
H1 AR H2 gy
+ FU/\ T " V1V2...Vs + Fa)\ T ViV2...Vs +.
A L2l A 12 fhr
- Faul T Avo..vs Faug T Vid.vs (664)

Intimeras conexdes podem ser definidas sobre uma variedade topolégica — todavia, ha
apenas uma conexao que pode ser obtida em termos das componentes da métrica:

s 1 (0 0 0
Ly = 29 ’ (@gw + O I %%V) . (6.65)

Este tipo de conexao é usualmente chamada de conexao de Christoffel.

Uma caracteristica interessante de se observar é que a diferenca entre as componentes
de duas conexdes forma um tensor do tipo (1,2). Considere duas derivadas covariantes
V. e V,. Vimos que V,V* e V,V* sdo tensores, de modo que a diferenga

VIVA=V IV = 9 VATV =M -1V
= (), -V (6.66)
A

também deve ser um tensor. Isso s6 € possivel se I}, — Ff;,, for um tensor. Em especial, se

TA T ; S0
I, =17, definimos o tensor de tor¢do:

T, =T, —T;,. (6.67)

Se a conexao é simétrica com relacao aos indices inferiores, entao 7' /;\V = 0. Neste caso,
dizemos que a conexao é livre de torcao.



CAPITULO 6. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 81

Agora, voltemos para o problema apresentado no inicio desta secao. Vimos que
nao descreve corretamente a variacao de um vetor ao longo de uma curva quando tratamos
de uma variedade topolédgica arbitraria. De fato, ao fazer a subtracao V(‘;\ N V(g‘\) em
, estamos comparando as componentes de vetores que pertencem a espacos tangentes
distintos. Para realizar este calculo da maneira correta, precisamos introduzir o conceito
de transporte paralelo.

O transporte paralelo de um vetor é definido de tal forma que mantemos as suas
componentes constantes ao longo de um caminho que liga dois pontos. Quando lidamos
com um espacgo plano, o resultado do transporte paralelo é idéntico ao vetor original, como
mostra a [Figura 6.5, Todavia, o mesmo nao é necessariamente verdade para uma variedade
arbitraria.

Figura 6.5: Vetor (em vermelho) sendo transportado paralelamente ao longo de um caminho
que liga dois pontos no espago euclidiano.

Para apreciar este fato, considere um vetor sendo transportado paralelamente ao longo
de dois caminhos distintos sobre uma esfera. Os caminhos ligam dois pontos, um localizado
sobre o equador e o outro sobre o pélo norte da esfera. O primeiro caminho liga estes
pontos através de uma linha de longitude constante. Ja o segundo é composto por um
deslocamento ao longo do equador por um angulo # e posteriormente um deslocamento
mantendo a longitude constante. A mostra que ao final do transporte paralelo,
obtemos um vetor diferente para cada caminho.

Figura 6.6: Um vetor (em preto) sendo transportado paralelamente através de dois caminhos
sobre uma esfera S2.

Qualquer tensor pode ser transportado paralelamente. Formalmente, dada uma curva
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2*()\) e um tensor T(*) com componentes TH1 " vy dizemos que T' é transportado
paralelamente se as suas componentes permanecem constantes ao longo da curva x*(\),
isto é:

D dx*

ﬁTulmﬂrul...us = HVMTMIMMTVL..VS = 07 (668>

D
onde definimos o operador diferencial — em termos da derivada covariante. Vemos que a

variacdo de um tensor ao longo da curva z#(\) é dada por uma expressao andloga a
— apenas fazemos uso da derivada covariante no lugar da derivada usual.

A equagao (6.68]) é conhecida como a equagao do transporte paralelo. Em especial se T'
é um vetor, temos

dz* dzt [ OVV
et v o v o ‘
v,V " (8:16“ IV ) (6.69)
dz? VY  dx*
— Fl/ g .
ax oo Ty eV (6.70)
avv dz*_, - .
= o Tl
— (6.71)

14

¢ chamada de

Uma curva que transporta paralelamente o seu préprio vetor tangente

geodésica:

d*z” , dxt dz®
vl + Fwﬁﬁ = 0. (6.72)

Curvas geodésicas sao de particular interesse na relatividade geral, pois estendem o
conceito de ‘linha reta’ para espagos curvos. Para visualizar como isso se da, considere o uso
de coordenadas cartesianas no espaco euclidiano. Usando , Vemos que as componentes
I/, da conexao sao nulas, uma vez que a métrica nao depende das coordenadas neste
caso. Como consequéncia, a equagao se reduz a definicdo de linha reta que estamos
habituados:

d?>x”

d\?

= 0. (6.73)

6.3 Curvatura

Considere novamente o exemplo de um vetor tansportado paralelamente ao longo de
uma esfera por dois caminhos diferentes, dados na [Figura 6.6] Vimos que ao final do
transporte paralelo, obtemos dois vetores distintos, o que nao ocorre no espago plano. De
fato, uma maneira de quantificar a curvatura de uma variedade topologica é medindo a
diferenca entre dois vetores que sao transportados paralelamente ao longo de dois caminhos
distintos.

Considere um caminho fechado infinitesimal formado por dois vetores A e B, cujas
componentes em relacdo a um certo sistema de coordenadas sao A* e B, como mostra a
.

Suponha que um vetor V7 seja transportado paralelamente ao longo de A", posterior-
mente ao longo de BY, novamente ao longo de A* e entao de B”, voltando ao ponto de
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AH

Figura 6.7: Caminho fechado infinitesimal, formado por dois vetores A* e B*.

origem. A diferencga entre o vetor original e o resultado do transporte paralelo, denotado
por V7, depende da direcao de A* e B*, assim como do vetor que esta sendo transportado,
V?. Logo, deve haver um tensor do tipo (1, 3) que relaciona essas quantidades: dois indices
inferiores contraem os indices p e v das componentes dos vetores A e B, um terceiro indice
inferior é contraido com o indice das componentes do vetor V', enquanto deve restar um
indice superior livre:

oVP = R°,, VOA'B. (6.74)

Nessa equagao, R’ ., € o tensor de curvatura de Riemann — ele codifica toda informagao
a respeito da curvatura de uma variedade topologica, ponto a ponto. Note que R’ ,, deve
satisfazer as seguintes propriedades:

e deve ser antissimétrico em relacao aos indices p e v, uma vez que ao fazer a troca
[t <> v invertemos o sentido que percorremos o caminho fechado na [Figura 6.7}

e deve ser nulo quando p = v, uma vez que isso implica em A* = BY. Transportar
um vetor paralelamente e entao transporta-lo de volta ao ponto original pelo mesmo
caminho nao gera nenhuma variagao em relagao ao vetor original.

As componentes do tensor de curvatura podem ser obtidas em termos das componentes
da conexdo P
A A
Rg/“/ = aurﬁo. - ayFZU + FZ)\PI/U + Flp/)\ruo.. (675)
Algumas quantidades tteis podem ser derivadas a partir da contracao de indices do
tensor de Riemann, a saber: o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, respectivamente
definidos como:

Iy = 5

oV

R=g"R,,. 6.76
L

6.4 Conclusao

Neste capitulo, introduzimos os conceitos da geometria diferencial. Vimos que em
cada ponto de uma variedade topoldgica M, podemos definir quantidades como vetores,
covetores e tensores. Estas, por sua vez, dependem exclusivamente de estruturas intrinsecas
da variedade. Todavia, usando um sistema de coordenadas, podemos representar estes
objetos matematicos em termos de suas componentes, que sob uma transformacao do tipo
x +— 2/, se comportam de acordo com as equagoes (6.28)), (6.35) e (6.41]).

2A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [22] e [24]
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Vimos que o operador diferencial % nao é adequado para descrever a variacao de

um tensor ao longo de uma curva. Para resolver este problema, introduzimos a derivada
covariante, definida como a derivada usual somada a um termo de correcao, chamado
de conexao. Na equacao , encontramos como as componentes da conexao devem
se transformar sob mudanca de coordenadas, de tal forma que a atuacao da derivada
covariante em um tensor também resulte em um tensor.

Ao introduzir o conceito de transporte paralelo, vimos que a generalizagdo do conceito
de ‘linha reta’ para espagos curvos ¢ dado pela equacao da curva geodésica . Por
fim, definimos o tensor de curvatura de Riemann como uma forma de quantificar a
curvatura de uma variedade topoldgica, ponto a ponto.

No préximo capitulo, usaremos os conhecimento adquiridos para enunciar as equacoes
de campo de Einstein — elas descrevem a curvatura do espaco-tempo em termos da
presenca de matéria e energia. Também vamos abordar algumas solugoes analiticas dessas
equagoes, como o buraco negro de Schwarzschild e o espago-tempo anti-de Sitter.



Capitulo 7

Equacoes de Einstein

Com as ferramentas matematicas estabelecidas no capitulo anterior, estamos aptos
para entender a ideia central por tras da teoria da relatividade geral. Para isso, precisamos
aprender como generalizar uma teoria inicialmente descrita em um espago plano para o
caso geral de uma variedade com curvatura.

Para ver como isso pode ser feito, tomemos como exemplo uma particula livre no espago
de Minkowski, cuja trajetéria é dada pelas coordenadas z¥(A), sendo A um pardmetro real.
Nessas condigoes, a equacao de movimento da particula é:

d*x”
= 0. 7.1
e (7.1)
Usando a regra da cadeia, podemos escrever:
A’z B i dx"
d\2  d)\ dX
dz¥ 0 dx”
= —— : 7.2
d\ Oxt dA\ (72)

No capitulo anterior, vimos que a derivada parcial usual ndao é um bom operador
tensorial quando levamos em consideracao a curvatura do espago-tempo. Para que a

equagao (7.2)) seja vélida em qualquer contexto, devemos fazer a substituigao e — V.
x

Ve T v \awean e

_dat O da” T dxt dx?
~d) Oxr d) HOdN dA

d*z” L dz" dz”
d\? HodX\ dA

Note que ([7.3)) é a mesma equacao que encontramos em (6.72)). Logo, o movimento de
uma particula livre em um espaco-tempo com curvatura nao sera uma linha reta, mas sim
uma curva geodésica.

dz* _ dzv dz* ( 0 dx¥ dx")
0

(7.3)

7.1 Equacoes de campo de Einstein

O argumento de Einstein na construcao da teoria da relatividade geral foi de que a pre-
senca de matéria/energia é a fonte da curvatura do espago-tempo. O movimento dos corpos

85
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nesse espago-tempo curvo é o efeito que reconhecemos como gravidade. Matematicamente,
essa ideia esta sintetizada nas equacoes de campo de Ez’nstez’nﬂ:

1
R, — §Rg;w = 81G1T,,, (7.4)

onde G' é a constante de gravitacao universal, 7}, ¢ o tensor momento-energia e g,,
sao as componentes da meétrica, enquanto 2, e R sao o tensor e o escalar de Ricci,
respectivamente. O lado esquerdo dessa equagao contém toda informacao a respeito da
curvatura do espaco tempo, codificada no tensor de curvatura de Riemann e na prépria
métrica. Enquanto isso, o lado direito descreve a distribuicao de matéria e energia no
espaco-tempo. Note que a variavel dindmica na teoria da relatividade geral é a prépria
métrica, que como vimos no capitulo anterior, varia de ponto a ponto.

7.1.1 Tensor momento-energia

Todas as quantidades que aparecem em ([7.4)) ja foram tratadas no capitulo anterior,
com excessao do tensor momento-energia. As componentes T}, contém informagoes a
respeito da densidade de matéria e fluxo de momento-energia:

e Ty, representa a densidade de matéria;
e T} representa a densidade da i—ésima componente do momento;

o Ty, representa o fluxo de energia através de uma superficie cujo vetor normal aponta
na diregdo z7;

e T;;, com i # j, representa o fluxo da i—ésima componente do momento através de
uma superficie cujo vetor normal aponta na direcao z7;

e T;;, com i = j, representa o fluxo da i—ésima componente do momento através de
uma superficie cujo vetor normal aponta na direcao x'.

O tensor momento-energia ¢ simétrico, isto ¢, T, = T,,. Logo, apenas 10 das
16 componentes deste tensor sao independentes. Como consequéncia, a equacao
representa um conjunto de 10 equagoes diferenciais nao-lineares acopladas, uma vez que
o tensor de curvatura e o préprio tensor de energia-momento dependem da métrica.
Encontrar solucoes analiticas para este sistema de equagoes nao é uma tarefa trivial, e
usualmente envolve uma série de aproximacoes. Por essa razao, vamos abordar algumas
dessas solugoes, sem necessariamente demonstra-las.

7.2 Solucao de Schwarzschild

Com excessao da solucao das equagoes de Einstein para o vacuo, a solu¢ao mais simples
que podemos encontrar refere-se a uma distribuicao de massa perfeitamente esférica. Essa
distribuicao é 1util, por exemplo, para descrever buracos negros sem rotagao — objetos
astrondémicos que surgem apdés o fim do ciclo de vida de uma estrela, quando a pressao
gravitacional torna-se tao intensa que a matéria colapsa para um tnico ponto, chamado

1A deducéo das equacdes de Einstein usando as ferramentas da geometria diferencial pode ser encontrada
em [21], pagina 155.
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de singularidade. A solucao que descreve buracos negros esféricos sem rotacao é a métrica
de Schwarzschild? :

2G M 2G M\ !
d32:—<1— Ci >dt2+(1— i ) dr? + 12402, (7.5)

onde M é a massa do buraco negro e
dQ¥? = df? + sin® Od¢* (7.6)

é o elemento angular infinitesimal.

Note que a equagao ¢é valida para um espacgo-tempo de quatro dimensoes. Como
vimos no capitulo anterior, podemos generalizar a matematica da geometria diferencial
para variedades de qualquer dimensao — o mesmo se aplica para as equacoes de Einstein.
A generalizacao da equagao para um espago-tempo de D dimensoes é escrita como:

1
ds* = —f(r)dt* + mdrz + 7r2dQ3,_,, (7.7)
sendo f(r) obtido da seguinte forma:
2
fr) =1- 5. (7.8)

Comparando as equacoes ([7.5)) e (7.7, vemos que o pardmetro p esté relacionado com
a massa M do buraco negro. De fato, p é dado por:

8
1= (D —2)Vol(SP-2)

GM, (7.9)

onde Vol(SP~2) é o volume de uma esfera em D — 2 dimensoes, cujo raio ¢ unitario:

Vol(SP~?) = m (7.10)

r(2)

Note que Vol(SP~2) é dado em termos da funcio I'(x), definida como:
D(z) = / dte "', x> 0. (7.11)
0

Vamos verificar explicitamente que ([7.7) se reduz a (7.5) quando D = 4. Para isso,

primeiro vamos calcular I’ (%)
1 o)
r <2> = / dte ™'tz (mudanca de varidvel ¢ = u?) (7.12)
0
) / du e = /7. (7.13)
0

Usando a relacao de recorréncia

P(z + 1) = 2T(2), (7.14)

2Veja referéncia [21], capitulo 5



CAPITULO 7. EQUACOES DE EINSTEIN 88

obtemos I'(2):

r(3)-r(3e0)-3r() -

Para D = 4, o parametro p fica

1

— 4nGM
po= AnGM G g

T(3

= 47TGM(23)
272

1

— GM. (7.16)

Logo, f(r) é dado por

ﬂm:1—2iM. (7.17)

Substituindo f(r) em , recuperamos a solucao , como desejavamos demonstrar.

Note que nao é definida para r =0 e r = 2GM. No primeiro caso, temos uma

singularidade: toda a matéria do buraco negro tende a colapsar para um tnico ponto,

localizado em r = 0, onde a curvatura do espacgo-tempo diverge. Ja r = 2GM representa o

horizonte de eventos do buraco negro. Toda a matéria que cruza o horizonte ¢ aprisionada
— nem mesmo a luz consegue escapar.

7.2.1 Espacgos com curvatura constante

Nesta se¢ao, vamos estudar o que sao espagos com curvatura constante. Considere
uma esfera S? imersa no espaco euclidiano R?, cuja métrica é:

ds® = (dz')* + (dz?)? + (dz*). (7.18)

Usando um sistema de coordenadas cartesiano, todos os pontos que pertencem a S?
satisfazem a relacao:
(z")? 4+ (2*)* + (2°)* = L?, (7.19)

onde L é o raio da esfera. Essa equacao é automaticamente satisfeita com o uso de
coordenadas esféricas:

r' = Lsinfcos¢, (7.20)
v = Lsinfsin ¢, (7.21)
v® = Lcos. (7.22)

Diferenciando essas equagoes e substituindo em ([7.18]), obtemos que a métrica da esfera
S? tem a forma:

ds* = L*(d6? + sin? 0d¢?). (7.23)

Podemos usar o escalar de Ricci para determinar o tipo de curvatura da esfera. De
fato, se R > 0, dizemos que o espaco em questao tem curvatura positiva, do contrario,
dizemos que o mesmo tem curvatura negativa. Se R = 0, temos um espaco plano. Usando
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a métrica ([7.23) para calcular R a partir de (6.76|) com o auxilio das equagoes (6.75) e

(6.65), obtemos que:
2
Logo, S? é um espaco com curvatura constante positiva.
Considere agora o espaco de Minkowski R'2, cuja métrica é dada por:

ds* = —(dz°)* + (da')? + (do?)?. (7.25)

O espaco hiperbdlico H, é uma superficie de dimensao D = 2, que ao ser imersa em R?

satisfaz:
— (@) + (2')? + (2*)? = = L2 (7.26)

Essa relacao é automaticamente satisfeita com o uso do seguinte sistema de coordenadas:

' = Lcosh, (7.27)
' = Lsinhfcos o, (7.28)
r? = Lsinhsin ¢. (7.29)

Substituindo essas relacoes em ([7.25)), obtemos a métrica do espago hiperbélico:
ds* = L*(d6* + sinh 0d¢?). (7.30)

Como podemos ver, o espaco hiperbdlico em questao nao possui nenhuma dimensao
tipo-tempo. Calculando o escalar de Ricci, encontramos que:
2

de modo H, é um espago com curvatura constante negativa.

7.3 O espaco-tempo anti-de Sitter

Historicamente, percebeu-se que as equagoes de Einstein nao admitiam solugoes que
descrevessem um universo estatico — de fato, solugoes assim nao seriam esperadas, tendo
em vista que a gravidade sempre tende a atrair todos os objetos massivos para um tnico
ponto em comum. Em uma tentativa de descrever um universo estatico e imutavel no
tempo — como as observagoes experimentais da época concebiam — Einstein introduziu
um termo chamado de constante cosmologica, denotado por A:

1
R, — §ng, + Agy = 87GT,,. (7.32)

A constante cosmoldgica seria entao responsavel por um efeito contrario a atragao
gravitacional. Medidas atuais mostram que nosso universo nao € estatico: em larga escala
as galdxias se afastam de nos em ritmo acelerado, em todas as dire¢oes. Embora a ideia
original de Einstein estivesse equivocada, a existéncia de uma constante cosmologica pode
conter a explicacao para a expansao do universo, embora este conceito ainda carega de
uma interpretacao fisica.
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O espago-tempo anti-de Sitter (AdS) é uma solugdo das equagoes de Einstein com
constante cosmolégica negativa. Considere um espaco-tempo de Minkowski R*P~1, com
duas diregoes tipo-tempo, cuja métrica é dada por:

ds? = —(dz°)? — (da')* + (dz?)? + ... + (dzP)*. (7.33)
O espaco AdSp imerso em R?P~! satisfaz a equacdo:
— (29?2 — (@) + (') + ...+ (2P)2 = —I2 (7.34)

Para visualizar este espaco, vamos considerar o caso especial em que D = 2. A equacao
para AdS, imerso em R*! ¢ dada por ([7.34)):

— (2% = (@")? 4 (21)? = - L7, (7.35)

e é automaticamente satisfeita com o uso de coordenadas globais, definidas como:

2% = Lcoshfsing, (7.36)
' = Lcoshfcoso, (7.37)
xv? = Lsinh. (7.38)

Substituindo essas relagoes em ((7.33)), obtemos a métrica do espago AdSs:
ds® = L*(— cosh® 0d¢? + db?). (7.39)

Note que o espaco anti-de Sitter em si tem apenas uma direcao tipo-tempo. A
representa o espaco AdS, imerso no espaco de Minkowski R*!.

¢
R2’1

Figura 7.1: Espaco AdSs representado como uma superficie imersa no espago de Minkowski
R%!. Fonte: [I§].

Assim como no caso do espacgo hiperbdlico da secao anterior, o espago AdS, tem

curvatura constante negativa, tendo em que vista que R = 7
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7.3.1 Coordenadas de Poincaré e Simetria Conforme

Considere a seguinte solucao alternativa para a equacao (7.34]), chamada de sistema de
coordenadas de Poincaré:

o= B 1+7”2(X'-)Z'—t2+L2) (7.40)
2r LA ’ ’
1 rt
= = 7.41
x R (7.41)
, Xt
= TT, parai=2,...,D —1, (7.42)
L2 7,2 . .
D _ = o . 42 72
= 1+L4(X X —t L)] (7.43)

sendo X = (22,...,2P71), t € R e 7 > 0. Substituindo essas relacdes em (7.33), obtemos

a métrica do espago AdSp neste sistema de coordenadas:

7"2

Ji*
2 2
ds ——r2dr —|—L2

(—dt* +dx?) . (7.44)
2
Ao fixar o pardmetro 7, temos que dr =0 e I ¢ uma constante, de modo que ([7.44])

toma a forma:

7“2

d52 = ﬁ<

—dt* +dX?). (7.45)

Essa é a métrica do espago de Minkowski. Logo, podemos visualizar o espaco AdSp como
sendo o espaco plano de Minkowski, parametrizado pelas variaveis (¢, X), e mais uma
dimensao extra com curvatura, parametrizada por r, como mostra a |[Figura 7.2|

\K

r=o r=0

Figura 7.2: Usando o sistema de coordenadas de Poincaré, podemos vizualizar o espaco AdSp
como sendo o espaco plano de Minkowski mais uma dimenséo extra com curvatura, parametrizada
por r. Fonte: [25].

Note que ([7.44)) é invariante quando realizamos transformagoes do tipo:

t — At
X — )\X',
ro—o - (7.46)

)\7
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Como dito no Capitulo 1, a correspondéncia AdS/CFT relaciona uma teoria gravitaci-
onal descrita no espago AdSs; com uma teoria quantica de campos definida na fronteira
desse espaco. No sistema de coordenadas de Poincaré, essa fronteira é definida como o
espaco de Minkowski em 7 — oco. A invariancia de sob as transformagoes
se reflete no fato de que a teoria de campos descrita pela correspondéncia tem simetria
conforme, ou seja, é invariante de escala.

7.4 Conclusao

Neste capitulo, enunciamos as equagoes de Einstein, identificando os termos que contém
a informacao a respeito da curvatura do espago-tempo, a saber: o tensor e escalar de Ricci
e a métrica. Também vimos que o lado direito dessas equagoes descreve o comportamento
da matéria e energia, mediante o tensor de momento-energia, 7),, .

Em seguida, tratamos da métrica de Schwarzschild: a tnica solugdo das equagoes
de Einstein para uma distribuicdo de massa perfeitamente esférica e sem rotagao. Essa
distribuicao é 1util para descrever objetos astronémicos como os buracos negros. Vimos
como essa solucao pode ser generalizada para uma dimensionalidade arbitraria.

Por fim, apds analisar espagos com curvatura constante, tratamos da métrica do espaco
AdSp, que é uma solugao das equagoes de Einstein com constante cosmoldgica negativa.
Estudamos diferentes sistemas de coordenadas que descrevem este espago, e em especial,
vimos que o sistema de coordenadas de Poincaré nos permite visualizar o espaco AdSp
como sendo o espago plano de Minkowski, parametrizado pelas varidveis (t, X ), mais uma
dimensao extra com curvatura, parametrizada por r. A fronteira do espago AdS reside em
r — 00.

Apés analisar a teoria de gravitacao classica de Einstein e o espaco anti-de Sitter — o que
corresponde ao lado ‘AdS’ da correspondéncia AdS/CFT — nos préximos capitulos vamos
estudar as teorias de gauge, que descrevem as interacoes entre as particulas fundamentais.
Isso nos permitira entender o lado ‘CFT’ da correspondéncia.
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Capitulo 8

Mecanica Quantica Relativistica

Na mecanica classica, o estado de um sistema é completamente descrito pela posicao e
momento de seus constituintes. Dadas as condicoes iniciais e o potencial ao qual o sistema
é submetido, podemos calcular a evolucao temporal dessas varidaveis usando as leis de
Newton, por exemplo.

Todavia, ha fendomenos que nao sao explicados no contexto da mecanica classica, como
o espectro de radiagdo de um corpo negro, o padrao de interferéncia em experimentos
de dupla fenda envolvendo particulas e a propria estabilidade do atomo. Hoje, esses
fenémenos sao explicados no contexto da Mecinica Quantica E]

Para entender os conceitos basicos da mecanica quantica, precisamos abandonar a
noc¢ao deterministica de posicao e momento. Tudo o que podemos fazer é calcular a
probabilidade de se obter um valor particular para uma observavel como resultado de uma
medida. As informacoes sobre o sistema quantico estao contidas em uma funcdo de onda,
que em geral depende do tempo e da posicao. Neste capitulo, veremos algumas equacoes
usadas para obter a funcao de onda em diferentes regimes de energia.

8.1 Equacao de Klein-Gordon

No regime nao relativistico, a funcdo de onda, denotada por W(¢,7), satisfaz a equagao
de Schrodinger:
1 oV (t,r)
——V2U(t, V(R U(t,7) =i—2. 8.1
VAL + V(LT =i (1)
Podemos obter essa equagao partindo da expressao classica para a energia total do
sistema,
P2
—4+V=FK, 8.2
5 T (8.2)

e entao substituindo E e P pelos seus respectivos operadores quanticos:

8 —
E—i— P — —iV. :
= ion — —iV (8.3)

Por fim, atuamos o resultado em uma fun¢ao de onda ¥(¢,7), obtendo (8.1). Um
procedimento similar pode ser feito para encontrar uma generalizagao relativistica da

'Para uma revisdo histérica sobre o desenvolvimento da mecinica quéntica, veja [26]
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equacao de Schrodinger. Primeiro, escrevemos a relagao energia-momento relativistica,

', = m2. (8.4)
Por convencao, a partir de agora vamos adotar a métrica de Minkowski com assinatura
(4+,—,—,—), uma vez que essa ¢ a escolha mais comum em estudos de fisica de particulas.
Assim, a generalizagao do operador momento no espaco de Minkowski é:
0 0
Fai—=i|=—,—-V]. 8.5
b ox, (815’ ) (8:5)

Substituindo (8.5)) em ({8.4]), obtemos

<z‘£u> (z’ai) =m? (8.6)

Por fim, atuamos este resultado em uma funcao de onda, que agora é denotada por
U(x) = W(zH):

(z’%) (ia(;> U(x) = m*U(z). (8.7)

Adotando a notagao J, = (;2“’ obtemos:
("0, +m?) ¥(z) = 0. (8.8)

Essa é a equagdo de Klein-Gordon. Ha trés caracteristicas a se destacar a respeito do
desenvolvimento histérico dessa equacao:

1. assim como a equagao de Schrodinger, a equagao (8.8) nao descreve os graus de
liberdade internos de uma particula, como o spin;

2. a equacao de Klein-Gordon admite solugoes para uma particula livre com energias
positivas e negativas, satisfazendo a relagao:

E =+\/m?+ p?, (8.9)

embora nao houvesse uma interpretacao fisica para solu¢ées com energia negativa;

3. a equacao de Klein-Gordon nao era compativel com a interpretagdo probabilistica de
Born, uma vez que a densidade de probabilidade associada a fun¢ao de onda W(x)
pode assumir valores negativos?]

E tentador nos perguntarmos: por que simplesmente nao desconsiderar as solucoes de
uma particula livre com energia negativa? Em vez disso, considere a seguinte alternativa:
se as solugodes com energias negativas satisfazem igualmente a equacao de Klein-Gordon,
por que nao ao menos tentar lhes dar uma interpretacgao fisica? Além disso, hd uma razao
formal para levar em conta essas solugdes. Na mecéanica quantica, o estado de um sistema
é descrito por um elemento do espaco de Hilbert. Este espaco deve ser completo E| Como
argumentado em [19], essa condigao nao é satisfeita se desconsiderarmos os estados com
energia negativa, fazendo com que o formalismo da mecénica quantica relativistica se torne
matematicamente inconsistente.

2Veja |Apéndice D|para uma demonstracio desta afirmacio.
3Para uma definicdo formal do que isso significa, veja a referéncia [23], capitulo 13.
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8.2 Equacgao de Dirac

Dirac buscou por uma generalizacao relativistica da equacao de Schrodinger que nao
compartilhasse das mesmas inconcisténcias que a equacao de Klein-Gordon. O resultado
deveria ser analogo a equagao (§8.1)) — contendo derivadas de primeira ordem no tempo —
e ser compativel com a relagdo de energia-momento.

O procedimento para obter essa equacao é similar ao que relizamos para chegar na
equacgao de Klein-Gordon. Em primeiro lugar, devemos notar que para p = 0, a equagao

(8.4) fica:
Pp. = () = m?, (8.10)

de modo que podemos escrever (p® —m)(p®+m) = 0. Em geral, se p’# 0, podemos fatorar
a relacdo energia-momento introduzindo coeficientes 5% e 7

Ppu—m* = (B +m)(y pr —m)
= BV orpx — m(BFpr — 7'pr) — m?
= BY'orpr — m(B* —A")pr — m®. (8.11)
Simplificando o fator m? em ambos os lados:
P'pu = B prpa — m(8" = ~F)pi. (8.12)

Uma vez que no lado esquerdo temos apenas termos quadraticos do momento, devemos
fazer 8% = 4*, a fim de eliminar o termo linear do lado direito:

P'pu = 77 prpa. (8.13)
Escrevendo explicitamente as somatorias em ambos os lados, para entao reagrupar os
termos iguais, obtemos:

(") = @) = (") = (") = (") (p0)* + (7)) (1 ( ) (p2)" + (%) (ps)”

)+
+ (7" 9" )popr + 77 497 )pop2
1 1)
%)

)* +
( ) (
0.3 3.0
+ (7% + 927 ")pops + (Y7 + 2 )pape
+ (7" + % )pips + (P + 997 paps. (8.14)

Para eliminar os produtos cruzados p;p;, com i # j, e resolver a equagao ({8.14)), os
coeficientes y* devem satisfazer y#v” +~"y* = 0, para p # v. Concluimos que v nao pode
ser simplesmente um nimero real ou complexo. Todavia, matrizes sao bons candidatos
para resolver (8.14)), pois em geral, seu produto ndo comuta. De fato, procuramos por um

conjunto de quatro matrizes quadradas que satisfazem:

Yy =0, com pu # v, (8.15)
I =0

GO S (8.16)
—I, seu#0,

onde I é a matriz identidade. E relevante chamar atencio para o fato de que os {ndices
de v* nao se referem a coordenadas do espaco-tempo: sdo um rétulo para distinguir as
quatro matrizes que desejamos determinar. Por isso, nao precisamos nos preocupar com a
posicao que estes indices aparecem.
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Considere a condicao (8.15). Multiplicando por 7 a esquerda, temos:

YAt = () 2y, (8.17)

Usando (|8.16f), obtemos dois casos:

VAV =0
'y”:{ YAty sev =0, (8.18)

YAy, sev #0.
Tomando o trago em ambos os lados:
—tr (Yt =0,
tr () = rOrty), sew (8.19)
tr (vy*”),  sev #0.

Usando a propriedade tr (v#9"~") = tr ("4"~4*), juntamente com ({8.16)), a equacao
(8.19)) resulta em tr (y*) = — tr (v*). Logo:

tr (v*) = 0. (8.20)
Considere os autovalores da matriz (y*)?. Eles devem satisfazer a equagao caracteristica:
det ( (v*)?* — A]I) = 0. (8.21)

Usando , obtemos que os autovalores de (7°)? sdo dados por
det (I — M) =0, (8.22)

o que implica em A = 1. Da mesma maneira, os autovalores de (v%)?, com i = 1,2, 3,
satisfazem:

det (=T + A) = 0, (8.23)

de modo que A = —1 para este caso.

Qualquer matriz quadrada pode ser representada como uma matriz diagonal em
relagdo a uma base formada por seus autovetores. Neste caso, suas componentes sao seus
autovalores:

10 0 0 1 0 0 0

(o 01 0 0 ) 0 -1 0 0 5.24)

7o o N R I R '
00 --- 1 o 0 --- —1

Podemos verificar que a tinica forma de satisfazer é se os autovalores das matrizes
% e 4% forem %1 e &1, respectivamente. Ao impor essa condicao juntamente com ({8.20)),
concluimos que a dimensao das matrizes v* deve ser um nimero par. Note que as matrizes
de Pauli, definidas como

0 1 0 — 10
01 = (1 0) y 09 = <Z 02) s O3 = (0 _1> 5 (825)

satisfazem (8.15)), (8.16)), (8.20). Além disso, os autovalores de o; sao +1, enquanto as
matrizes o;, com ¢ = 2, 3, tem autovalores 4i. No entanto, precisamos de quatro matrizes
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que satisfacam todas essas condigoes. De fato, o conjunto que procuramos pode ser obtido
em termos das matrizes de Pauli:

I 0 » 0 o
0 __ 1 ?

ou explicitamente:

10 0 0
o (o1 0 o0
T=1o0 -1 o |’
00 0 -1
0 0 01 0 00 —i 0 01 0
0 0 10 0 0 i 0 0 00 —1
1 2 _ 1 _
"=lo 100" Y=o io0o o0l Y100 ol &
1 0 00 i 00 0 0 10 0

Além de satisfazerem todas as condig¢oes requeridas até aqui, as matrizes v* também
tem as seguintes propriedades:

P =" A=t (8.28)
Finalmente, a equagao (8.14) pode ser reescrita na forma de uma equagio matricial:
I(p°)* = 1(p")* = I(p*)* = I(p*)* = (7°)*(p0)* + (v')*(p1)* + (") (p2)* + (+*) (p5)*. (8:29)

Voltando para a notacao quadrivetorial:

Ip"pu = "7 prpa. (8.30)
Por fim, a relacao energia-momento fica:
2= ey —m?
= (*px +m)(v pr —m) =0, (8.31)

P'pu—m

onde apenas omitimos a matriz identidade, por simplicidade.
Obtivemos duas equacoes que devem ser satisfeitas por uma particula livre relativistica
com momento p*:

Yp, +m =0, (8.32)
Yp,—m=0. (8.33)

Escolhendo (8.33)) por convengao, obtemos a equacao de Dirac substituindo p, pelo seu
respectivo operador quantico ¢0,, atuando o resultado em W¥(z):

iy"0,¥ —mW¥ = 0. (8.34)
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8.3 Espinores de Dirac

Sendo ([8.34]) uma equacao matricial, temos que W(x) ndo pode ser uma simples fungao
de onda. Na verdade, ¥(x) deve ser uma matriz coluna com quatro componentes:

(4

U(z) = 2 , (8.35)

chamada de espinor de Dirac. Espinores formam uma nova classe de objetos que se
transformam de maneira especial sob transformacgoes de Lorentz:

v = 5, (8.36)
onde S é uma matriz 4 x 4 dada porf’}
1
S =a,l+a_~"", onde ay = + 5(7 +1), (8.37)

sendo v o fator de Lorentz usual.
A partir de um espinor, podemos propor construir um escalar da seguinte forma:

vy
\I;T\I/ _ P*  PF Pr P qu
= (0 1 *2 3) W,
vy
= |Wo|? + |0 + [Wy* + | W], (8.38)

No entanto, essa quantidade nao é um invariante de Lorentz. Para mostrar isso,
primeiro note que S é uma matriz hermitiana:

gt — (aﬂ[—l—agyoyl)T

= ad—a_y"y°

= ayl+a_7%

= 5, (8.39)
onde usamos (8.28) seguido de (8:15). Todavia, a matriz S ndo é unitariaP}

Sts = 62
= (a11+a ") (a T+ a "'
= ail+ara "y +ara "y + a4
= ail+2a a7y —a® (')A
I+ 2a,0.9%" — @2(-T)y?
= ail+2a.a7°y" +a2 (%)
= ail[ + 2a,a_7"y + @21
£ 1 (8.40)

4Este resultado é obtido no [Apéndice d
5Uma matriz unitéria satisfaz AT = A~1.
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Por consequéncia:

vy = (SU)fsw
UTSTSw
# Ui, (8.41)

Para resolver este problema, vamos definir o espinor adjunto W:
U =00 (8.42)
Desejamos mostrar que YW é um escalar de Lorentz, e para isso, devemos verificar como

essa quantidade se tranforma:

!/

@‘Iﬂ — \IJ/T’YO\I//
(SV)°(S)
TSt Sw, (8.43)

Calculando ST4°S, obtemos:

STh0s = 5498

= (a3 4 a7 (a3 T+ an"7)

= (a7 +a7"v"7") (e T+ a ")

= ai7’ +ara- (V) +ara 0 + a2y (00
= ai’ +arayt —apa ' (7°°) + a2y

= ai’yo + a+a,’yl — a+a:yl — azfyo

= (af —a2)y’

= ;(wrl) —;(7—1) 7

= 7~ (8.44)

1

Substituindo (8.44)) em (8.43]), concluimos que:

T = uhsty05w
= Uiy
= UU. (8.45)

Assim, demonstramos que a quantidade YW tem o mesmo valor em qualquer referencial
inercial.

8.3.1 Solugoes Livres de Dirac

Considere a solugao das equacoes de Dirac para uma particula livre com p' = (ﬂ

1 0
) _ imt 8 ’ @) _ pimt (1) ’ (8.46)
0 0

6Essas solugdes sdo obtidas em detalhes na referéncia [19], capitulo 7.
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0 0

g® _ gimt |0 ’ @ _ gimt | 0 (8.47)
1 0
0 1

Para obter uma interpretacao fisica dessas solucoes, lembre-se de que as matrizes de
Pauli sao as representagoes do operador de spin na mecanica quantica nao relativistica:

1

Escolhendo s3 = s, temos os estados de uma particula cuja projecdo do spin na direcao z

1 L
é —e —3 sao representados por

2
1 0
X1/2 = <0> € X-1/2 = <1> ) (8-49)

respectivamente. Logo, podemos reescrever as solugoes livres de Dirac como:

g — p—imt <X(1)/2> 7 g _ mimt <X—01/2> ’ (8.50)
p@® — gimt (U ;T = imt 0. (8.51)
X1/2 X-1/2

A generalizagdo de (8.48) no contexto da mecanica quantica relativistica de Dirac é
direta:

0 g;

1 .
Si = 521, onde Zl = <O-Z 0) . (852)

Podemos verificar que ¥ e U®) s3o autoestados de S, com autovalor %, enquanto W%
e VW s3o autoestados de S, com autovalor —%. Concluimos que a equacao de Dirac
naturalmente descreve férmions de spin %

Note que o fator e~ que aparece em U e W® ¢ a usual evolucdo temporal da
mecanica quantica, onde m ¢é a energia de repouso da particul. Os estados U®) e W)
no entanto, carregam um fator €™, o que implica que a sua energia de repouso é negativa.
Estes estados sao interpretados como antiparticulas: para cada particula de carga e e spin
%, temos uma antiparticula idéntica, com carga —%. Apés serem previstas pela equacgao
de Dirac em 1928, a comprovacao experimental da existéncia de antiparticulas veio apenas
em 1931, pelo fisico Carl Andersonﬂ.

8.4 Conclusao

Iniciamos este capitulo demonstrando uma forma de obter a equacao de Schrodinger a
partir da relagdo para a energia total classica, substituindo p e E pelos seus respectivos
operadores quanticos. Realizando o mesmo procedimento para a relacao energia-momento
relativistica, obtivemos a equagao de Klein-Gordon ({8.8]), cujas solugoes descrevem parti-
culas livres de spin 0, com energias positivas e negativas.

"Lembre-se que E = m para uma particula com 7 = 0, em unidades naturais.
8Para uma leitura sobre o desenvolvimento teérico e experimental na descoberta das particulas
fundamentais, veja o capitulo 1 da referéncia [19].
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Vimos que Dirac também buscou por uma generalizagao relativistica da equacao de
Schrodinger, partindo da proposta de fatorar a expressdo p,p* —m? = 0. Seguindo estes
mesmos passos, encontramos a equagao de Dirac (8.34]), que como vimos, prevé a existéncia
de antiparticulas e descreve férmions de spin %

Na proxima secao, vamos abordar o formalismo lagrangiano das equacgoes de Klein-
Gordon e Dirac, e verificar como as simetrias presentes nessas lagrangianas dao origem as
interagoes fundamentais que conhecemos.



Capitulo 9

Simetrias de (Gauge

No capitulo anterior, vimos que os campos desempenham um papel fundamental na
mecanica quantica. Na teoria de Dirac, por exemplo, as particulas de spin % sao descritas
pelos campos espinoriais ¥, que desempenham o papel de variavel dindmica. A equacao
de movimento, por sua vez, é a equagao de Dirac (8.34).

Enquanto uma particula é uma entidade localizada em um ponto no espago, um campo
¢ um objeto com infinitos graus de liberdade: precisamos conhecer o seu valor em todos os
pontos do espago-tempo para poder descrevé-lo completamente.

Neste capitulo, vamos abordar o formalismo lagrangiano das equagoes de Klein-Gordon
e Dirac, bem como introduzir a lagrangiana de Proca. Classicamente, o formalismo
lagrangiano ¢é equivalente ao formalismo newtoniano. Todavia, quando se trata de campos
quanticos, precisamos descrever nao apenas a dindmica da particula, como também as
suas interacoes. O formalismo lagrangiano se mostra muito mais vantajoso do ponto de
vista tedrico para ser aplicado nestes casos.

Apbs isso, veremos como o fato de impor certas simetrias na lagrangiana de Dirac
resulta nas teorias de gauge, que descrevem as interacoes fundamentais entre particulas.

9.1 Formalismo lagrangiano das teorias quanticas re-
lativisticas

9.1.1 Lagrangiana de Klein-Gordon

Considere a seguinte densidade Lagrangiana:
Lxg = 5(@@)(6"@) —5m P, (9.1)

Desejamos demonstrar que (9.1)) dé origem a equagdo de Klein-Gordon (8.8)). Para
isso, vamos escrever a equacio de Euler-Lagrangd!| para o campo W:

0Lxc 0Lkc
_ —0. 2
O (a(am) ov Y (9.2

1Se vocé ndo est4 habituado com o formalismo lagrangiano, veja o |[Apéndice Al
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Para facilitar os célculos a seguir, vamos reescrever (9.1)) explicitamente:

1
Lra = (80\1180\11 1+ 0,TON + 9, T2V + agqfa3x1/) — §m2\112

1
2
1 1
3 (OoWOY — 01 WOV — 0y WU — O3 W3 W) — §m2\112, (9.3)

de modo que agora fica facil calcular as seguintes quantidades:

a;CKG 0 a‘CKG ]
=0V =0"¥ = -0,V =0V, 9.4
ADpT)  ° TG (9.4)
com ¢ = 1,2, 3. Decorre destes dois resultados que
0Lka
=o'V 9.5
logo:
0Lka
0 = 0,0"V. 9.6
() =2 (90
Finalmente, calculamos o termo restante:
8L’KG 9
= —m-°V. .
5T m (9.7)
Substituindo e (9.7) em (9.2)), obtemos:
(90" —m?) W =0, (9.8)

que é a equagao de Klein-Gordon, inicialmente obtida em ({8.8)) por meio da expressao
classica para energia total do sistema. Como vimos, essa equacao descreve particulas
relativisticas de spin 0.

9.1.2 Lagrangiana de Dirac
De maneira similar, a lagrangiana que gera as equacoes de Dirac é dada por:
Lpirac = 109,V — mUW, (9.9)

Para demonstrar isso, devemos escrever a equacgao de Euler-Lagrange em relagao ao
espinor adjunto WU:

a‘CDirac aEDilra,c
— | — —— = 0. 9.10
g (a(auxp)> OV (5.10)
Calculando cada termo separadamente usando (9.9)), obtemos que
a'CDirac a'CDirac .
— =0 — = y"9, ¥ — mW. 9.11
(9,7 ¢ Teg CTTeem o (6.11)

Portando, a equagao de Euler-Lagrange (9.10) resulta em

iv"0, ¥ —m¥ = 0, (9.12)
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que é a equagao de Dirac encontrada em (8.34)), responsédvel por descrever particulas
relativisticas de spin % Note que ao escrever a equacao de Euler-Lagrange para o espinor
¥, obtemos:

a‘CDirac cn T a['Dira,c =
=30, U~* = —mV. 9.13
“<a(aux1:)> =T aT " (9.13)
Substituindo ambos os resultados em
8‘CDirac a'C'Dirac
19) — =0 9.14
K (6((9“\1/)) ov ’ ( )
concluimos que as equagoes de movimento sao:
i0,U7"* + m¥ = 0. (9.15)

Essa ¢ a equacdo de Dirac para o espinor adjunto W.

9.1.3 Lagrangiana de Proca

Considere um campo vetorial A*. A lagrangiana de Proca é definida como:

1 1
roca = ———F*F,, + —m2A*A,, 1
Le Ton' m g e (9.16)

onde F* = gt AY — 0" A*. Vamos obter as equagoes de movimento escrevendo a equagao
de Euler-Lagrange para o campo A*:

au ( aEl:'roca > . aEProca

TEN =0 (9.17)

a‘CProca
Primeiro, considere o célculo da quantidade ————:

2(0,A,)

a‘CProca o a 1 Ao 1 mc 2 A
20,4, — 00,4, [ 6Bt g () A

1 OF OF, >

= - Fromre—— 4+ FA 27
67 \"a@,4,) T a0,A)

(P 5n)
0(0s Ay — 0, A))
(e ™)

= ——Fm, (9.18)
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onde usamos o fato de que o tensor F* é antissimétrico. Tomando a derivada de ({9.18)
em relacao a z*, obtemos:

a‘CProca 1
o | ——— | = ——09,F". 9.19
K (8(@141,)) 4 H ( )
Resta-nos calcular o termo:
a'CProca 1 2
= —m-A". 2
94,  4n (9.20)

Substituindo (9.19) e (9.20) em (9.17)), obtemos a equagdo de Proca:

O F" +m?AY = 0. (9.21)

Note que a estrutura dessa equacgao ¢ muito similar a equagao de Klein-Gordon: o
primeiro termo envolve derivadas de segunda ordem do campo A* enquanto o segundo
termo é proporcional ao produto do campo por m?. Em resumo, essa equacao descreve
particulas de spin-1 e massa m.

No caso especial em que m = 0, a equagao se reduz a:

8, F" = 0. (9.22)

Essa é a equacao de movimento para o campo eletromagnético no formalismo covarianteﬂ,
sendo que neste caso, A* = (®, A), onde ¢ é o potencial elétrico e A o potencial vetor.

9.2 Lagrangiana de Dirac e a Eletrodinamica

Uma caracteristica interessante da lagrangiana de Dirac é o fato de que ela é
invariante sob transformacoes globais de fase:

U — U =y, com 0 € R, (9.23)
como podemos ver pelo calculo a seguir:
= i@lv”@\lﬂ — MmUY
= 4 (e’w@) Yo, (ew\IJ> —m (e’i9@> (ew\I!>
= U9, ¥ — mU¥
= EDirac‘ (924)

EDirac — E

/
Dirac

Na linguagem da teoria de grupos, dizemos que Lpiac ¢ invariante sob transformagoes
globais U(1) de fase, pois ¥ pode ser visto como uma matriz 1 x 1 unitéri.

Suponha que se queira realizar uma transformacao local de fase, que pode ser obtida
fazendo com que o parametro 6 seja uma funcao das coordenadas z*. Devemos redefinir

(19.23) como:

UV =c%@u  g(z) R (9.25)

20 formalismo covariante do eletromagnetismo ¢ abordado em detalhes na referéncia [27].
3Para uma introducdo a teoria de grupos, veja a referéncia [23], capitulo 2.
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Claramente, a lagrangiana de Dirac nao é invariante sob este tipo de transformagcao:
= i@ly’*f}’u\lﬂ —mUv

- (e—z‘e(m)@) VMau (ew(m)\l,> —m (e—ie(a:)@) (eie(x)\p>

= (Uyte @) {iew(m)\lfﬁue(x) + eie(z)ﬁu\lf} —mUv

= Lpirac — YY*V0,0(x). (9.26)

A partir de agora, veremos quais sao as implicagoes fisicas de se impor, na forma de
um novo principio fisico, que a lagrangiana de Dirac seja invariante sob transformagoes
locais. Primeiro, vamos introduzir um novo fator

/
Dirac

£Dirac — L:

AMz) = —(11(9(:10), (9.27)

onde ¢ é a carga da particula descrita pelo campo de Dirac. Com isso, a equagao ((9.25))
pode ser escrita como:

U — U =A@y, (9.28)
A lagrangiana transformada, quando escrita em termos de A(z), fica:
;Dirac - 'CDirac + q@’y‘u\lla‘u)\(x) (929)

Para impor que Lpirac Seja invariante sob transformagoes locais, vamos definir um novo
operador diferencial, chamado de derivada covariante:

D, = 8, +iqA,. (9.30)

No [Capitulo 6 também introduzimos um operador chamado de derivada covariante. De
fato, a ideia é andloga: temos uma certa quantidade que nao se transforma da maneira
que desejamos, e para resolver isso, introduzimos um novo operador diferencial definido
como sendo a derivada parcial usual somada a uma corregao linear, que neste caso é um
campo A,

Vamos postular que a lagrangiana de Dirac seja escrita da seguinte forma:

Lpirac = 1VY*D, ¥ — mP WV, (9.31)
Resta-nos obter a lei de transformagio para a derivada covariante tal que (9.31)) seja

invariante sob (9.25)).

Nosso ponto de partida serd a lagrangiana transformada:

L pirac = 10 DT — mT V. (9.32)
Vamos calcular algumas quantidades individualmente, como o produto RZE
Ty = (eiqkﬁ) (e_iq’\\ll>
= Yy, (9.33)
e o termo DL\IJ’:
DV = (0, +iqA,) (e7V)

= 9, (e‘iq’\\ll) + iqe‘iq)‘A;\Il
= —ige " (ON) U + e 9, W + iqe_iqAALqJ
e [0, +iqAy,) — iqd,\| @
e (D), — iqd,\) V. (9.34)



CAPITULO 9. SIMETRIAS DE GAUGE 108

Substituindo (9.33]) e (9.34) em (9.32)), obtemos:
Drae = (UMDY — T
= g (&;A@) ~* [e‘iq)‘ (D; — iq@M/\) \If} —mU¥
= UAD, T — mUW + qUy* (9,\) ¥
= iUy (D), — iqd\) W — mPW. (9.35)

Ao impor que (9.35)) seja igual a ((9.31)), encontramos a seguinte relac¢ao:
iUy (D), — igd\) ¥ = iy D, V. (9.36)

Por comparacgao, vemos que a derivada covariante deve se transformar da seguinte
forma:

D, = D,+iqd,\
= (Ou +1qAu) +iqOuA
= O, +ig(A, +0.N). (9.37)

A partir deste resultado, também podemos obter como o campo A* se transforma. Ao
comparar D), = J,, + iqA], com (9.37), obtemos:

A, = A, + 9\ (9.38)

Note que tem a mesma forma de uma transformacao de gauge que estamos
habituados a ver no formalismo do eletromagnetismo covariante. Uma vez que introduzimos
o campo A para assegurar a invariancia local da lagrangiana de Dirac, dizemos que
é invariante sob transformacoes locais de gauge.

No entanto, este nao ¢é o resultado final. Vamos escrever explicitamente:

Lbirac = 1VAY*0,¥ — mUW — qUy* A, . (9.39)

Note que os dois primeiros termos formam a lagrangiana livre de Dirac, na sua forma
original. O tltimo termo, no entando, introduz a interagao entre o campo da particula e o
campo A*, representado pelo produto A,¥. Portanto, devemos introduzir em ({9.39)) um
termo associado a lagrangiana livre de A*. Naturalmente, buscamos pela lagrangiana de
Proca (9.16)):

1 1
Loroen = ———F"E,, + —m2?A*A,. 9.40
P 600 LT g A (9-40)

Porém, o campo A" deve ter massa zero, uma vez que o termo A*A, nao ¢ invariante sob

(9.38):
ATAL, = (AP 4 0MN) (A 4 0uN)
AP A, + 24PN + P AN
4 AFA,. (9.41)

Finalmente, a lagrangiana completa de Dirac, contento a lagrangiana livre da particula,
a lagrangiana livre do campo A* e o termo de interagao, é:
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1

LDirac = (z@y“@u\lf —mUV¥) — Ton

FWE,, —qUy"UA,. (9.42)

A interpretacao fisica dessa equacao é clara: ela descreve particulas carregadas de spin
%, interagindo com um campo vetorial A* nao-massivo, cuja lagrangiana livre é a mesma
lagrangiana de Maxwell. Podemos concluir que (9.42)) representa a dindmica de particulas
carregadas, como elétrons e pésitrons, interagindo com o campo eletromagnético.

Até entao, a dindmica do campo A* foi obtida classicamente. A quantizacao da
lagrangiana (9.42)), no contexto da teoria quintica de campos, da origem a eletrodindmica
quantica (QENela, o féton surge como o quantum do campo eletromagnético: particula
mediadora da interacdo. Nao trataremos desse assunto formalmente; no entanto, veremos
como representar as interagoes da QED mediante os diagramas de Feynman.

9.2.1 Diagramas de Feynman na QED

Os diagramas de Feynman sao uma poderosa ferramenta visual para descrever os
diferentes processos de interacao entre particulas. O vértice fundamental da QED é
mostrado na [Figura 9.1} Este diagrama mostra um elétron (e) que entra no processo,

5 Linha do Tempo
MU\ Foéton p

Figura 9.1: Representacdo do vértice fundamental da QED. A linha do tempo é orientada da
esquerda para a direita. Um elétron entra no processo, emite/absorve um féton e entao sai do
Processo.

emite/absorve um f6ton () e sai do processo. Qualquer particula eletricamente carregada,
pode ocupar o lugar do elétron neste diagrama.

Ao combinar varios vértices fundamentais, podemos descrever processos cada vez mais
complexos. A repulsdo entre dois elétrons, por exemplo, pode ser representada pelo
diagrama de espalhamento M ¢ller, mostrado na Observa-se dois elétrons que
entram no processo, interagem mediante a ‘troca’ de um féton Virtualﬂ e saem do processo.
Qual elétron absorve ou emite o féton nao é relevante, pois apenas as linhas externas do
diagrama (entrada e saida dos elétrons no processo) sao experimentalmente observaveis.

A interacdo entre um par elétron-pésitron é representado na [Figura 9.3 pelo diagrama
de espalhamento Bhabha. A seta ‘voltando’ no tempo simboliza a antiparticula.

4QED - Quantum Electrodynamics.

5Particulas virtuais apenas aparecem nas linhas internas de um diagrama de Feynman, de modo que
ndo podemos observé-las diretamente. Elas sdo responsdveis por propagar um estado inicial (particulas
que entram no processo de interagdo) até um estado final (particulas que saem do processo de interacao).
Sua massa ndo necessariamente satisfaz a relacio E? = p? + m?2.
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Figura 9.3: A interagdo elétron-podsitron pode ser descrita pelo diagrama de espalhamento
Bhabha. A linha que representa a antiparticula é desenhada no sentido oposto a linha do tempo.

Cada diagrama de Feynman pode ser classificado pelo nimero de vértices que ele
contém. Na QED, cada vértice introduz um fator g = €? (em unidades naturais), chamado
de constante de acoplamento da interagao. A amplz’tuddﬂ para um dado processo é dada
pela soma de todos os diagramas de Feynman que o representam. Matematicamente, isso
pode ser representado como:

A=>"a,g", (9.43)
n=0

onde a,, é um coeficiente associado ao n-ésimo diagrama de n vértices, calculado usando
as regras de Feynman.

Uma vez que na QED a constante de acoplamento é muito pequena, quanto mais
vértices um diagrama possuir, menos ele contribuira para o calculo da amplitude .
Isso nos permite aplicar o método de perturbacgao, que consiste em descrever o processo
levando em considerac¢ao apenas os digramas com poucos vértices.

6 A amplitude de um determinado processo é uma quantidade fisica da qual podemos obter informacdes
importantes, como se¢ao de choque e taxas de decaimento. Para ver como isso se aplica na QED, veja
[19], capitulo 7.
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9.3 Lagrangiana de Yang-Mills

Suponha que se queira estudar a dinamica de dois campos livres de Dirac, ¥, e U,
com massas m; = mo = m, respectivamente. A lagrangiana total deste sistema é dada
por:

Lyn = (10170, 01 — mU 1 0y) + (1Way"0, Uy — mUaWy). (9.44)

Podemos reescrever essa equagao em uma forma matricial mais conveniente:

e — 7 _ U,
tor = 00 W), (31) - (0 ) ()
= U0, ¥ —mUVY, (9.45)
onde
U -
WZ(@D e U= (¥ Wy). (9.46)

A equagao (9.45) é chamada de lagrangiana de Yang-Mills. Note que Ly é invariante
sob transformagoes globais U(2) de fase:

U U, (9.47)

sendo U uma matriz unitaria de dimensao 2 x 2. Essa transformagao implica que o espinor
adjunto satisfaz:

U — WU, (9.48)
A partir de e (0.48), vemos que a lagrangiana transformada ¢ idéntica a lagran-
giana original:
EYM — ‘C/YM = i@ﬂ/“au\l// — mUy’
= (VU 0,(UP) — m(WU')(UWD)
= iUy (U0, (V) — mU(UTU) W
iUy 0,V — mU . (9.49)

Antes de prosseguir, ha dois resultados que queremos demonstrar. Primeiro, qualquer
matriz unitaria pode ser escrita na forma:

U=¢t, (9.50)

onde H é uma matriz hermitiana, pois assim:

UUT — ZH( i )T
ezHeszJr
_ ezHe—zH
= L (9.51)

Segundo, qualquer matriz hermitiana H de dimensao 2 x 2 pode ser escrita em termos
das matrizes de Pauli da seguinte forma:

H = 0+ o1a1 + 09a9 + 0303
= 0l+o-a, (9.52)
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sendo que {0, a1, as, a3} € R. Este resultado é demonstrado no [Apéndice B|

Como consequéncia, podemos reescrever U como:
U =efeioe, (9.53)

O termo € que aparece em é uma transformacao global U(1) de fase. De fato,
este termo é esperado, tendo em vista que ((9.45) é composta pela lagrangiana livre de
dois campos de Dirac, cada qual invariante sob transformacoes do tipo ¥ — €W, J4
abordamos este caso em detalhes na secao anterior.

Podemos mostrar que €® é uma matriz unitdria com determinante 1, e portanto
pertence ao grupo SU(2)] Isso sugere que as transformagdes globais U(2) podem ser
decompostas em um produto direto de uma transformacao global U(1) e uma transformagao

global SU(2), isto é, U(2) = U(1) ® SU(2).
Vamos focar a nossa atengao nas transformagoes do tipo:

U — ¥ =S5V comS=ec"% (9.54)

Quais as consequéncias fisicas de se promover (9.54) a uma transformacao local?
Seguindo a mesma estratégia da se¢cdo anterior, vamos definir um novo parametro:

Az) = —6a(:v), (9.55)

onde os coeficientes ay, as e az sdo agora fungoes das coordenadas e ¢ é a carga da particula
representada pelos campos de Dirac. Assim, temos que S = e %7 A®),
E facil verificar que Lyy nao é invariante sob transformacoes deste tipo:

Lyy — Ly = i@’v“au‘ll/ U
= i (US1) 49, (SW) — m (TS (SW)
= USTyH(S9,¥ + ¥9,5) — mT W’
= USISAH, U — mU' W + WSty w9, S
= U9, 0 — mU'v + iU STy w0, S
= Lyy +i0STH"00,S. (9.56)

Isso pode ser resolvido substituindo a derivada usual pela derivada covariante:
Lyy = iV*D, ¥ — mUY, (9.57)
onde:
D,=0,+1iqo - A,. (9.58)
Além disso, devemos impor que D,V se transforme da seguinte maneira:
D,V — DL\I/’ =S(D,V), (9.59)
TA demonstracio também se encontra no
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pois assim:

by = UADLY — T
= USTH"SD, ¥ — mU¥
= Uy*D, ¥ — mI¥
= Lym. (9.60)
O problema agora se resume a descobrir como os campos A, devem se transformar

para que a condigao (9.59)) seja satisfeita. Nao vamos resolver isso explicitamente — nos
limitaremos a apresentar o resultado aproximado para o caso onde |A| < ]EI:

A ZA +0A+29AxA,). (9.61)
Substituindo (9.58)) em (9.57)), obtemos:
Lyy = i0y*0, ¥ — mU¥ — qU~* (o - A,) V. (9.62)

Note que os dois primeiros termos representam a lagrangiana livre de Yang-Mills. Todavia,
ao impor a invariancia local de gauge, acabamos obtendo um termo que representa a
interacao dos campos A, com os campos V; e Wy, andlogo ao que ocorreu no caso da
lagrangiana de Dirac. Portanto, para obter uma descrigdo completa do sistema, devemos
introduzir a lagrangiana livre dos campos A,. Novamente, encontramos a resposta na
lagrangiana de Proca, . De fato, precisamos de trés termos deste tipo, um para cada
componente de A,

1 1
Lowes = ———F"™ . F. + —m2?A". A, 9.63
P 167 w g™ " (9.63)

Note que o termo A" - A, nao é invariante quando aplicamos (9.61)), de modo que as
massas dos campos A" devem ser nulas. Além disso, devemos definir:

FM = 0rA” — ¥ A' — 2q (A" x AY), (9.64)

onde —2¢ (A" x A") é um termo antissimétrico introduzido para que F* - F,,, também

seja invariante sob (9.61)).

Finalmente, obtemos a lagrangiana completa de Yang-Mills:
— — 1 —
Lyy = iWA*0,¥ — mPW¥ — KF‘“’ -F,,—q¥y (o-A,)Y, (9.65)
T

que descreve dois campos de Dirac de massa m e spin % interagindo com trés campos
vetoriais A, sem massa.

9.4 Cromodinamica Quantica

A cromodinamica quéntica (QCD)E] é a teoria que descreve a interagao forte. De acordo
com o modelo padrao, os hadrons sao constituidos de particulas ainda mais fundamentais:

8Este resultado é demonstrado em detalhes na referéncia [19], capitulo 10.
9QCD - Quantum Chromodynamics.
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0s quark, que sao particulas de spin % Assim como a interagao eletromagnética se da
por causa da carga elétrica, os quarks interagem fortemente em razdo da sua carga de cor.

HA& trés tipos de carga de cor: vermelho (r), verde (g) e azul (b). A lagrangiana que
descreve um determinado sabor de quark ¢ dada pela soma de trés lagrangianas de Dirac,
uma para cada cor:

ACQCD = i@’y“@u\ll — m@\P, (966)
onde
v, -
U= 0| e U=(T, ¥, T,). (9.67)
v

A estrutura dessa equacao é muito similar a lagrangiana de Yang-Mills — vamos focar
apenas nas principais diferencas entre as duas teorias, sem refazer todos os calculos.
Note que Lqcp ¢ invariante sob transformacoes globais U(3) do tipo:

U U = U0, (9.68)

onde U é uma matriz 3 X 3 unitaria. Vimos que qualquer matriz deste tipo pode ser escrita
na forma:

U=et, (9.69)

sendo H uma matriz hermitiana 3 x 3.

De acordo com (9.52), qualquer matriz hermitiana 2 x 2 pode ser escrita em termos
das matrizes de Pauli. De forma analoga, qualquer matriz hermitiana 3 x 3 pode ser
decomposta como se segue:

H=0l+8"a, (9.70)

onde B8 = (f1, fa, ..., s) sdo as oito matrizes de Gell—MannE-] e {0,a1,aq,...,a3} € R.
Isso implica que a matriz de transformacao pode ser reescrita como:

U = e?ePe, (9.71)

A situacdo que nos encontramos é analoga a (0.53): o termo ¥ representa uma
transformacao U(1) global, enquanto e*#® é uma matriz unitéria com determinante 1, e
portanto representa uma transformagao global do grupo SU(3).

Seguindo a prescricao das segoes anteriores, vamos impor que seja invariante
sob transformagoes locais do grupo SU(3), isto é:

U — ¥ =S¥, onde S =e e, (9.72)

sendo ¢(x) um novo fator definido de tal forma que a(x) = —g@(z). Também vamos
definir a derivada covariante:

D,=0,+1igB-A,, (9.73)

10H4 6 tipos (ou sabores) de quarks: quark-up (u), quark-down (d), quark-botton (b), quark-top (t),
quark-strange (s) e o quark-charm (c). Para uma revisdo histérica sobre o desenvolvimento do modelo dos
quarks, veja [19], capitulo 1.

I As matrizes de Gell-Mann sdo de fundamental importancia no estudo da forca forte. Para encontra-las
e obter mais informacoes sobre a sua relevancia na fisica de particulas, veja [19], capitulo 8.
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onde agora A, = (A}, A%, ..., A%) representa oito campos vetoriais. Definimos a lagrangi-
ana da QCD em termos da derivada covariante da seguinte forma:

Locp = i@’y“D;}If — mUVU, (9.74)
Note que se a derivada covariante satifaz a condicao
D,V — D, V' = S(D,V), (9.75)
entao:
aep = UAMDLY — mT
= USI"SD, ¥ — mP¥

= Uy"D, VU — mUP ¥
= Lqcp- (9.76)

Portanto, nosso problema se resume a encontrar a lei de transformacao para A, tal
que (9.75)) seja satisfeito. De fato, no caso particular em que |¢(z)| < 1, o resultado é

analogo a (9.61):
A=A, +0,08+2(B x Ay). (9.77)

Note que que B x A, nao é o produto vetorial usual, pois envolve vetores com oito
componentes. Essa é uma notagao simplificada para a seguinte quantidade:

8
(Bx A=, fijkﬁjAﬁ, (9.78)

Jk=1

onde f;i, sdo coeficientes chamados de constantes de estrutura do grupo SU (3|7
Substituindo (9.73]) em (9.74)), obtemos a forma da lagrangiana da QCD que temos
até entao:

Lqcp = 19 0, ¥ — mP¥ — qU~* (8- A,) . (9.79)

Ainda nos resta introduzir um termo associado a lagrangiana livre dos campos A,,.
Como de costume, teremos um lagrangiana de Proca para cada componente = 0,1,...,8.
Todos esses campos devem ter massa nula, a fim de que a lagrangiana completa seja
invariante sob transformacoes do tipo (9.77)). Satisfazendo todos estes requisitos, a
lagrangiana final da QCD é andloga a ({9.65):

_ — 1 —
Lqocp = 1V*0,¥ — mUW¥ — 16_7rFW -F,,—qVy"(B-A,) Y, (9.80)

onde
Fr =0rA” — 0" A —2q (AF x A). (9.81)

A equacao (9.80]) descreve trés campos de Dirac, ¥, ¥,, ¥, que interagem com oito
campos vetoriais sem massa, dados pelas componentes de A,,. Os glions sao as particulas
mediadoras da interacao forte na formalismo da teoria quantica de campos, sendo A,
chamado de campo gludnico.

12 A5 constantes de estrutura do grupo SU(3) sdo discutidas no capitulo 8 da referéncia [19].
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9.4.1 Diagramas de Feynman na QCD

Em termos dos diagramas de Feynman, o vértice fundamental da QCD é representado

na |Figura 9.4}

Figura 9.4: Vértice fundamental da QCD.

Enquanto os quarks carregam uma carga de cor, os glions carregam uma carga de
cor e uma de anticor. Em razao disso, um quark pode mudar de cor mediante a emissao
ou absor¢do de um glion, como mostra [Figura 9.5 Neste diagrama, um quark-up azul
se converte em um quark-up vermelho — sendo o glion responsavel por assegurar a
conservacao de cor. E valido destacar que este processo nao modifica o sabor do quark.

Figura 9.5: Um quark pode variar de cor mediante emissao/absor¢ao de um glion.

Podemos combinar vértices do diagrama fundamental para descrever a interagao entre
dois quarks, como mostrado em [Figura 9.6, Por possuirem carga de cor, os glions também

Figura 9.6: Diagrama de interagdo entre dois quarks mediante a troca de um glion.

podem interagir diretamente entre si, formando vértices glion-gliion, representados na
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Figura 9.7: Os gliions também interagem entre si, formando vértices glion-glion.

Assim como na QED, podemos classificar os diagramas de interagao forte pelos seus
respectivos nimeros de vértices. Cada vértice contribui com um fator associado com a
constante de acoplamento da interagao. Na QCD, esse valor nao é realmente uma constante,
mas varia com a energia. Em regimes de baixas energias, a constante de acoplamento é
um numero maior que um, logo, diagramas com um ntmero cada vez maior de vértices
contribuem cada vez mais para o calculo da amplitude de um processo. Isso faz com que
a QCD seja uma teoria impossivel de ser tratada por métodos perturbativos em certas
escalas de energia.

9.5 Conclusao

Neste capitulo, introduzimos o formalismo lagrangiano da mecanica quantica relativis-
tica, enunciando as lagrangianas de Klein-Gordon, Dirac e Proca. Vimos que a lagrangiana
de Dirac é invariante sob transformagoes U(1) globais, e ao impor que essa invaridncia se
mantenha para transformacoes locais, introduzimos um novo campo A* que se acopla ao
campo de Dirac da particula. Concluimos que a lagrangiana resultante descreve a
eletrodinamica quantica, sendo o féton o quantum do campo eletromagnético.

Usando os diagramas de Feynman, representamos alguns processos envolvendo a
interagdo entre elétrons e poésitrons, como o espalhamento Me@ller e o espalhamento
Bhabha. Por fim, destacamos que a amplitude de um determinado processo é calculada
por uma soma da contribuicao de todos os diagramas que o representam. Tendo em vista
que a constante de acoplamento da interacao eletromagnética é muito pequena, é possivel
aplicar métodos perturbativos para resolver problemas na QED.

Ao combinar dois campos de Dirac, obtivemos a lagrangiana de Yang-Mills (9.45]).
Vimos que ela inicialmente apresenta invaridncia sob transformagoes U(2) globais, que por
sua vez, pode ser decomposta em uma transformacao global U(1) e uma transformagao
global pertencente ao grupo SU(2). Ao promover esta ultima a uma transformagao local,
introduzimos trés campos vetoriais A, sem massa que se acoplam aos campos de Dirac,
obtendo a lagrangiana completa em (|9.65]).

Por fim, ao estender a lagrangiana de Yang-Mills para uma combinacao de trés campos
de Dirac, introduzimos a lagrangiana da cromodindmica quéntica (9.66[), que por sua
vez, é originalmente invariante sob transformagoes U(3) globais. Essa simetria pode ser
decomposta em uma transformagao global U(1) e uma transformagao global pertencente
ao grupo SU(3). Impondo que Locp também seja invariante sob transformagdes SU(3)
locais, introduzimos oito campos gluonicos A, sem massa, que interagem com o campo
de Dirac do quark. Essa dinamica é resultado da lagrangiana completa da QCD, obtida
em . Destacamos que os gliions sao as particulas mediadoras da interagao forte no
contexto da teoria quantica de campos.

Usando os diagramas de Feynman, vimos como representar processos envolvendo a
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interacao entre quarks. Vimos que os glions carregam uma carga de cor e uma de anticor,
0 que assegura que essa quantidade seja conservada em cada vértice. Por fim, chamamos
atencao para a dificuldade de aplicar métodos perturbativos na QCD: uma vez que a
constante de acoplamento é grande em regime de baixas energias, os diagramas com um
nimero cada vez maior de vértices contribuem mais para o calculo da amplitude de um
determinado processo.
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Conclusao

O objetivo principal deste trabalho foi abordar, da forma mais ampla possivel, os trés
tépicos que precisamos conhecer para entender e aplicar a correspondéncia AdS/CFT. A
abrangeu o desenvolvimento da teoria bosonica de cordas, desde a sua formulagao
classica até a quantizacdo candnica. Vimos que a teoria bosbdnica de cordas fechadas
apresenta estados que estdo naturalmente associados ao graviton, o que é um forte
indicativo de que uma formulagao mais realista da teoria de cordas possa ser a resposta
para a gravitagao quantica. Também destacamos o fato de que a motivagdo para o
desenvolvimento da correspondéncia AdS/CFT surgiu da indentificagdo que uma teoria de
cordas formulada em N Dp—Branas corresponde a uma teoria de gauge com N cores, no
limite em que N — oo.

A buscou desenvolver a nossa intuicao a respeito do significado das equacoes
de Einstein. Vimos que a gravidade nao é uma forga no sentido usual, mas sim uma
consequéncia da deformacao da geometria do espago-tempo na presenca de matéria. Enun-
clamos algumas solugbes das equagoes de Einstein, como o buraco negro de Schwarzschild
em D dimensoes e o espago-tempo anti-de Sitter. Vimos que com o uso de diferentes
sistemas de coordenadas, o espago AdS pode ser visto como o espaco plano de Minkowski,
somado a uma dimensao com curvatura. Esses resultados nos dao uma visao geral do
espago-tempo onde o lado AdS da correspondéncia AdS/CFEFT é definido.

Finalmente, vimos na a formulacao da mecinica quantica relativistica. Par-
tindo da equagao de Schrodinger, obtivemos as equagoes de Klein-Gordon e Dirac, que
descrevem particulas de spin 0 e spin %, respectivamente. Ao enunciar as lagrangianas que
dao origem a essas equagoes, vimos que a lagrangiana de Dirac é invariante sob transfor-
magcoes globais de gauge. Para impor que ela também seja invariante sob transformacoes
locais, se fez necessario introduzir um novo operador diferencial: a derivada covariante.
Esta, por sua vez, introduz um campo A* que se acopla ao campo de Dirac da particula.
A lagrangiana completa, apds a quantizacao, representa a eletrodinamica quéntica. Por
meio dos diagramas de Feynman, vimos que podemos usar métodos perturbativos para
calcular a amplitude de processos da QED, uma vez que a constante de acoplamento é
pequena.

Estendendo a simetria local de gauge para combinacoes de dois e trés campos de Dirac,
obtemos a lagrangiana de Yang-Mills e da cromodinamica quantica. Também, mediante o
uso de diagramas de Feynman, destacamos que a cromodinamica quéantica nao permite o
uso de métodos perturbativos em regimes onde a constante de acoplamento é maior que
um.

Poderiamos continuar este processo, desenvolvendo novas teorias com simetrias cada
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vez mais amplas. Em especial, em muitas aplicagoes da correspondéncia AdS/CFT, usa-se
uma teoria de gauge conforme SU(N), no limite onde N — oco. O termo ‘conforme
significa que a teoria em questao é invariante de escala.

Como perspectivas futuras, desejamos continuar nos aprofundando no estudo da
correspondéncia AdS/CFT, utilizando como base os conhecimentos adquiridos mediante
este trabalho. O préximo passo é estudar o formalismo da teoria quantica de campos, para
entao entender o dicionario fornecido por essa dualidade entre os parametros da teoria de
interagao forte SU(N) e a teoria gravitacional cléssica descrita no espago AdS. Assim,
seremos capazes de poder aplicar a correspondéncia AdS/CFT no estudo das propriedades
do plasma de quarks e glions.

)



Apéndice A
Mecanica Lagrangiana

As equagoes de movimento de um sistema classico discreto, cujos m graus de liberdade
sdo dados pelas coordenadas generalizadas ¢; (i = 1,...,m), podem ser obtidas construindo
a Lagrangiana do sistema, definida como

L(gi, gi;t) =T =V, (A1)

e entao impondo que a acao, dada por

: ty ,
Slai, @] = / dtL(gi, 4i; t), (A.2)

i

seja estacionaria. Isso significa que 65 = S[q; + dq;, ¢; + 6¢;] — S[@i, ¢;] = 0, onde dg; é uma
variacao nas coordenadas generealizadas que satisfaz as seguintes condigoes de contorno

Vamos calcular S explicitamente:

0S8 = Slg+ 9,4 + 4] — Slai, ¢i]

t t
- /fdtL(ql-Jr(Sqi,q'iJréqi;t) —/fdtL(qi,qi;t). (A.4)
ti i
Expandindo L(g; + 0¢;, §; + ¢;; t) até primeira ordem
0 OL OL OL
L(qi +0qi, ¢ + 0qi;t) ~  L(qi, ¢s; 0 OGm + 7 0G1 + ... + 77— 0Gm
(¢; + 6Gi, ¢ + 0dis t) (¢, gis ) + <81QI+ aqmq g, 00+ +8qmq>
L 8L

Com a aproximagcao (A.5]), podemos reescrever (A.4]) como:

tf aL aL tf ]
68 = /t dt[ s gis t +Z< -0¢; + aq,'éqzﬂ—/t dtL(q;, gi;t)

_ / dtZ( quz g;&]i). (A.6)

Note que

d (0L d (0L oL
% (8%5%) = % (8(]) 0g; + 8q == 0Gi, (A-7)
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de modo que (A.6]) fica
tr I [OL d (0L oL
38 = [ % |50t g (aq-f%) i (a )5%]
tr I [OL d [OL L
/ti ; Oq;  di (8@-)] 4 +/t,- dt (aqi q)

ty M [OL d [OL oL tr
- /. . _aqfdt<aqi>]5q“ (0%5%)

t;

Aplicando a condigao (A.3), vemos que o ultimo termo em ([A.8]) é nulo:

Ik o i )

Logo, sendo este resultado valido para qualquer variacao d¢;, temos:

oL d (OL\
dq¢;  dt \0g¢)

Essa é a equagdo de Euler-Lagrange.
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(A.9)

(A.10)

Se ao invés de um sistema discreto de particulas, desejamos estudar a dinamica de um
campo relativistico ¢;(z#), devemos definir uma densidade lagrangiana £ = L(¢;, 0,¢:),

que satisfaz as equacoes de Euler-Lagrange:

Lo (52 )-
d¢; " \0(0udi))

(A.11)
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Propriedades de Transformacoes
Unitarias e Matrizes Hermitianas

Seja H uma matriz hermitiana. Vamos demonstrar que H pode ser escrita em termos
das matrizes de Pauli da seguinte forma:

H = 0[+01a1+02a2+03a3
= 0l +o0-a. (B.1)

Isso é evidente se considerarmos as componentes de H e H':

Hll H12 1 Hﬁ H;1
H= , Hf =1 —20) B.2
<H21 H22> H12 H22 ( )

de modo que H = H' implica nas seguintes relacoes:

Hy = Hikl, = Hi € R, (BS
Hyp = H;27 = Hys € R, (B4
Hy — HE,. (B.5)

Escrevendo H explicitamente na forma (B.1):
10 01 0 — 1 0
- 0+as a; —iay
N a; + iag 0 — as ’

vemos que (B.3)), (B.4) e (B.5) sdo automaticamente satisfeitas.
Considere uma matriz unitaria escrita na forma:

U=et, (B.7)

Usando (B.1)) podemos escrever: o
U =efeioe, (B.8)

Vamos demonstrar que €'”* ¢ uma matriz de determinante 1. Para isso, considere a

expansao:
, 1
e“"“:1-|-z'(a~a,)——2'(o-~a)2——(0'~a)3—|—... (B.9)
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Usando a propriedade:

(c0-a)(oc-b)=a-b+io-(axb), (B.10)
temos que
(0-a)(c-a) = a-a+ioc-(axa)
= a2 (B.11)
de modo que fica:
ioca 1 1 2 4 3
e = 1+i(o- a)—g(a a) —§(a~a) +...
1 l
= 1+i(o- a)—gcﬂ—gcf(a a)+...
B 1 (o-a) 1,
= cos(a)+i(a a)sin(a)
= cos(a) + io - asin(a), (B.12)

N A A A ~ Q; .
onde & = (a4, g, a3), sendo a; = ‘—, para i = 1,2, 3.

al
Reescrevendo (B.12]) na forma matricial:

() [ o0 5o s e

_ <cos(a) 0 >+< ( i3 sin(a) (&2+i&1)sin(a)>

0  cos(a) —(Gg — 147) sin(a) —iazsin(a)

~ [cos(a) +isin(a)as  (ag + iay)sin(0)
N (—(&2 —idqp)sin(a) cos(a) — ids sm(a)) ’ (B.13)
para entao tomar o determinante:
det (ew'a) = (cos(a) + isin(a)as) (cos(a) — idassin(a))
+ ((@y —1iay)sin(a)) (cos(a) — iag sin(a))
= cos’(a) + (a] + &3 + a3) sin?(a)
= 1. (B.14)

Demonstramos que det(e’®) = 1, como desejado.
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Transformacoes de Lorentz para
Espinores de Dirac

Considere dois referenciais, K’ e K, sendo v a velocidade do primeiro em relagao ao
segundo na direcao do eixo z. A equacgao de Dirac no referencial K’ é:

iy 0,V —m¥’ = 0. (C.1)
Podemos usar a regra da cadeia para escrever:
oz 0 oz*
= = 0 C.2
nT Qi dr  dxe (€-2)
e entdo substituir este resultado junto com (8.36]) em (C.1)):
o oz
iy 83:/”8)\(5\11) —m(S¥)=0. (C.3)

A matriz de transformacdo S nao depende das coordenadas z*, entdo podemos tira-la
da derivada. Aplicando S~! & esquerda:

o1 Ox
1S 7“5(%/# AV —mV¥ =0 (C4)
Escrevendo a equacao de Dirac no refencial K:
iV —mW = 0, (C.5)
e comparando com , obtemos como as matrizes 7 se transformam:
= (5_17“5)232- (C.6)

Para cada valor de A temos uma somatoéria sobre o indice p no lado direito. De fato,
este ¢ um conjunto de quatro equagoes matriciais que define a matriz S:

7 = (S7Y09)
o= (57S)
7 = (57S)

v = (57%9)

Ox°
895’0
Ox?
0
Ox?
oz
ox>

81’/0

oz

ozt
ox!
~1.1
+ (S7y S)—agcl1
ox?
~1.1
ox3

axll

+(S71419)

+(S71419)
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0z

(()ZEQ
Ox?
-1_2
Ox?
-1_.2

ox3
6142

+(S71429)

+ (S714%8)

(579%9) 00 (@
(579%9) 00 (9
(579%9) 20 (co)
(51735*)2;;. (C.10)
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A
Usando as transformagoes de Lorentz inversas, vemos que os coeficientes B Sa0 0S
x
elementos da matriz de Lorentz:

. ¥y 8 00
Ox A W oy 00

o Aj = 0 0 1 0 (C.11)
0 0 01

onde v = (1 +v?/c*)~! é o fator Lorentz usual e nao deve ser confundido com as matrizes
v. Portanto:

7P (S71Y08)y 4+ (S S)y 8, (C.12)
o= (ST B A+ (STHIS), (C.13)
o= (579, (C.14)
7= (S71939). (C.15)
Aplicando S a esquerda em ambos os lados de todas essas relagoes:
S’ = (S + (v'S)B, (C.16)
Sy = (B + (' S), (C.17)
Sy = +%8, (C.18)
Sy3 = 438, (C.19)

Podemos verificar que a matriz S que satisfaz essas quatro equagoes é dada por:

1
S =al+ay"", ap =+ 5(7 +1). (C.20)



Apéndice D

Equacoes de Continuidade na
Mecanica Quantica Relativistica

D.1 Equacao de Klein-Gordon

Dada a equacao de Klein-Gordon:
(9,0" +m?) W =0, (D.1)

vamos derivar a equacao de continuidade para o quadrivetor corrente de probabilidade, j*.
Primeiro, vamos tomar o complexo conjugado de (D.1])):

(90" +m?) ¥ =0. (D.2)

Multiplicando (D.1)) & esquerda por ¥* e (D.2) a esquerda por VU, e entdo subtraindo

ambas as equagoes, obtemos:
U (9,0" +m?) ¥ — W (9,0" +m?) ¥ =0. (D.3)
Simplificando, chegamos ao resultado:
U*9,0" v — v9,0" " = 0, (D.4)
que pode ser reescrito de forma mais conveniente, como se segue:
0, (U O"U — Wo'w™) = 0. (D.5)
Vamos definir o quadrivetor corrente de probabilidade, j*, como sendo:

=

(U* "W — WO | (D.6)

i
2m
Logo, decorre imediatamente de (D.5]) que:

9,5" = 0. (D.7)

Essa é a equagao de continuidade associada a equacgao de Klein-Gordon. Como esperado,
a componente j° representa a densidade de probabilidade:

o= (xy*w— N). (D.8)

~ om ot ot
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Vamos verificar que j° pode assumir valores positivos e negativos. Para isso, tomemos
a solucao da equacao de Klein-Gordon para uma particula livre:

Y(x) = e” Pt = IPEEY, (D.9)
Substituindo em , obtemos:
0 _ L —i(pE—FEt)\ (_; p i(pi—Et)\ _ (iFE—EY) (;m,—ip-i—Et)
=5 Ke )( iFe ) (e )(zEe )} (D.10)
1
= — (—2iF D.11
S (~2iE) (D.11)
E
- = (D.12)
m
1
= +- p2_|_m27 (D]_S)
m

onde usamos E = £4/p? + m? para uma particula livre.
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