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Resumo

Realizamos neste trabalho um estudo sobre a mecanica de fluidos e sua aplicagao as colisoes ultrarre-
lativisticas de ions pesados. O objetivo geral deste estudo é aprimorar o conhecimento da hidronamica
classica, relativistica e as colisdes ultrarrelatisticas de ions pesados. Comegamos abordando os concei-
tos mais bésicos dos fluidos, sua defini¢do e as suas principais propriedades e caracteristicas. Apods o
estudo inicial sobre fluidos, derivamos as principais equagoes da hidrodinamica cléssica: equagao da
continuidade que é a lei conservacao de massa; equagao de Cauchy que é a lei de conservacao de mo-
mentum; equagoes de Navier-Stokes que é a equagdo de movimento para fluidos reais, equacao de Euler
que é a equacao de movimento para fluidos perfeitos, entre outras. Apds conhecermos a hidrodinamica
classica, podemos fazer um estudo mais detalhado sobre hidrodindmica relativistica e compara-las.
Por fim estudamos a aplicacdo da hidrodinamica relativistica nas colisbes ultrarrelativisticas de ions
pesados. Mostraremos o que ocorre em uma colisao e como o modelo hidrodindmico pode ser aplicado
e quais os ingredientes necessarios para isto. A abordagem da hidrodinamica relativistica na descrigao
do processo de colisdo vem sendo aplicada ao longo dos anos [4, 5, 17, 18, 20, 30], com resultados
satisfatorios. Desta aplicacdo podemos calcular, diversos observaveis do sistema como, por exemplo,

distribuicao em rapidez (%), distribuicao de momento transverso (pfcjl\; .

), fluxo eliptico (vq), entre

outros.

Palavras-Chave: Mecénica de Fluidos; Hidrodindmica; Cromodindmica Quéantica; Colisdo Ul-
trarrelativistica de Ions Pesados;



Convencoes e Notacoes Adotadas

Ao longo deste trabalho, usaremos a convencao de unidades naturais ¢ = A = kg = 1, em que
c é a velocidade da luz, i é a constante de Planck dividido por 27 e kg é a constante de Boltzman.

Abaixo seguem algumas convengoes adotadas no texto.

g = diag(1,—1,—1,—1) tensor métrico |
ot = (2% 2t 22, 23) 4 — vetor posigao ‘

ut = (u¥, ut,u? ud) = v (1,7) 4 — vetor velocidade ‘
pt = (p°,pt,p?, p?) 4 — vetor momentum ‘
y=+1-152 fator gama de Lorentz ‘
y=3n (gfzi) Rapidez do fluido ‘

n= %ln (‘Ig‘lfi i) Pseudo-rapidez do fluido ‘

vy = {cos [2 (¢ — ¢)]) Fluxo Eliptico |

No caso relativistico nao adotaremos a notagao com indices, 1,2,3, assumiremos, x,y, z, por facili-

dade na notacdo. Por exemplo, p' é p,.
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Capitulo 1

Introducao

Fluidos, como a 4gua e o ar, sao essenciais para nossa vida. O movimento dos fluidos pode ser estu-
dado utilizando as leis fundamentais da fisica juntamente com as propriedades dos fluidos. Conforme
a complexidade do escoamento, sera a dificuldade no estudo do movimento dos fluidos. O movimento
das ondas do mar, furacoes e outros fendmenos atmosféricos sao exemplos de escoamentos muito com-
plexos. Contudo, podemos realizar analises com uma certa exatidao quando sao feitas simplificagoes
devido ao escoamento.

A mecéanica dos fluidos estuda o comportamento fisico dos fluidos e suas propriedades. A mecéanica
dos fluidos ¢ dividida em dois ramos, a hidrostatica (que sera apresentada brevemente na introdugéo) e
a hidrodinamica (que sera abordada ao longo do trabalho). A hidrostatica trata das propriedades e leis
fisicas que regem o comportamento dos fluidos livre da agao de forgas externas, ou seja, quando o fluido
encontra-se em repouso. A hidrodindmica estuda fluidos em movimento, no qual, esta presente a agao
de forcas externas responséveis pelo transporte de massa. Uma descrigao relativistica da hidrodinamica
é necesséria em situagoes onde a velocidade local do fluxo esta perto da velocidade da luz no vacuo
(¢).

Vamos agora, apresentar como este trabalho esta estruturado. Neste capitulo faremos uma breve
introdugao histérica e uma revisao de hidrostatica. No capitulo 2, faremos uma definicao geral dos
fluidos. Em seguida, é feita a classificacao dos fluidos como: Newtoniano e Nao-Newtoniano e os res-
pectivos tensor das tensbes. Por fim, sdo apresentados os tipos de escoamentos possiveis para fluidos.
No capitulo 3, faremos um estudo sobre a hidrodindmica classica. Iniciamos apresentando a equagao
da continuidade e a equagao de Cauchy. Posteriormente apresentamos a hipétese proposta por Stokes,
no que se refere a viscosidade volumétrica. Em seguida, derivamos as equagoes de movimento da hidro-
dindmica, a partir dos conceitos apresentados. Também neste capitulo, apresentamos os conceitos de
vorticidade e circulagao. Por fim, sao apresentados os conceitos de fluxos de energia e de momentum.
No capitulo 4, faremos a descrigao da hidrodindmica relativistica para fluidos perfeitos, iniciando com
uma defini¢ao formal de fluidos perfeitos e do conceito de velocidade em um fluido relativistico. Logo
apos, serao apresentadas algumas das leis de conservagao importantes para o estudo da hidrodinamica
relativistica. Em seguida, faremos uma descrigao do tensor de energia-momentum para um fluido
perfeito e para um fluido real. A partir destas informagdes derivamos as equagoes de movimento para

fluidos perfeitos relativisticos. Por fim, serd apresentada uma comparacao entre os casos classico e
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relativistico. No capitulo 5, iniciamos com uma breve introdu¢ao da cromodinamica quantica (QCD) e
a formagcao do plasma de quaks e glions (QGP). Em seguida, sdo apresentadas as colisoes ultrarrelati-
visticas de fons pesados. Posteriomente, sao apresentados os tipos de condicoes iniciais que descrevem
a hidrodindmica. E por fim, apresentamos os observéveis, que sdo obtidos nestas colisoes. No capitulo
6, apresentamos as consideragoes finais e perspectivas futuras. Nos apéndices A, B, C, D, E, F, G sdo

apresentados conceitos e calculos citados ao longo do trabalho.

1.1 Historico

Acredita-se que o estudo da mecanica de fluidos teve sua origem com os gregos [1, 2]. Porém,
os primeiros escritos sobre mecénica de fluidos sdo os de Arquimedes (287-212 a.C), abordando os
principios da flutuacdo e da hidrostatica. Durante o Renascimento, novas contribuigdes sao alcangadas
no campo da hidraulica e mecinica experimental por Leonardo da Vinci (1452-1519) que expressou o
principio da continuidade de modo elementar, observou e fez analises de muitos escoamentos bésicos
e projetou algumas maquinas hidraulicas. Na primeira metade do século XVII, Evangelista Torricelli
(1608-1647) relacionou altura barométrica com o peso da atmosfera e a forma do jato de liquido com
as trajetorias relativas & queda livre. Em seguida, Blaise Pascal (1623-1662) esclareceu totalmente
o principio de funcionamento do barémetro, da prensa hidraulica e da transmissibilidade de pressao.
Na primeira metade do século XVIII, Isaac Newton (1642-1727) enunciou as leis do movimento e ele
explorou os varios aspectos da resisténcia aos escoamentos, incluindo a chamada lei da viscosidade
dindmica de Newton [3]. Explorou também a natureza das ondas e descobriu as contracoes nos jatos.
Ainda no século XVIII, temos Henri de Pitot (1695-1771) que construiu um duplo tubo para indicar
a velocidade nos escoamentos de dgua a partir da diferenga de altura entre as colunas de liquido. Em
seguida, Daniel Bernoulli (1700-1782) fez muitas experiéncias e escreveu sobre o movimento dos fluidos,
organizou as técnicas manométricas de medidas e, adotando o principio primitivo de conservagao de
energia, formulou a conhecida equagdo de movimento de Bernoulli. Logo apds, Leonard Euler (1707-
1783) explicou o papel da pressdo nos escoamentos, introduziu o conceito de cavitagdo, descreveu
os principios de operagao das méquinas centrifugas e formulou a equacao diferencial que explica o
movimento de fluidos perfeitos, a chamada equagao de Euler e também formulou o chamado teorema
de Bernoulli. Na segunda metade do século XVIII e no comego do século XIX, Giovanni Batista Venturi
(1746-1822) fez o estudo dos fluxos, os chamados tubos de Venturi. Também neste periodo Louis Marie
Henri Navier (1785-1836) entendeu as equagoes do movimento para incluir forgas “moleculares”. No
século XIX, baseada nas idéias de Navier, George Gabriel Stokes (1819-1903) derivou analiticamente
a equacao de movimento para um fluido viscoso, ou seja, um fluido real. Esta equacéo ficou conhecida
como equagcao de Navier-Stokes [1, 2, 3, 8, 12]. Por volta de 1950, Lev Davidovich Landau, escreveu as
equagoes da hidrodindmica com as corregoes relativisticas, surgindo assim a hidrodinamica relativistica
[4].

O uso da hidrodindmica relativistica para descrever colisdes hadronicas, foi feita pelo proprio Lan-
dau [4], como aperfeigoamento das idéias de Fermi [5]. No inicio dos anos 1950s, Fermi assume que

numa colisao hadroénica, a energia disponivel no centro de massa do sistema é liberada em um pequeno
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volume com tamanho tipico de uma nuvem de pions em torno de um niicleon. Ele ainda assumiu que o
sistema atinge o equilibrio numa fase de compressao maxima, e em seguida se quebra instantaneamente
emitindo hadrons. Landau usa a mesma representagao fisica para a fase inicial da colisao, porém ao
invés de assumir a quebra instantdnea, ele permite uma expansao da matéria antes que os hédrons

desacoplem. Baseado nas idéias de Landau, o modelo hidrodindmico é utilizado até hoje.

1.2 Hidrostatica

A hidrostéatica é o estudo de fluidos que se encontram em repouso.
Considere, por exemplo, um elemento de fluido submetido a um gradiente de pressao e a um campo

gravitacional, ambos na dire¢do x3, conforme a figura (1.1).

g

Figura 1.1 - Elemento de fluido, submetido a forca gravitacional e a um gradiente de pressao.
Podemos utilizar a 22 lei de Newton

Zﬁzmd’,

em que, m é a massa e a@ & o vetor aceleragdo. Para este caso, se o fluido encontra-se em repouso,

entdo temos que a aceleragao é nula (@ = 0). Logo, temos

Fp+Fe=0, (1.2.1)
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em que Fp & o vetor forga devido ao gradiente de pressao e ﬁG é o vetor forca gravitacional. Estas

forgas sao dadas pelas seguintes expressoes

F, = PdA — (P + dpdx3> dAis, (1.2.2)
dxg

Fg = —pgdV s, (1.2.3)

em que p,g,dA,dV sdo, respectivamente, a densidade, a aceleragdo da gravidade, o elemento de area
e o elemento de volume.

Logo, substituindo as equagoes (1.2.3) e (1.2.2) na equagao (1.2.1), temos

7£d$3d14 — pgdV = 0.
d$3

Como dA = dxidxs, entao

P
—d dV = —pgdV.
dxg

Escrevendo dxs = dz, temos
dP = —pgdz.

Esta é a equacao diferencial da hidrostatica. Considerando a densidade constante, integramos ambos

os lados e obtemos

P =Py —pyz, (1.2.4)

em que, Py é a pressdo referente ao ponto z = 0. A equagdo (1.2.4) é o chamado teorema de Stevin, a

principal equagao da hidrostatica.



Capitulo 2

Fluidos

Em breve descrigao, este capitulo tem por objetivo demonstrar algumas das propriedades dos
fluidos, seu aspecto geral, os tipos de tensoes aplicadas e os diversos tipos de escoamentos que podem

estar presentes.

2.1 Definicao de Fluido

A definicdo mais elementar diz: “Fluido é uma substincia que nao tem forma propria, assume o
formato do recipiente.” [10]

Um fluido é caracterizado como uma substancia que se deforma continuamente quando submetida
a uma tensao de cisalhamento. Os fluidos abrangem gases, liquidos, plasmas e de certa forma solidos
plasticos. A sua principal caracteristica é assumir o formato do recipiente. Isto acontece pela sua
incapacidade de suportar uma tensao de cisalhamento em equilibrio estatico.

Um fluido que apresenta resisténcia a redugao do volume proprio € denominado fluido incompressi-
vel, enquanto o fluido que responde com uma redugdo de seu volume proprio ao ser submetido a agao

de uma forca é denominado fluido compressivel.

2.1.1 A Hipétese do Continuo

Os fluidos vistos em escalas microscopicas sao compostos de moléculas individuais e suas proprie-
dades fisicas (densidade, velocidade, entre outras) tem um comportamento nao uniforme. Entretando
na dindmica dos fluidos sao estudados os fénomenos macroscopicos, de modo que deixamos de lado o
comportamento molecular. Em vez disso, considera-se o fluido como sendo um continuo, ou seja, um
fluido é tratado como uma substancia infinitamente divisivel [6, 7, 8, 9, 10].

Sendo assim pode-se descrever o movimento de um fluido imaginando que ele pode ser subdividido
em pequenos elementos de volume, que podem ser tratados como uma particula e, posteriormente,
descrever cada uma destas particulas de fluido individualmente [9]. Em consequéncia desta hipotese,
cada propriedade do fluido tem seu valor definido em cada ponto do espaco, podendo depender do
tempo ou nao. Por exemplo, a densidade p = p(7, t).

Definimos a densidade especifica num ponto fixo no espago como:

10
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— g O
P=sviev sV

em que dm é a massa e 0V o volume de um elemento fluido especifico, e 6V’ é o volume minimo.

(2.1.1)

A densidade média é dada pela seguinte expressio:

Am
AV’
em que Am ¢é a variacdo de massa e AV a variacdo de volume.

2.1.2 Campo de Velocidades

p (2.1.2)

Para o caso de fluidos em movimento, estamos interessados em um campo de velocidades para este

fluido, que deve ser definido em cada ponto do espago em determinado tempo. Assim, em geral

(7,t).

S

‘1_]':

Podemos escrever o vetor velocidade como

3
7= E VT,
i=1
em que v; é a componente da velocidade na diregao i e £; é o vetor normal na diregao 1.

2.1.3 Campo de Tensao

Em meios continuos estao presentes forgas superficiais e forcas de campo.

e Forcas de superficie sao aquelas que atuam nas fronteiras de um meio através do contato direto.

e Forgas de campo sao desenvolvidas sem contato fisico e distribuidas por todo o volume do fluido.

O conceito de tensao nos d4 uma maneira conveniente de descrever como as forgas atuantes nas
fronteiras do meio sao transmitidas através dele.

Considere um elemento de area, 5A:, da superficie na vizinhanca do ponto C, orientado no sentido
do vetor unitario 7, normal & superficie apontando no sentido da transmisao da forga de contato, (ver
figura 2.1).
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AT

Figura 2.1 - Elemento de fluido e forgcas agindo sobre o elemento de area §A;.

A forca, §F;, atuando sobre a area JA;, pode ser decomposta em duas componentes: uma normal

e a outra tangencial & area, conforme a figura 2.1. O tensor das tensoes pode ser escrito como:

OF;

Ty = lim L,
1T A0 04,

(2.1.3)

em que i = j é a tensdo normal e i # j s@o outra tensoes aplicadas sobre o fluido.
Utilizando coordenadas cartesianas, a tensao num ponto pode ser descrita especificando as tensoes
atuantes em trés planos, mutuamente perpendiculares, que passam por este ponto. A tensao (tensor

das tensoes) num ponto é entdo especificada por nove componentes:

Ty Ti2 T
(Tyj) =| Tar Toz Taz |, (2.1.4)
T31 Tz Ts3

em que Tj; é o chamado Tensor das Tensoes.

A representacio grafica desta tensao é dado pela figura (2.2).
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s ’1‘33

Figura 2.2 - Representagao das tensoes.

2.1.4 Tensao Superficial

Esta tensao faz com que a camada superficial de um liquido comporte-se como uma membrana
elastica. Esta propriedade é causada pelas forcas de coesao entre moléculas semelhantes, cuja resultante
vetorial é diferente na interface. Enquanto as moléculas situadas no interior de um liquido sao atraidas
em todas as diregoes pelas moléculas vizinhas, as moléculas da superficie do liquido sofrem apenas
atracoes laterais e internas. Este desequilibrio de forgas de atracao faz com que a interface se comporte

como uma pelicula elastica [8, 9, 10, 12].

2.1.5 Taxa de deformacao

Considerando um elemento de fluido localizado entre duas placas infinitas paralelas conforme a
figura (2.3), uma delas movendo-se a velocidade v; em relagdo a outra, devido a aplicacdo de uma
forga externa no sentido do eixo-z;. Chamando de dA5 a superficie de contato do elemento com a
placa que se movimenta e §F; a forga exercida pela placa sobre o elemento de fluido. No elemento de

fluido apareceréa entao uma tensao.
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Figura 2.3 - Deformacao de um elemento de fluido.

Durante um certo intevalo de tempo ¢, o elemento fluido é deformado da posigdo ACOB para a

posigdo A’COB’. Escrevemos a taxa de deformagdo como:

oo da
Taxa de Def do= lim — = —. 2.1.5
axa de Deformacdo = lim — = — ( )
Escrevemos a distancia entre os pontos A e A’ como
81 = duvy0t, (2.1.6)
ou para pequenos angulos,
0l = dzooau. (2.1.7)
Igualando as equagoes (2.1.6) e (2.1.7) obtemos:
do ovy
—_— = 2.1.8
ot (5:02 ( )
Tomando os limites em ambos os lados da igualdade, ficamos com
da  duy
—_— = — 2.1.9
dt dI‘Q ( )

Assim, a taxa de deformacao para a tensdo de cisalhamento 712 é dada por dv; /dxs.

2.2 Classificacao dos fluidos

Os fluidos podem ser classificados como: Fluido Newtoniano ou Fluido Nao-Newtoniano. Esta
classificagao esta associada & caracterizacao da tensao, como linear ou nao-linear no que diz respeito a

dependéncia com relagao a deformagao e a sua derivada.
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2.2.1 Fluidos Newtonianos

Fluidos newtonianos sao os tipos de fluidos mais comuns, como a agua, o ar e a gasolina. Sendo
assim para um fluido newtoniano temos que a tensao de cisalhamento é diretamente proporcional a

taxa de deformagao

Na sua forma geral é dada por:

o 8Ui + 8’Uj
Tij 81’]‘ 81‘1 '

A constante de proporcionalidade é a viscosidade de cisalhamento ou viscosidade absoluta p, entao

temos

ov;  Ovj
i = . 221
Essa equagédo é conhecida como a lei da viscosidade de Newton [3].

Fluidos newtonianos também podem ser classificados como:

e Fluidos Reais: sao aqueles que possuem viscosidade, sao comprenssiveis, nao homogéneos e

conduzem calor.

e Fluidos Perfeitos: sao aqueles inviscidos, possuem pressao isotropica e nao conduzem calor.

2.2.2 Fluidos Nao-Newtonianos

Esses fluidos sao aqueles nos quais a tensao de cisalhamento nao é diretamente proporcional a
taxa de deformagdo, por exemplo a pasta de dentes. Os fluidos ndo-newtonianos sao geralmente
classificados como tendo comportamento independente ou dependendo do tempo. Para este caso a
tensao de cisalhamento aplicada fica sendo:

81}1‘ (91)]‘

896]- + C{)l'l

n—1

ov;  Ov;

(83:- + a;) , (2.2.2)
7 %

Tij:k“

em que o expoente n é o indice de comportamento do escoamento e k é indice de consisténcia. No
caso de n =1 e k = p, esta equagao se reduz a lei de Newton para a viscosidade.

n—1
O termo T =k é chamado de viscosidade aparente.

v, %
6wj + 69:1

e Paran < 1, a viscosidade aparente do fluido diminui com o aumento da deformagao. Estes fluido

sao chamados de pseudoplasticos;

e Para n > 1, a viscosidade aparente aumenta com o aumento da deformagao. Estes fluidos sao

chamados dilatantes;
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Pode-se dizer que para estes tipos de fluidos existe uma tensdo de cisalhamento limiar 7. Fluidos
com essa caracteristica, dos quais a argila e a lama sao exemplos, sdo chamados plasticos perfeitos (ou

plasticos de Bingham) e podem ser modelados pela equagao:

8’01 4 8vj
6.’1?j axi '

TijTT+u<

No caso em que 77 = 0, voltamos a lei de Newton para a viscosidade.
O estudo de fluidos nao-newtonianos é muito complicado pois a viscosidade aparente pode ser

dependente do tempo.

e Fluidos tixotropicos mostram um decréscimo de T com o tempo sob uma tensdao tangencial

constante.

e Fluidos reopéticos mostram um aumento de T com o tempo.

2.2.3 Tensor das Tensoes

O tensor das tensoes para um fluido newtoniano é dado, de forma geral, pela expressao [6, 7, 8, 12,
13, 14]

Tij = *P(Sij + d’ij, (223)

em que J;; é o delta de Kronecker e dj; é o tensor das tensoes viscoso. No caso de fluidos perfeitos
dij =0.

O tensor djj foi derivado por Stokes [8, 13]. Ele é dado pela seguinte expressao

Oouy,
o= A 224
le ijkl axl ’ ( )

onde a derivada pode ser decomposta como a soma de um parte simétrica e uma antissimétrica

8’Uk

9 Bri + g

em que, Bx; é o tensor simétrico e ay; é o tensor antissimétrico. Estes sdo dados pelas expressoes

- 1 (%k 51)1
Bri = 5 (arl + 61’k>

oy = L (90 Ou
H 2 al‘l 8xk '
Logo, podemos escrever a expressao (2.2.4), como

dij =Aijk1Bri + Aijricr (2.2.5)



CAPITULO 2. FLUIDOS 17

Porém, podemos escrever a parte antissimétrica usando a vorticidade (w),

1
Qg = +§€klmwm~

Entao a expressao (2.2.5) fica,

1
dij =Asjr1 B + §Aijkl5klmwm

em que £y, € o tensor de Levi-Cevita. Que possui valores

1, Se k,l,m=1,2,30u2,3,10u3,1,2
Ekim = § —1, Sek,I,m=1,320u2,1,30u3,2,1
0, Caso os indices se repitam

Em coordenadas cartesianas o tensor A;;,; pode ser descrito pela seguinte expressao [8]:

Aijri = poindj1 + 006k + Adijop

em que p, o, A sdo coeficientes lineares ou coeficientes de viscosidade.

Para que A;ji; seja simétrico em ¢ e j, devemos ter

H=0,

entao

Ajji = 1[0k + 06 k] + A6ij 0,

devido a esta simetria em A;j;;, 0 termo que contém a vorticidade é nulo (devido ao tensor de Levi-

Cevita). Com isto, ficamos apenas com

dij =05 0518k1 + 65105 Brr + ANi;0r1Bra-

Usando as propriedades da delta de Kronecker, podemos escrever

dij = 2u8;5 + Adij Brr

em que
ov
Bk = 87:;11
e
ov;  Ov;
21Bij = 1 <8x]~ + 5‘:5]1)

¢ igual ao 7;;, dado pela equagéo (2.2.1). Logo, o tensor das tensoes viscoso é dado pela expressao
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8vk

i =75 + Mg 5 (2.2.6)
Substituindo a equagao (2.2.6) em (2.2.3), temos a forma geral do tensor das tensoes
ov;  Ov; ovy,
T;; = —Pdy; : 1 A — 2.2.7
/ j+ﬂ<8xj +8xi> T Ozp ( )
ou
T=-PT+% 42V 9 (2.2.8)

em que p é a viscosidade de cisalhamento e o \ é a segunda viscosidade ou viscosidade de dilatagao.
Para os fluidos nao-newtonianos, nao hé, até o presente momento, uma forma geral para o tensor

das tensoes.

2.3 Escoamentos

Nesta seccao, serao apresentados os tipos de escomentos que sao frequentemente estudados na mecénica
de fluidos.

2.3.1 Escoamento Estacionario

Escoamento estacionario é quando o campo de velocidade do fluido nao varia com o tempo, ou seja,

7 = (7).

Isso significa que diferentes particulas do fluido passam pelo mesmo ponto com a mesma velocidade,

embora U possa variar de ponto a ponto.

2.3.2 Escoamento Uniforme e Nao-Uniforme

Se no escoamento a velocidade tem a mesma magnitude e dire¢cao em todo ponto do fluido é dito
ser uniforme. Isto se aplica em geral para todas as propriedades do fluido numa determinada seccao
reta de um sistema em estudo.

Se em um dado instante, a velocidade ndo é a mesma em todo ponto (numa determinada secgao
reta) o escoamento é nao-uniforme. Na pratica, devido a esta definigdo, todo fluido que escoa proximo
de uma fronteira sélida é nao-uniforme. O fluido na fronteira deve tomar a velocidade da fronteira,
geralmente zero. Entretanto se o tamanho e a forma da secao da corrente de fluido é constante o fluxo

& considerado uniforme.
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2.3.3 Escoamento Viscoso e Inviscidos

Viscosidade é uma medida da aderéncia interna de um fluido, e é causada por forcas coesivas entre as
moléculas nos liquidos e por colisdes moleculares nos gases. Nao existe fluido com viscosidade nula,
apenas ha casos em que a viscosidade é desprezivel. Os escoamentos em que os efeitos de atrito sao
significativos chamam-se escoamentos viscosos. Os escoamentos onde as forcas viscosas sao despreziveis

(quando relacionadas as forgas inerciais e de pressao) sdo chamados de escoamento inviscidos.

2.3.4 Escoamento Laminar e Turbulento

No escoamento laminar a estrutura do escoamento é feito através de laminas ou camadas, ou seja, as
particulas do fluido tendem a percorrer trajetorias paralelas.

No escamento turbulento a estrutura do escoamento é caracterizada por movimentos aleatorios de
particulas fluidas e sua velocidade varia com o tempo.

Estes escoamentos podem ser descritos utilizando o Numero de Reynolds (Re), que de forma simples

é dado pela expressao:

Re = dﬁﬁ,
1

em que Re é o Numero de Reynolds, v é a velocidade média do fluido e d é o didmetro do tubo de
escoamento.

Em um escoamento laminar o Re é

Re < 2000,

e em um escoamento turbulento Re é

Re > 3000,

nos casos entre 2000 e 3000 o escoamento é instavel, podendo variar de um escoamento para o outro.

2.3.5 Escoamento Compressivel e Incompressivel

Escoamento incompressivel é aquele em que as variacoes de densidade sao despreziveis, ou seja, p = cte.
Escoamento compressivel é aquele em que as variagoes de densidade nao sao despreziveis, ou seja,

a densidade p varia.

2.3.6 Escoamento Interno e Externo

Escoamentos externos sao aqueles que nao possuem limitagao de um fluido sobre uma superficie.
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Escoamentos internos sao aqueles que sao completamente envoltos por sélidos, também chamados
de escoamentos em dutos. Para o caso do escoamento interno em liquidos nos quais os dutos nao sao

completamente preenchidos é denominado escoamento em canal aberto.

2.3.7 Escoamento Rotacional e Irrotacional

Escoamento rotacional é aquele em que a particula de fluido esté sujeita a uma velocidade angular,
em relagao ao seu centro de massa. Neste caso deve-se considerar a vorticidade.
Escoamento irrotacional é aquele em que a particula de fluido nao possui velocidade angular, é o

caso onde a vorticidade é considerada nula.



Capitulo 3

Hidrodinamica Classica

Hidrodindmica é uma das areas de estudo da mecénica dos fluidos que lida com fluidos em mo-
vimento, tanto liquidos quanto gases. Este capitulo pretende apresentar topicos da hidrodindmica
classica, ou seja, sem efeitos relativisticos, para que este venha a ser abordado posteriormente, tendo

assim o conhecimento necessario da hidrodinadmica classica.

3.1 Equagao da Continuidade (Conservacao de Massa)

Os resultados da dinamica dos fluidos geralmente decorrem de leis de conservacao. A equagao da
continuidade é a lei de conservagao de massa aplicada ao movimento do fluido.

Para formular a equagao da continuidade de uma forma geral, podemos considerar um volume V'
fixo no fluido, limitado por uma superficie fechada S, e seja 1, o vetor normal a esta superficie (Fig.
3.1) [11].

Figura 3.1 - Vetor normal a superficie S. Retirada da referéncia [11]

O fluxo de massa que atravessa a area AS é dado pela expressao

dm ~
—_ == v-dS. 1.1
o %pv ds (3.1.1)

21
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Porém, a massa pode ser escrita como

Am = pAV

ou também

m:///vpdV (3.1.2)

Logo, substituindo a equagao (3.1.2) na equagao (3.1.1), obtemos

d oo
%///VpdV——ﬁépv-dS
0 =
—pdV = —# pU-dS.
// v Ot s
Utilizando o teorema da divergéncia
(# 5-as= [If [v-7] dv)
s 1%
Idp // .
—dV = — V - (pv)dV,
///V ot v (e7)

///v{gi)+v'<pﬁ)}dvzo.

Para o resuldado da integral ser zero, o integrando deve ser igual a zero, logo, se obtem a equacao

ou

na integral de superficie, temos

reescrevendo:

da continuidade ou equagao de conservagao de massa

op o
En + V- (pv) =0. (3.1.3)

Aplicando o operador derivada material (ver apéndice A) a equagdo da continuidade fica:

dp
— -7 =0. 1.4
o7 +pV-7=0 (3.1.4)

No caso de um fluido incompressivel, ou seja, densidade p é constante, entdo dp/dt = 0, temos

V-v=0.
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3.2 Equagao de Cauchy (Conservagao de Momentum)

Pela segunda lei de Newton, o somatoério das forgas agindo sobre um corpo € igual a taxa de variagao

do momento linear deste corpo em relagao ao referencial inercial:

- dp
E F = 7p7
dt
em que F & o vetor forga e p’'é o vetor momento linear.

Aplicando isso a um volume material do fluido, temos

ZF“:CZU//V,DMV].

Existem dois tipos de forgas:

e forcas externas, como por exemplo a gravidade,

e forcas superficiais, forgas do material fora do volume V agindo sobre V.

Podemos escrever:

L . d
Fy +Fs=— U// pﬁ'dV],
Vv

em que ﬁv sao as forgas externas e F. s as forgas superficiais [12], Logo,

///fodv+ #AE‘dA = % U//V pﬂ’dV] : (3.2.1)

em que f ¢ o vetor forca externa do corpo por unidade de massa, e t ¢ o vetor de tenséo.
Aplicando o principio do equilibrio da tenséo (t = ? -11, ver apéndice B) e o teorema do transporte

de Reynolds (ver apéndice C). Podemos escrever (3.2.1) como

///‘/pde+#4?.ﬁdA:///‘/ [3(8/;17)4_V,(p17.17)} dv. (3.2.2)

Aplicando o teorema da divergéncia na integral de area, e colocando toda expressao em uma tnica

///‘/[6(;17)4-V.(p5,5)_pf_v'?} dV — 0.

Para que o resultado desta integral seja igual a zero, entdo o integrando tem que ser nulo. Assim:

integral, temos

9(pv)
ot

YV (p7-T) - pf -V T =0 (3.2.3)
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Podemos escrever

aps) 07 _dp

o = Par U (3.2.4)

V- (pv- V) =0V - (pv) + p (V- V). (3.2.5)
Substituindo as equagoes (3.2.5) e (3.2.4) em (3.2.3), temos

ov

"o

0 -
+17[8§+V-(p17)] +p(17-V)17:pf+V~?.

Pela equagao da continuidade temos que o termo entre colchetes é nulo, logo
ov -
p[a:+(17~V)17} —of+v. T

Utilizando o operador derivada material (ver apéndice A), chega-se & equagdo de conservagao de

momentum de Cauchy:

—

d o
pd—:; =i+ v.T. (3.2.6)

3.3 Hipotese de Stokes

Considerando o tensor de tensoes para fluidos newtonianos, na sua forma indicial, em que se assume
a dependéncia linear entre o tensor de tensoes e o tensor taxa de deformacao, dado pela equagao (2.2.7),

temos

ov;  Ov; Ovy,
TZ~:7P57~ ! J A =— 57
! ']+u<6mj+8aci>+ <8mk) "

Podemos escrever a pressao média como

— 1
P = —g (Tll + Tos + T33) . (331)

Substituindo a equagdo (2.2.7) em (3.2.1), verificamos que a pressao média encontrada num fluido
ndo é exatamente a mesma pressao hidrostatica do fluido (ver apéndice D). Ela é dada pela seguinte

equacgao:

Pop- @MH) (V.5),

em que p e A sao respectivamente a viscosidade de cisalhamento e a viscosidade de dilatagao ou segunda

viscosidade. O termo



CAPITULO 3. HIDRODINAMICA CLASSICA 25

2

Como as pressoes deveriam ser as mesmas em qualquer tipo de escoamento. Stokes [13] propds que

2
Spt+A)=0.

Segundo Stokes, a segunda viscosidade ou viscosidade de dilatacao é dada em termos da viscosidade

é chamado de viscosidade volumétrica.

a viscosidade volumétrica fosse nula:

de cisalhamento:

2
A= -3 (3.3.2)

3.4 Equacoes de Movimento

3.4.1 Equacgoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes sao equagoes diferenciais que descrevem o escoamento de fluidos. Elas
foram criadas por Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836) e George Gabriel Stokes (1819-1903).
Partindo da equagédo da conservac¢ao do momentum proposta por Cauchy, equacao (3.2.6), e sabendo

que o tensor de tensoes para um fluido newtoniano é dado pela equagdo (2.2.8), temos

dv N
P =+ V. (—P?M?H(v-?)(?). (3.4.1)

Utilizando a seguinte propriedade do divergente

v.(?+?):v-?+v-?,

e utilizando a hipotese de Stokes A = f% 1, a equagao de Navier-Stokes fica:
dv - 5 T 2 N v g
pdt:pf—VP—i—V-(,u{{Vv—&-(Vv)}—3(V-v)1}). (3.4.2)

Esta é a equagao completa sem nenhuma restricao a respeito de escoamento ou propriedade do
fluido, e é portanto valida para qualquer fluido newtoniano. Na sua forma indicial essa equagao é

escrita como:

p { o W ale = o T o, (“{[axj * ale 3 (axk) 5”})‘ (343)

Para o caso em que temos um escoamento incompressivel, ou seja, V - ¥ = 0, e com viscosidade

constante, as equagoes de Navier-Stokes ficam:

dv

— =pf—VP 25.
it VP + pV=u

p
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Podemos escrevé-la em termos da sua viscosidade cinematica v = u/p, como
(3.4.4)

Podemos escrever o significado de cada termo na equagao de Navier-Stokes da seguinte forma [14]

- \V4 .

= f ¥p + vV23
~— p —

~—~— Termo de Atrito

dv
dt
~~ ~ Termo de Forca Externa (ex:gravitacional)
Termo de Aceleragdo Termo Gradiente de Pressao
Na forma indicial, temos
aui 6uz 10P agui
= pf; — — +rv——. (3.4.5)
p Ox; Ox :

8t J aSCj
Esta equacgao pode ser expressa tanto em coordenadas cartesianas como em coordenadas esféricas

e cilindricas (ver apéndice E). As equagoes de Navier-Stokes descrevem os escoamento de fluidos reais.

3.4.2 Equagao de Euler

A equacgdo de Euler é um caso simplificado das equagoes de Navier-Stokes, onde considera-se que
0s termos viscosos sdo muito pequenos, considerados despreziveis (u = 0), ou seja, um fluido perfeito.

Partindo da equagdo (3.3.4) a consideragdo u = 0, a equagdo de Navier-Sokes fica:

di - VP
v ¥ (3.4.6)

dt p
Esta equacao foi inicialmente derivada por Euler, e é denominada equacgao de Euler para fluidos

perfeitos.

Escrita na sua forma indicial:
(3.4.7)

10P
pOx;

%J’_ Aaui =f —
5'15 uJ@xj o

3.4.3 Equacao de Bernoulli

A Equacao de Bernoulli é uma derivacao da equagao de Euler. Trata-se também de um fluido

perfeito, porém, supomos que este fluido esteja sob o regime dos escoamentos irrotacional (&J = 0) e

estacionério.
Utilizando a seguinte propriedade:
(3.4.8)

1
ivﬁ = (0.V) T+ 7 x &,
onde & = V x ¥ é a vorticidade (esta serd apresentada posteriormente na secgdo 3.5). Substituindo

(3.4.8) na equagao de Euler (3.4.6), obtemos:
v 1 - VP

=+ sV =f-—. 3.4.9

ot 2 P ( )
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Para um escoamento estacionario, temos a seguinte condigao

27 _
ot
Logo, da equagao (3.4.9), temos
1 - P
—Vo? =f— v—
2 p
Podemos escreve a forca por unidade de massa f, como o gradiente do potencial, f= —V¢. Em

que ¢ é o potencial por unidade de massa. Logo, temos

1 P
“Vv? = -V¢ - VP
2 p

Agrupando todos os termos dentro do gradiente:

1 P
v(v2++¢>):0.
2 p

Para que este gradiente seja nulo, os termos devem ser constantes. Assim, obtemos a equacao de

Bernoulli:

1 P
57)2 + — 4 ¢ = constante,

Se considerarmos ¢ como o potencial gravitacional por unidade de massa, ou seja, ¢ = gz. Temos

1
51)2 + — 4+ gz = constante.

3.5 Vorticidade e Circulagao

3.5.1 Vorticidade

O escoamento também pode ser expresso pela variacao da velocidade angular das particulas de
fluido. Alguns fendémenos sdo mais faceis de serem estudados através da rotagao do fluido. Sendo assim

¢ introduzido o conceito de vorticidade. A vorticidade é definida como o rotacional da velocidade [9]

W=V x1. (3.5.1)
Na sua forma indicial
é%k
P = Eiik—, 3.5.2
w € Jk an ( )

em que €;;; o tensor de Levi-Cevita.
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3.5.2 Circulagao

Circulagao é a medida macroscopica da rotagao de um fluido. Esté é definida como

Utilizando o Teorema de Stokes

(gﬁé-df:/ vm?-wf),

podemos escrever a circulagao em termos da vorticidade como

Para este caso, a circulagao é constante.

I'= §£U~ dl’ = constante.

3.6 Fluxos

3.6.1 Fluxo de Energia

28

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.5)

(3.5.6)

A Energia pode ser escrita como uma soma das energias cinética e molecular. Logo, podemos

escrever

E=FE.+ E;,
estas energias sao dadas por
1
E.= Zmu?
2
E; = me,

em que m é a massa, U ¢ o vetor velocidade e ¢ é a energia interna por unidade de massa. Logo,

ficamos com
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1
E = imv2 + me.

Podemos escrever a densidade de energia e = E/V, como

L 2y
€ = —pU E
5P P

A variagao da energia no tempo é dada por

Oe 0 [1
2

- = — 2
ar ot \ 2" +p€)

ou

de 0 (1
ot ot

0
Zo? el
2pv)+ t(ps).

e Para a primeira derivada: % (%pvQ), temos

0 (1 ,\ 1,0p . OF
at<2pv)_2v ot TP o

Utilizamos a equacio da continuidade equagio (3.1.3), a de Euler (3.4.6) (desprezando a forga f),
temos

O (1 N 1., I
8t<2p“)__2”V'(Pv)—v-VP—pv~(v-V)v, (3.6.1)

o termo ¥+ (¥- V) ¥ pode ser escrito como

v (0-V)T= -7 Vol (3.6.2)

Utilizando relagéo termodinamica [15, 16]:
dh =Tds+ (1/p)dP,

em que h, s e T sao respectivamente, entalpia por unidade de massa e entropia por unidade de massa

e temperatura. Assim, podemos escrever

VP = pVh—-TpVs. (3.6.3)

Substituindo as equagoes (3.6.3) e (3.6.2) em (3.6.1), obtemos

9 (1 , 1y o (1, }
Z(z S . _ - - T7 - Vs. 6.4
Er <2pv) QUV (p¥) — pU V(2U +h|)+pTv-Vs (3.6.4)
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e Para a segunda derivada: % (pe)

Podemos escrever esta derivada como

0 Ok Op
e (pe) = '05 + 55.

Utilizando a relacdo termodinamica[l5, 16]:

de = Tds — Pdv.

30

(3.6.5)

(3.6.6)

em que v é volume por unidade de massa. Podemos escrever o volume por unidade de massa como

Logo, a equagdo (3.6.6) se torna

de =Tds — Pd <1> =Tds + %dp.
p p

Introduzindo a entalpia por unidade de massa h, temos:

P
h=e+ — =¢e+ Pv.
p
Substituindo as equagoes (3.6.8) e (3.6.7) em (3.6.5), obtemos

0 . 0p Js
E(”)_hat +pT

ot’
Considerando um sistema adiabatico

ds
=0
dt ’

(3.6.7)

(3.6.8)

(3.6.9)

que pode ser reescrito utilizando o operador derivada material (ver apéndice A) da seguinte forma

0
8;; +7-Vs=0
ou
0
a—i =—7-Vs.
E pela equacao da continuidade (3.1.3), temos
dp
v (D).
o (pV)

Substituindo as equagdes (3.6.11) e (3.6.10) em (3.6.9), obtemos

% (pe) = =hV - (p¥) — pTU - Vs.

(3.6.10)

(3.6.11)

(3.6.12)
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Somando as equagbes (3.6.4) e (3.6.12), obtem-se:

0

Simplificando,

a1+ B
o \a? Tre) =

Integrando os dois lados em um certo volume V,

8t///<pv +pa>dV— |/ [ <v+h)]d

Aplicando o teorema da divergéncia:

) s

A expressao contida na integral de area:

1
pl_f (21)2 + h) y

é chamado de vetor densidade de fluxo de energia.

3.6.2 Fluxo de Momentum

Partindo da equagao do momento linear

dividindo pelo volume e fazendo a taxa de variagao temporal desta quantidade. Temos:

0

ot (pvi) =

Di

e

1 1
at( pv +p5>:—2v2V-(p) U - V(U +h>—hV~(p17).

()]

= Mus,

0v;

Op
ot’

Podemos escrever a equagdo da continuidade (3.1.3) da seguinte forma

9(pv;)

op
ot

(9$j

)

e a equacdo de Euler (3.3.6) na seguinte forma (desprezando a forca f):

Substituindo as equagoes (3.6.16) e

d(pv;)
ot

81)2-

ot
(3.6.15) em

8’01'

= _pvjax, —
J

—Us _
J
61‘]‘

8’01’

dp
8:10,»

1 dp

p O’
(3.6.14), obtemos:

2 (pv;)

—;
8$j ’
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(3.6.13)

(3.6.14)

(3.6.15)

(3.6.16)

(3.6.17)



CAPITULO 3. HIDRODINAMICA CLASSICA

Rearranjando alguns termos, temos

d(puy) Op O (pvvy)

5'15 o _3xi 8xj

Escrevendo

Jp dp

A Y
8$i J ax]-
Temos

ot oz’

o tensor II;; o chamado tensor densidade de fluxo de momento que ¢ dado por

;= pdij + pusuy,
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(3.6.18)

(3.6.19)

(3.6.20)

(3.6.21)

Este caso é valido para fluidos perfeitos, para o caso de fluidos reais o tensor densidade de fluxo de

momento recebe o decréscimo do tensor das tensoes viscoso,

ij = pdij + pusu; — dij,

o tensor d;; também pode ser escrito como:

dij = Tyj+pdiy,

substituindo a equagao (3.6.23) na equacgao (3.6.22), ficamos com:

Hij = puU;u; — T”

(3.6.22)

(3.6.23)

(3.6.24)



Capitulo 4

Hidrodinamica Relativistica

Uma descricao relativistica da hidrodindmica é necessaria em situacgoes onde a velocidade local do
fluxo esté perto da velocidade da luz no vacuo (c). No caso mais simples assume-se um fluido perfeito.
Ultimamente tem-se estudado fluidos relativisticos com viscosidade, porém, a aproximagao de fluidos

perfeitos é considerada satisfatoria em alguns casos.

4.1 Fluido Perfeito

Fluidos perfeitos podem ser completamente caracterizados pelas suas densidade de energia, €, e
pressao isotropica, P [18]. Neste caso podemos desprezar fenémenos como: tensoes de cisalhamento,
viscosidade ou conducao de calor. Sera apresentada um breve discusao sobre fluidos relativisticos reais,

porém, sem aprofundar muito no assunto, devido a dificuldade encontrada neste estudo.

4.2 Velocidade no Fluido Relativistico

A 4-velocidade u* de um fluido ou elemento de fluido é definida como [17, 18, 19, 20, 21]:

ut =~(1, ), (4.2.1)

_1
onde vy = (1 — 172) 2 considerando unidades naturais (¢ = 1), é o fator gama de Lorentz.

A condigao de normalizagao é dada por:

uru, = (u)? — @ = 1. (4.2.2)

A velocidade do fluido é uma funcao de (¢, x,y, z), assim como sdo as quantidades termodindmicas

€, P e n. A velocidade do fluido, como no caso classico, também é representada por um campo.

33
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4.3 Leis de Conservacao

No estudo da hidrodindmica relativistica algumas leis de conservagao sao muito importantes: a lei
conservagao de cargas generalizadas, a lei conservagao de energia-momentum, a lei de conservacao de

entropia, entre outras. A seguir apresentamos estas leis.
4.3.1 Conservagao de Corrente de Cargas Generalizadas
Conhecendo uma fungéo de distribuicao [18] f(x,p), podemos calcular varias quantidades ma-

croscopicas importantes. Em particular, a densidade de particulas (n°) e a sua 3—vetor corrente de

particulas (77), dadas pelas expressoes:

n’(z) = /dgpf(x,p), (4.3.1)

ii(z) = /d?’pp%f(w,p), (4.3.2)

em que p é o vetor momento linear.
Podemos notar que a medida de integracio d®p/p® = d®p/E & invariante de Lorentz. Esta propri-
edade é vista ao realizar a transformacao de Lorentz com a velocidade v, por exemplo, ao longo do

eixo-x. Neste caso, aplicam-se as seguintes regras de transformacao:

E' =~(E — pyv), ph =v(pa — Ev),

/ /
py =Py, P, = Dz-
Podemos escrever:
/

=V E
d’p’ = dpldpydp. =~ (1 - pE ) dpydpydp: = 5 d°p. (4.3.3)

Logo, concluimos que:
d3p _ dgp/
E B

Utilizando a equagao (4.3.4) e as propriedades das transformadas de Lorentz para um volume d*z,

(4.3.4)

podemos verificar que o volume do espaco em fase d®p d>z ¢ invariante de Lorentz. Entdo temos que a
funcao distribuigao no espago de fase f(x,p) é um escalar de Lorentz. Com essas propriedades podemos

entdo escrever um 4-vetor corrente de cargas generalizadas (j#), dado por:

3

. . d
= (n(x), i(x)) = / I fap) (4.3.5)

Que também pode ser escrita como:

J* = nut (4.3.6)
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A partir disto, podemos fazer um analogo a lei de conservagao de massa da hidrodinamica cléssica
equagao (3.1.3), e assim podemos chegar a lei de conservagao de cargas generalizadas. Relembrando a

equagao (3.1.3):

ap L
EJrV-(pv)—O

O = «, e substituimos a densidade p por nu®, temos:

Podemos escrever 4 = yv' e u

do(nul) + V - (nuojo) =0,

o(nu®) — 91 (nu') — By (nu?) — d5(nu) = 0.
Colocando os termos espaciais juntos temos:
do(nu?) — 9j(nu?) = 0.
Juntando os termos espaciais e temporal chegamos a expressao:
Op(nut) = 0.
Logo, a lei de conservagao de corrente de cargas generalizadas é dada pela expressao:

8," = 0. (4.3.7)

Esta lei de conservagao é valida para ntimero baridnico, entre outras cargas conservadas.

4.3.2 Conservacao de Energia-Momentum

Podemos escrever, de forma similar ao de j#, um tensor energia-momentum (T#”). A forma deste
tensor varia com as propriedades dos fluidos. Sua forma explicita para fluidos perfeitos e reais seréa

demonstrada posteriormente na secgao (4.4). Podemos escrever entao:

d3
() = [ Ry ),

Assim como no caso da conservacao de cargas generalizadas a lei de conservagao de energia-

momentum é dada por:

8, TH = 0. (4.3.8)

Esta demonstragao esté presente no apéndice F.
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4.3.3 Conservacao de Entropia

De modo anélogo & lei de conservagao de cargas generalizadas e & lei de conservagao de energia-

momentum, temos uma lei de conservagao de entropia, que é dada pela seguinte expressao:

Oy (sut) =0

em que s é a densidade de entropia. Logo podemos escrever S* = su’. Entao temos

9,5" =0, (4.3.9)

em que S* é a corrente de densidade de entropia. Esta demonstracio esta presente no apéndice G.

4.4 Tensor Energia-Momentum

O tensor energia-momentum de um sistema descreve a densidade e o fluxo de energia e momentum

no espago-tempo. De acordo com as equagoes de consevacao (4.3.7) e (4.3.8)

95" =0

9, T =0,

cada valor de v corresponde a um componente do 4—momentum e cada valor de g é um componente
da 4—corrente associada [21, 30], sendo uma equagao para a conservagao de energia, trés equagoes para
o 3—momentum e N equagdes para as cargas generalizadas.

Podemos escrever de modo mais especifico:
1. T & a densidade de energia;
2. TY% ¢ a densidade da j-ésima componente do momentum, em que j = 1,2, 3;

3. T% & o fluxo de energia ao longo do eixo i; e

4. TY é o fluxo ao longo do eixo i do j—ésima componente do momentum;

Assim, exitem 4 + N equagoes para 10 + N variaveis independentes, onde temos 10 componentes
independentes para o tensor energia-momentum e 4 componentes independentes da 4—corrente, para
N cargas generalizadas. Vemos que o sistema de equagoes da hidrodindmica é um sistema que nao é
fechado e, a principio, nao pode ser resolvido por completo. Logo, é necessario de hipoteses adicionais
[17, 18, 20, 21]. Neste trabalho sera utilizada apenas a simplificacdo de fluido perfeito e como dito

anteriormente uma breve discusao sobre fluidos reias.
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4.4.1 Fluidos Perfeitos

Podemos descrever um tensor de energia-momentum para um fluido perfeito relativistico. No
referencial de repouso nao temos fluxo de energia, nem densidade de momentum. Entdo podemos
escrever o tensor energia-momentum num referencial de repouso apenas com sua diagonal principal,

em que os valor sao descritos por:

=T, (4.4.1)

1 1z
P= > o, (4.4.2)

K3
em que € é a densidade de energia local e P é a pressao local.
Entao podemos escrever o tensor energia-momentum na sua forma matricial no referencial de

repouso (T‘(*OV)) como:

(4.4.3)

o O O

(t) =

o o o a
o o Ny o
o g o o

P

A componente da forga sobre um elemento de area dA ¢ dada por T*dA;. No referencial de repouso
podemos escrever T¥dA; = P§dA; = PdA".
Podemos escrever o tensor energia-momentum em um referencial qualquer, aplicando uma trans-

formagao de Lorentz

THY — A1 AgT?Of; 7 (4.4.4)

em que A é a matriz de transformacao de Lorentz.
A 4—velocidade do fluido também pode ser escrita atraves destas matrizes de transformacao de

Lorentz como

u# = Aﬁul(lo).

Logo, podemos escrever esta equacao em termos das suas componentes espaciais e temporais

wt = Aju® + Alu’ =AY (4.4.5)
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Podemos também, fazer esta transformacao no tensor métrico, que no espago de Minkowski[22] ele

é dado por:
1 0 0 0
0 -1 0 0
frng 24 frng
() = (9") 0 0 -1 o0
0 0 0 -1
Aplicando a transformacao, temos:
9" = NiASg, (4.4.6)

Abrindo as componentes espaciais e temporais
[ 2 v 00 v 1
g = ASAOQ(O) + A?Ajg(é)v
temos
g = AJAG — AfAj’fdij.
Temos entao
Aé‘Ag‘dij = AjAG — g™ (4.4.7)
Por fim, abrindo a equagao (4.4.4) em componentes espaciais e temporais,
v _ v00 vrij
TH = AGAGT gy + A A T({])’
e utilizando (4.4.1) e (4.4.5), temos que:
TH = e + AFAYTE .
Sabendo que T% = P§¥, entdo
T = utue + AfA;(SijP.
Usando a equagao (4.4.7) e (4.4.5), obtemos

T = (e + P) ufu” — g"" P. (4.4.8)

Este é o tensor energia-momentum para fluidos perfeitos relativisticos.
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4.4.2 Fluidos Reais

O caso de fluidos relativisticos reais é considerado importante para casos onde a viscosidade nao
pode ser considerada desprezivel. Este é objeto de frequente pesquisa atualmente. Se para o caso
de fluidos perfeitos ja é encontrada uma certa dificuldade, para o caso de fluidos reais, este estudo é
bem mais complexo. Ja existem programas com métodos numéricos para a resolucao deste problema.
Porém, esta é s6 uma breve introdugao ao assunto devido ao fato deste trabalho ser baseado em fluidos
relativisticos perfeitos.

Para o caso de fluidos reais o tensor de energia-momentum é dado da seguinte forma:

T = eutu” — (P +II) AM + i, (4.4.9)

e a corrente de cargas generalizada é dada pela expressao

gt =nut +VH, (4.4.10)

em que II é a viscosidade volumétrica, 7" é o tensor viscosidade de cisalhamento, V# sao as correntes
de difusdo de cargas e o projetor espacial é A*Y = gl — yHyuY .

Estas viscosidades podem ser escritas para o analogo a Navier-Stokes.

Mys = —£Dpu’, (4.4.11)

2
Ths = (AR + A zul) — SCAM D zu (44.12)

Estes valores £ e ( sao, respectivamente, os coeficientes de viscosidade volumétrica e viscosidade
de cisalhamento. Porém, estas equagoes violam o principio da causalidade e portanto, ainda sao feitas
corregoes para conseguir implementar a viscosidade na hidrodinédmica relativistica. Como podemos
ver, pela complexibilidade do assunto, este trabalho seguird apenas para fluidos perfeitos. Um estudo
mais detalhado podera ser abordado em uma futura pés-graduagao.

Para mais informagoes consultar as referéncias [23, 24, 25].

4.5 Equacoes de Movimento

Para o estudo da hidrodindmica relativistica, assim como na hidrodindmica classica, precisamos
de equagoes de movimento. Para descrever o movimento do fluido, para o caso relativistico, temos
o analogo a equacao de Euler e de Bernoulli, porém no caso de Navier-Stokes, temos problemas na
causalidade. A solucdo deste problema vem sido muito estudada ultimamente, quando aplicamos a
viscosidade ao tensor de energia-momentum, e sao necessarias corregoes para que cheguemos a uma

equacgao analoga a Navier-Stokes.
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4.5.1 Equagao de Euler Relativistica

Para derivarmos & equagao de Euler, assim como no caso classico, consideramos um fluido perfeito.

O tensor de energia-momentum para fluidos perfeitos é dado pela equagao (4.4.8):

T = (e + P)u*u” — g"" P.

Utilizando a lei de conservagao de energia-momentum, d,T#" = 0, temos:

Oy [(e + P)u'u” — g"" P} =0

Ou [(e + P)uru”] — ¢*”0,P =0

(e + P)uto,u” + u” 0, [(e + P)u'] — g"" 0, P = 0.

Passando o indice v para baixo, temos:

(e + P)u"0,uy + 1,0, [(e + P)ut] — gh0,P = 0.

Ficamos, entao, com

(e + P)u"0,u, + u, 0, [(e + P)u] — 0, P = 0.

Podemos rearranjar esta equacao da seguinte forma:

(e + P)u"0,u, = 0, P — 1,0, [(e + P)u],

Abrindo a derivada do lado direito da equagao, temos:

(e + P)ut0,u, = 0, P — uyu0,(e + P) — uy (e + P)0,ut

(e + P)ut0,u, = 0, P — u,ut0pe — u,ut0, P — u, (e + P)O,ut.

Logo, chegamos a expressao:

(e + P)utd,u, = 0, P — u,ut0, P — u, [u"0 e+ (e + P)O,ut]. (4.5.1)

Agora, utilizando novamente a lei de conservacao de energia-momentum:

9, T =0,

e contraindo com u,, obtemos que:

u, 0, TH =0,
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Entao,

u, 0y [(e + P)uru” — g" P] =0
u, 0, [(€ + P)uru”] — u,g*’9,P =0
u, 0, [(e + P)utu”] —utd,P =0

(e + P) u"u, O, ut + u,u”0y, [(e + P)u”] —ut0,P =0

=1

(e+ P)o,u* + u’u, 0, (e + P) + (e + P)uy,u”O v’ — u#0,P =0
=1

S6 que u, Oy u” = %(% (uyu”) = 0. Entao

(e + P)o,u + u0 e + w0, P — ut0, P = 0.

Desta expressao obtemos que:

(e+ P)o,u" + ut0,e=0. (4.5.2)

Substituindo (4.5.2) em (4.5.1), ficamos com:

(e + P)u"d,u, = 0, P — u,u"0, P (4.5.3)
e Abrindo esta equagdo em termos das coordenadas espaciais temos, v = i:

(e + P)u'0,u; = 0; P — uu"0, P

Elevando os indices 4, ficamos com:

—(e + P)utd,u’ = 0; P + u'u"0, P

Sabendo que u’ = u% temos, entdo, para as coordenadas espaciais:

—(e+ P)u9, (u’v') = O;P + u’v'u"0, P (4.5.4)



CAPITULO 4. HIDRODINAMICA RELATIVISTICA 42

e Em termos da coordenada temporal, temos, v = O:

(e + P)utd,ug = 0o P — wou*o, P

Elevando os indices 0, ficamos com:

(e + P)u9,u’ = 9o P — u’u"9, P (4.5.5)

Utilizando (4.5.4) e (4.5.5), temos:
—(e+ P)u"0, (u’v’) = 0;P + u’v'ut9, P
—(e + P)uv'9,u° — (e + P)utu’09,0" = 0; P + uv'u0, P
—0" (0P — uut9, P) — (e + P)utd,v" = 0; P + uv'u"0, P
—0"9y P + v'uut9, P — (e + P)u'd,v" = 8; P + u’v'u"9, P
—0' 9P — (e + P)u”@uvi =0,P

u o't = —

(6 n P) (8,P + Uiaop) .

Expandindo a soma em p, temos:

uPuldyvt + ujuoajvz = —m (@»P + v‘(’)OP) .

Sendo v’/ = 1u%7, ficamos com:

1

0,99 JuOul0 0t = — ——
u-u Opv” + viu u0;v ( P)

(0;P +v' 0o P)

1

Y PO
(Dov” + v79;0") CF P)uiad

(0;P +v'0oP), (4.5.6)

Como, u? = = \/ﬁ7 podemos reescrever esta equagao da forma:

o . (1-0?) op

E esta é a equacao de Euler relativistica.
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4.5.2 Equagao de Bernoulli Relativistica

Assim como no caso de Euler, temos o analogo & equacdo de Bernoulli para fluidos relativisti-
cos. Para chegar a esta expressao, devemos fazer algumas consideragoes a respeito da termodinamica
envolvida.

A partir da relagao termodinamica

dw = Tds + dP,

onde w = (e + P) é a densidade de entalpia, T a temperatura, P a pressdo e s é a densidade de
entropia.

Considerando que a densidade de entropia é constante, ou seja, s = constante, temos

dw = dP.
Podemos escrever
dyw = 0,P. (4.5.7)
Partindo da equagdo (4.5.3), temos:
(e + P)ut0,u, + u,ut0,P = 0, P, (4.5.8)
Podemos escrever:
w0, [(e + P)u,] = (e + P)u"Ouuy + uy,ut0, P (4.5.9)

Comparando as equagoes (4.5.9) e (4.5.8), obtemos:

u'0, [(e+ P)u,| = 0, P.
Utilizando (4.5.7) e a definigdo de entalpia especifica, temos
ud, [(e+ P)u,] =0, (e+ P). (4.5.10)
Abrindo equacgao (4.5.10) em componentes espaciais e temporais, temos:
u’dp [(e + P) u,] + u’v'0; [(e + P)u,] — 8, (e + P) = 0.
Sabendo que u, = —yv7 e u’ = 7, temos
Y90 [y (e + P)v!] + y'0; [y (e+ P)v'] + 9, (e + P) =0,

que pode ainda ser escrita como:

v% [Y(e+P)v]+~(0-V)[y(e+ P)v]+ V (e+ P)=0. (4.5.11)
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Utilizando a propriedade vetorial

i x (va) V(@-b) - (@- V)b,

podemos escrever o segundo termo da equagdo (4.5.11) da seguinte forma:

Y (T-V) [y (e+ P) T = yV((e + P)y0?) — 7T x (V x v (e + P) 7). (4.5.12)
Substituindo a equagéo (4.5.12) em (4.5.11), temos

fy% [v(e+ P) ] + V(e + P)y?®) + V (e + P) = v x (V x v (e + P) ¥). (4.5.13)

Pela regra do produto o segundo termo da equagdo (4.5.13), é dado por:

YV((e + P)yv?) = v*v*V (e + P) + v (e + P) V (v?) .
Entao, temos
0
Vg [ (€ + P) 7] +7°0*V (e4+ P)+v(e+ P)V (v0*) + V(e+ P) =75 x (V x v (e + P) 7). (4.5.14)
S6 que y?v? = 42 — 1, logo
V?V (e + P) + V (e + P) =V (e + P),

entdo, a expressao (4.5.14) é dada por

7% [v(e+ P) & +7*V (e+ P) + v (e + P)V (y0?) =47 x (V x vy (e + P) ). (4.5.15)

O segundo termo da equagao (4.5.15) pode ser reescrito da seguinte forma:
1
Y2V (e+ P) =9V (y(e +P)) —v(e+ P)Vy =~V (y(e+ P)) — 5 (€+P) V42 (4.5.16)

Sustituindo a equagao (4.5.16) em (4.5.15), temos

'y% [y (e+ P) 7] +'yV(7(e+P))—%(e—l—P)V’yQ—F’y(e—&-P)V(va) =47 x (VX v (e+ P)7).
(4.5.17)

Podemos escrever,

v(e+ P)V (y0?) = % (e+P)V (v*0?).

Logo, a equagao (4.5.17) pode ser escrita como:

7%[7(6+P)17]+7V[7(6+P)]—%(e—FP)V (7202—72) =47 x (V x vy (e+ P)7).
—_———
-1

Por fim, obtemos

%h(e—i—P)ﬁ']—l—V[’y(e—&-P)]:ﬁx(Vx'y(e—i-P)U).
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Considerando um escoamento estacionario e também que as quantidades € e P independem do

tempo, temos

ot
Logo,

9 e+ P =0

Viy(e+P)]=9x (Vx~vy(e+ P)7).

Multiplicando por ¥, obtemos a condigao:

- V[y(le+P)]=7-

@ % (V x 7 (e + P)7)] = 0.

Para que esta expressao seja valida, temos que

v (e + P) = constante.

Esta é a equagao de Bernoulli relativistica.

4.6 Comparando os Casos, Classico e Relativistico

(4.5.18)

’ Hidrodinamica Cléassica

Hidrodinamica Relativistica

|

Lei de Conservagao de Massa

)
V- (pt) + 3 =0

Lei de Conservagao de Cargas Generalizadas

5" =0

|
|

Tensor das Tensoes (fluidos perfeitos)

Ty = —P6;

Tensor de Energia-momentum (fluidos perfeitos) |

T = (e + P)utu” — g**P

Tensor das Tensoes (fluidos reais)

Tij = —Péw + Tij + )\%(52]

Tensor de Energia-momentum (fluidos reais)

TH = eutu” — (P +II) AW + ghv

|
|

Equacao de Euler

v _f _

T Vp

Equagao de Euler

ar — U= (gp y gop)
at (e+P) ot

Equacgao de Bernoulli

%vz + % — U = constante

Equagao de Bernoulli

v (e + P) = constante

Equagao de Navier-Stokes

s _¢_Vp 22
dt—f p—|—VVv

Equacao de Navier-Stokes

Ainda nao foi estudada




Capitulo 5

Aplicacao em Colisao

Ultrarrelativisticas de Ions pesados

Uma das possiveis ferramentas para estudar o sistema complexo das colisdes nucleares ultrarre-
lativisticas é o modelo hidrodindmico. A aplicacao deste modelo estéd fundamentada na hipdtese de
que este sistema atingira, rapidamente, um estado de equilibrio termodindmico local e também no
fato de que em uma colisao nuclear relativistica um grande ntimero de particulas é gerado. O uso da
hidrodinamica fornece uma boa descrigao para algumas quantidades observaveis tais como distribuicao

de momento transversal, rapidez, entre outras.

5.1 Cromodindmica Quéantica (QCD)

A forca forte é responsavel pela estrutura dos ntcleos atémicos. E a forca de maior intensidade
conhecida. Ela consegue manter os nucleons (protons e néutrons) ligados, apesar da forte repulsao
coulombiana entre préotons. Nucleons sdo uma amostra de um grupo maior de férmions, os béarions,
que por sua vez sao contituidos de trés particulas fundamentais os quarks. Além dos béarions, existe
também outro grupo de particulas composta por quarks, os mésons, que sao constituidos por um par
quark-antiquark. Barions e mésons sao conhecidos coletivamente como hédrons.

A cromodindmica quantica (QCD) é a teoria fisica que descreve as iteragoes fortes, ou seja, a
iteragdo entre quarks via um campo de gliaons. A iteragdo forte juntamente com a iteragdo fraca e
a eletromagnética formam o chamado modelo padrao. De acordo com a QCD, abaixo de densidades
de energia de 1 GeV/fm2, os quarks estao sempre confinados em hadrons. Quando dois quarks sdo
separados no espago o potencial entre eles aumenta com a distancia (em certas distancias, quando a
energia é muito grande, é possivel a criagao de um par quark-antiquark e assim a formagao de outros
hadrons). Sob certas condigoes de altas densidades e temperaturas (acerca de 170 MeV) é possivel
observar uma transigdo entre a matéria ordinaria (composta por hadrons) para um plasma de quarks

e gluons (QGP) (figura 5.1), em que quarks e gluons estao desconfinados (figura 5.2) [21, 27, 28, 30].

46
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Figura 5.1 - Diagrama da temperatura versus densidade bariénica, mostrando a fase de hadrons, a
fase de plasma de quaks e glions, a transi¢ao entre elas e a area de atuagao do LHC e RHIC. Imagem

retirada do Brookhaven National Laboratory

Figura 5.2 - Comparagio entre uma colegdo de nucleons na fase hadronica (acima) e na descrigao do
QGP (abaixo).
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Este plasma pode ser criado em laboratério através de colisoes ultrarrelativisticas de nucleos pe-
sados. Estas colisoes vem sendo estudada frequentemente nos grandes aceleradores de particulas.
destacando-se, o Large Hadrons Collider (LHC), figura (5.3), no CERN e o Relativistic Heavy Ion
Collider (RHIC), figura (5.4), no Broovkhaven National Laboratory.

}PHENIX

i

LINAC
-

e

Figura 5.4 - Imagem do acelerador RHIC, imagem retirada do Broovkhaven National Laboratory.
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5.2 Colisées Ultrarrelativisticas de fons Pesados

Colisoes de fons pesados ultrarrelativisticos possibilitam o estudo do comportamento da matéria
sob condigoes extremas de pressao e temperatura. Nestas condi¢oes é possivel observar uma transicao

entre a matéria ordinaria (composta por hadrons) para um plasma de quarks e gluons (QGP).

5.2.1 Participantes, Espectadores, Parametro de Impacto e Centralidade

Em colisoes ultrarrelativisticas de fons pesados, a energia do niicleo no centro de massa é muito
maior do que a massa nucleon. Em tais energias muito elevadas, conceitos geométricos simples sao fre-
quentemente utilizados. Por exemplo, existem participantes e espectadores, conforme a figura (5.5)[18].
Participantes sao nucleons da regiao do niicleo que colide com o outro nicleo. Espectadores sao nu-
cleons da regido onde nado ocorre a colisdo. A separagado entre os centros dos nucleos é chamada de

parametro de impacto (b).

speclalors

participants

*
od

participants

spectators

Figura 5.5 - Colisao nao central de dois nuicleos pesados. Espectadores na regiao clara e

participantes na regido escura. O parametro de impacto (b), é mostrado na figura. Retirada da

referéncia [18].

As classes de centralidade da colisao sao definidas a partir da relagdo entre o nimero de particulas
que participam da colis@o e o pardmetro de impacto. Assim o nimero de nucleons participantes Npqr+
e o numero de nucleons espectadores N.s, dependem do parametro b. Em altas energias, as classes de
centralidades sao dados em termos de percentuais, ou seja, quanto maior o percentual, mais periférica
serd a colisdo e quanto menor o percentual, mais central sera a colisdo. Sendo assim, as colisoes sdo
classificadas como centrais, semi-centrais, periféricas e semi-periféricas. Por exemplo figura (5.6), que
mostra distribuigdo de particulas carregadas em funcao da pseudo-rapidez (maiores informagoes na

sec¢ao (5.5) deste capitulo) para diversas centralidades.
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Figura 5.6 - Distribuicao de particulas carregadas em funcao da pseudo-rapidez para varias de
centralidades. Colaboracdo PHOBOS. Retirada da reférencia [18].
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5.2.2 Representagio Pictorica de uma Colisao de Ions Pesados
Relativisticos

Podemos representar uma colisao ultrarrelativistica de fons pesados, conforme a figura 5.7. Des-

crevemos esta colisao da seguinte forma:

e Na cena (a), os nicleos sdo achatados e aparentam discos finos, devido a contrac¢ao de Lorentz,

emt=0ez =0 ¢o instante em que ocorre a colisao.

e Na cena (b), ocorre a colisdo e o sistema entra em estado de pré-termalizagdo até atingir seu

equilibrio e formar o QGP.
e Na cena (c), é formado o QGP e o modelo hidrodinamico pode ser aplicado.

e Na cena (d), conforme o sistema expande e resfria-se, os quarks e gliions comegam a se agrupar
em hadrons novamente, temos entdo a fase mista, que ocorre quando temos QGP e hadrons na

mesma fase
e Na cena (e) é a fase hadronica onde ja ndo ha mais QGP, somente gas de hadrons.

e Por fim o livre caminho médio das particulas fica da ordem das dimensoes do sistema, e a hipotese
do equilibrio local deixa de valer. As particulas hadronicas enfim se desacoplam e passam a viajar

livremente para o detector.

Figura 5.7 - Representagao pictérica de uma colisao central.

Podemos, ainda, descrever cada cena citada acima em um diagrama espago-tempo. Que é repre-

sentado pela figura 5.8.
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pré-termalizagao

¥

nicleo niucleo
(projétil) (alvo)

Figura 5.8 - Diagrama espago-tempo de uma colisdo central. Retirada da referéncia [21].

5.3 Condigoes Iniciais

Um dos ingredientes para resolver as equagoes da hidrodindmica sao as condicoes iniciais.
As condigoes iniciais para as equagoes da hidrodindmica sao dadas pelo tensor energia-momentum no
referencial de laboratorio, pela quadri-velocidade do fluido e pelas densidades de cargas conservadas
(por exemplo, densidade de energia, densidade barionica, densidade de estranheza, entre outros.).

As diversas condigoes iniciais podem ser agrupadas em dois tipos: suaves e evento-por-evento. Nas

figuras (5.9) e (5.10), temos a comparacao entre estes dois tipos de condigdes iniciais.

e Condigao suave: Neste caso as densidades de energia e distribui¢ao de velocidade correspondem
a uma meédia estatistica sobre varios eventos flutuantes. Esse processo elimina eventuais nao

homogeneidades nas configuragoes iniciais, que nao sao refletidas nas observéveis.

e Condigao evento-por-evento: Neste caso resolve-se a hidrodindmica e calcula-se as observaveis,
para cada evento. Somente depois faz-se uma média estatistica das observaveis para se comprar

com os dados experimentais.
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Figura 5.9 - Densidade de energia, em GeV/fm3, no plano de rapidez média. A esquerda, temos um

anico evento e a direita, uma média de 30 eventos. Retirada da reférencia [30].
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Figura 5.10 - Representacao tridimensional das mesmas condigdes iniciais mostrada na figura 5.7,
na regiao central de rapidez. O eixo vertical representa a densidade de energia em GeV /fm3.

Retirada da reférencia [30].

Verificou-se [30] que a inclus@o de condigbes iniciais evento-por-evento tem sido fundamentais para

explicar os resultados experimentais.
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5.4 Desacoplamento

O desacoplamento ou freeze-out é a trasicao da matéria de um estado de equilibrio termodinédmico
com uma pressao finita, para um estado onde as particulas fluem livremente sem pressao.

Dadas as condigdes iniciais, a hidrodinamica descreve a evolugdo temporal do sistema. Com o passar
do tempo o fluido formado em uma colisao torna-se mais frio e diluido, a densidade das particulas vai
diminuindo e seu livre caminho médio vai aumentando até se tornar da ordem das dimensoes do sistema.
Neste ponto a descrigao hidrodindmica nao pode mais ser aplicada e entao o sistema desacopla.

Nos anos de 1970 Cooper e Frye [31]| propuseram uma aproximacgao para descrever esse desacopla-

mento baseada nas seguintes hipdteses:

e A espessura de uma hipersuperficie o (superficie de freeze-out) é admitida infinitesimal.
e O desacoplamento das particulas que passam pela superficie é instantaneo.

e Nao ocorrem interacoes entre particulas apds o desacoplamento.

Levando-se em conta essas hipoteses e também a hipbétese que define uma temperatura critica de
desacoplamento, ou temperatura de freeze-out (Tro), pode-se calcular o numero total de particulas

atravessando um pequeno elemento de superficie de freeze-out do

» d°’p
dN:dO'M]/ :/fpdapfo(p7x)a

em que j* é a 4-corrente de particulas, p* o 4-momento e fy uma distribuigao de equilibrio. Podemos
ver que do-pfo(p, x) € o espectro invariante de particulas que atravessa o elemento de superficie. Entao,

se integrarmos este termo sobre toda a superficie o, o espectro total sera:

aN

E
d3p

= /da -pfo(p, x). (5.4.1)

Esta que é a chamada férmula de Cooper-Frye[31], utilizada nos codigos hidrodinAmicos. Estas
informacoes nos permitem realizar o calculo de observaveis e compara-los aos dados experimentais.

Podemos escrever o espectro invariante de particulas como

dN dN

—_— 5.4.2
&5~ E dpadpydp. (54.2)

Podemos escrever d°p = dp,d*pr = Eprdydprdg, em que ¢ = arctan (%) e pr é o momento

tranverso. Logo da equagao (5.4.2), temos

dN _ dN
dp prdydprde’

Logo, podemos separar o espectro invariante de particulas em (%)(distribuigéo de rapidez),

(pfé\; T)(distribui(;éo de momento transverso) e (%) (distribui¢do azimutal). Em que estes sdo al-

gums observaveis das colisoes.
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5.5 Observaveis

Observavel ¢ uma propriedade do sistema que é medida experimentalmente. Aqui serdao apresen-
tados algums exemplos de observaveis nas colisoes ultrarrelativisticas de fons pesados, que podem ser

estudados utilizando o modelo hidrodindmico.

5.5.1 Distribuicao de Momentum Transversal ou Distribuicao de Massa
Transversal

Distribuicao de Momentum Transversal

Um dos observaveis do complexo sistema das colisdes de ions pesados ultrarrelativisticos é a distri-

bui¢ao de momentum tranversal (p% ;}TI\;). Esta distribuigao traz informagao sobre o desacoplamento
térmico do sistema. Isto é, quando as particulas deixam de estar em equilibrio térmico [30]. O modelo
hidrodindmico consegue reproduzir as distribui¢goes de momento transverso com boa acuricia. Um
exemplo de distribuicao de momento transverso é representado pela figura 5.11. Em que, como dito

anteriormente, foi utilizado o modelo hidrodindmico para realizar as simulagoes.

Charged Particles; AuAu (130A GeV)
0-5%
10 T T T T T T
@ STAR

— with flucuation
= without fluctuation

T, =128 MeV

Lol

1/p, dN/dp_. (GeV ™)
SN
|

0 1 | 1 | 1 | 1
107 0.5 1 1.5 2
p; (GeV)

Figura 5.11 - Distribui¢ao de momento transversal para um colisao Au+Au, com centralidade de
0-5%. Colaboragao STAR. Retirada da referéncia [30].
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Distribuicao de Massa Transversal

O 4—momento de uma particula é definido como
Pt = 0°,0) = (0%, 0",0°,0°) = (B, D2, 0y, p:) = (E, D).

Considerando o eixo-z na direc@o longitudinal, o vetor pp = (pg,py) é 0 momento transverso da

particula. Podemos escrever o momento em termos das componentes transversais e longitudinais

P = (E,p1,p2),

Ainda, temos que

o 2
pl'py = mg,

em que mo é a massa de repouso. E esta obedece a equagao E = /p? + m?. Logo, podemos definir

uma energia ou massa transversal (mp) para a particula:

— /2 2
mr = P — my.

Esta quantidade é andloga ao momento tranverso. Logo, um dos observaveis do sistema é a distribui-

¢ao de massa transversal (%Tﬂn—NT) Um exemplo de distribui¢ao de massa transversal é representado

pela figura 5.12. neste caso, também é utilizado o modelo hidrodindmico para realizar as simulagoes.
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Transverse-Mass Distributions (Pb+Pb, 17.3A GeV)
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Figura 5.12 - Distribuicao de massa transversal para um colisao Pb+Pb, com centralidade de 0-5%.
Colaboracao NA49. Retirada da referéncia [30].

5.5.2 Distribuicao de Rapidez e Distribuicao de Pseudo-Rapidez
Rapidez (y)

E uma quantidade adimensional definida por

1 E+p.
=1 . 5.1
Y QD(EPZ> (5.5.1)

Esta pode ser tanto positiva quanto negativa. No limite classico a rapidez de uma particula é igual a

velocidade com unidades de (c).

Para este caso um dos observaveis do sistema é a chamada distribuigao de rapidez (%), que
fornece informagao sobre a quantidade de energia depositada pelos nucleons participantes na regiao de
interacdo. Um exemplo de distribui¢ao de rapidez é dado pela figura 5.15. Em que séo feitos simulagoes

utilizando o modelo hidrodinamico.
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Rapidity Distributions (Pb+Pb, 17.3A GeV)
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Figura 5.13 - Distribuigao de rapidez para um colisao Pb+Pb, com centralidade de 0-5%.
Colaboragao NA49. Retirada da referéncia [30]

Pseudo-Rapidez (n)

Para caracterizar a rapidez é necessario medir duas quantidades, sendo elas energia e momen-
tum longitudinal. Entretanto, em muito experimentos é possivel medir apenas o dngulo da particula

detectada relativo ao eixo longitudinal. Neste caso é mais conveniente a pseudo-rapidez 7 :

v ufn(2)]

em que 6 é o dngulo de espalhamento em relagao ao eixo z. Em termos dos momentos a pseudo-rapidez

¢ escrita como

_ L (1P +pe
=3l (ﬂ—pz) (5.5.2)

No caso em que |p] = F, temos que 7 coincide com y.

Assim como na rapidez, a distribuicao de pseudo-rapidez (%) , também fornece informacao sobre
a quantidade de energia depositada pelos nucleons participantes na regiao de interacao. Um exemplo
de distribuigao de pseudo-rapidez é mostrado na figura 5.16. Neste exemplo, as simulagoes também

sao feitas utilizando o modelo hidrodinamico.
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Figura 5.14 - Distribuicao de pseudo-rapidez para um colisdo Au+Au, com centralidade de 0-5%.
Colaboracao PHOBOS. Retirada da referéncia [30].

5.5.3 Fluxo Eliptico

Distribuicao Azimutal

No caso em que o pardmetro de impacto (5) é diferente de zero, conforme a figura (5.17), temos
uma anisotropia espacial. Podemos quantificar a anisotropia no espago de momentos, medindo-se a

distribuicao azimutal % de particulas no plano transverso, em que o dngulo azimultal é dado por

¢ = arctan (%) . Podemos escrever a distribuigao azimutal como uma expansao em série de Fourier:
x

dN
@ o (1—1—22”:11” cos [n((b—go)]) , (5.5.3)

em que os coeficientes v,, sdo os chamados fluxos. O coeficiente (v2) é o fluxo eliptico. O angulo ¢ é

denominado angulo de reagao.
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. 1 Plano Transverso
Participantes

Figura 5.15 - Colisao nao-central, vista do plano transverso xy.

i y “Squeeze out”

Elliptic flow

Figura 5.16 - Colisdo ndo-central, de dois nucles pesados no plano de reagdo xz. Retirada da
referéncia [27].
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O Coeficiente vy

O parametro de fluxo eliptico vo é o segundo coeficiente da expansao, em série de Fourier, da
distribuigao azimutal das particulas. Este esta relacionado com a anisotropia na distribuicao inicial da
matéria. Este parametro depende da geometria da colisao.

Para baixas energias de colisao, o v2 é negativo, pois os espectadores levam um grande tempo para
atravessar a regiao de interagao. E assim as particulas escapam ortogonalmente ao plano de reagao.
Este é o chamado Squeeze-Out, conforme é representado na figura (5.16).

Para altas energias de colisao, que nos interessa, o coeficiente vo é positivo. O sistema formado
possui altissima densidade de energia no centro da reagao, reduzindo-se gradualmente em diregao as
bordas do sistema e seguindo mais rapidamente ao longo do eixo-z do que do eixo-y. Conforme é
representado na figura (5.16).

O coeficiente vy é definido por [29]:

2 2
Vs = (cos [2 (¢ — @)]) = <p“’ py>. (5.5.4)

p3+p;
O resultado de vy pode ser representado em um grafico de vy X pr e compara-16 ao modelo hidro-

dindmico, conforme a figura (5.17).

Vv, 0.2 = =
0.18 — —
0.16 — =
0.14 — ‘ %—+7 =
0.12 — —

0.1° -
0.08 —
0.06 — =
0.04E ® 200 GeV Au+Au (0-50%) —
0.02 : —— Hydrodynamic calculatiorf:
% o5 1 15 2 25 3 85 4

p; (GeVic)

Figura 5.17 - Grafico vy X pr, comparagao entre os dados reais de uma colisao e o célculo da

hidrodinamica. Retirada da referéncia [27]

Estas sao algumas das quantidades observaveis que podemos calcular atraves do uso da hidrodina-

mica.



Capitulo 6

Consideracoes Finais e Perspectivas

Neste trabalho foi feito um estudo sobre a mecanica de fluidos, que esta presente em nosso dia a
dia e pode ser aplicada em diversas areas de estudo no ambito da fisica, sendo um deles a utilizagao do
modelo hidrodindmico para representar as colisoes ultrarrelativisticas de fons pesados. Este modelo
estd baseado na conservagdo de energia, momento e cargas (generalizadas). As maiores vantagens
do modelo hidrodindmico sao a sua simplicidade conceitual e emprego de poucos “ingredientes” para
resolvé-lo, como por exemplo, condicoes iniciais, equagoes de estado e critério de desacoplamento. Po-
rém, as equacoes da hidrodindmica s6 possuem solugoes analiticas em casos muito especiais. Em geral,
utilizam-se métodos numeéricos para resolvé-las. Atualmente tem sido criados programas que descre-
vem estas colisoes nucleares relativisticas utilizando a hidrodindmica, como por exemplo o SPheRIO
(Smoothed Particle hydrodynamics evolution of Relativistic heavy Ion collisions) [29, 30], que utiliza o
método SPH [26] e é valido para fluidos perfeitos. Ha também o vHLLE [25], que utiliza o método de
volumes finitos do tipo Godunov [25, 34|, que é valido tanto para fluidos perfeitos como para fluidos
viscosos. Os resultados destes programas quando comparados aos dados reais tem sido satisfatérios.

As perspectivas futuras, para uma pos-graduagao, seriam: um estudo mais aprofundado da apli-
cacao do modelo hidrodindmico aplicado as colisoes ultrarrelativisticas de fons pesados; um estudo
mais aprofundado sobre as equagoes de estado. O estudo dos efeitos da inclusao da viscosidade e a
comparagao entre os resultados para fluidos perfeitos e viscosos. O intuito é que isto seja feito através

da utilizacao do programa vHLLE.
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Apéndices

7.1 A: Operador Derivada Material

Este operador é formado seguindo uma particula que se move atraves do fluido.Conside uma fungao

f(x1, 22, x3,t), onde z1(t), z2(t), z3(t). Tomando a derivada total de f(x1,x2,x3,t) em relacdo a t,

temos:
df _df | dry 0f | dry Of  dvs Of
dt — dt  dt 9ry  dt Ozs  dt Oxs
Como
dovy _ dr2 _ dws
da - e T g T
Entao
df of of of of
at ot " or T 20m, T Boay
ou
df _of .
%— 816 + v Vf

Entao o operador derivada material é definido como:
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7.2 B: Principio do Equilibrio da Tensao

O principio do equilibrio da tensao relaciona um vetor f(n) com o tensor ?, atuando sobre um plano

com vetor normal n. Podemos escrever este vetor em coordenadas cartesianas, como:

5(1) = €1 T11+€T1o+€3T13 — Forgas por unidade de area atuando sobre uma superficie com normal paralela a x

‘E(g) = €1 T91+€5Tos+€3To3 — Forgas por unidade de area atuando sobre uma superficie com normal paralela a y
5(3) = ¢€1T31+€5T39+€3T33 — Forgas por unidade de area atuando sobre uma superficie com normal paralela a z
Assim o tensor das tensoes pode ser escrito como:
T = [afq) + o) + i)
O vetor de tensao é dado por:
T=T.a
ou
ti = Tij TLj.

Podemos utilizar o teorema da divergéncia e escrever:

y%‘ﬁdAzﬁ‘?-ﬁdA:///v(v-?)dv
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7.3 C: Teorema do Transporte de Reynolds

O Teorema do Transporte de Reynolds (TTR) é uma generalizacdo da regra de Leibnitz para

a diferenciacdo de uma integral em uma dimensdo, quando tanto o integrando como os limites de
integracao variam com o tempo.

% [///V(t)B(:I: (t),t)dv zélggo{é l///‘/(tMt)B(t—i—ét) dV—///V(t)B(t)dV } (7.3.1)

A figura 7.1 mostra um certo volume nos tempos t e t + dt, vemos ao se mover o volume se deforma

no espago. Durante o intervalo de tempo dt, o volume varre uma “nova” regiao Vir(dt) e deixa para

tras a “velha” regiao Vi (dt).

dVyp = v ndtdAy;

e

R e i caas
dVy = = - ndtd Ay

P emmn

V(t+ dt)

Figura 7.1 - Volume V(¢) em movimento. Retirada da referéncia [35].
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Podemos escrever o volume V(¢ 4 6t), como

V(t+6t) =V (t) + Vir(6t) — Vi(6t),

Podemos entao reescrever a integral

///V(t+6t -+ o) dv = /// B(t+ot)dv+ (7.3.2)
///VH(&)B(H-&) av — ///v,<5t)B(t+5t) .

Substituindo a equagdo (7.3.2) em (7.3.1), temos

o V// t)dv —51tlin0{6t //V(t)B (t + 6t) dV+///V” . B(t+6t)dVi;
f/// B(t+5t)dV17/// B(t)dvV
v (6t) V(#)

reescrevendo:
vy Bt +00)dV — [[fy ) B(t)dV
dt t)dv ét%() 5t (7.3.3)
. fffVU(& (t+dt)avir = [If,, wonB (t +6t)dVy
5t—0 ot
Para a primeira integral, temos:
lim fffv(t) B (t+dt)dV — fffv(t) t)dv /// lim B (t+ ot) — dV = //
6t—0 5t V(t) ot—0 (5t V(t 7
(7.3.4)

logo, substituindo (7.3.4) em (7.3.3), temos

% V/V(t)B(x( £ dv
(7.3.5)

Para a segunda integral devemos observar a figura 7.3.1. Podemos escrever a diferencial dos volumes

/// de+1 {fffvu(at (t+ t)dVis — fffv o0y B (t+ 1) dVI}

V(t) ot 5f—>0 ot
em termos das regioes “nova” e “velha”. Temos
dVir = v - ndtdAg;g (7.3.6)

dV; = —0 - AdtdA;. (7.3.7)

Substituindo as equagoes (7.3.7) e (7.3.6) em (7.3.5), temos



CAPITULO 7. APENDICES

U - notdArr + ffA

67

L, pewna

Fazendo

A t + (St
///\/ T jf B
®) ot 5t~>0

Air+Ar— A(t) e 0t — 0,

obtemos

d [ I, s

/// v Edv +
d [ I, Beow

///m) {v.(B*

ot

// By -ndA
At)

Utilizando o Teorema da divergéncia chega-se a forma final do teorema do transporte de Reynolds:

0B
ot

| av

t+6t)U-ﬁ6tdA1}
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7.4 D: Calculo da Pressao Média
A pressao média é definida pela expressao [8, 12, 13, 14]

_ 1
pP= —3 (T11 + Taz + Ta3) . (7.4.1)

O tensor das tensoes para fluidos reais é dado por

B - Ov;  Ov, % -
T”— P5”+H<8J;j+6a:i>+/\<3xk)6”’

logo, temos que

ovy vy,
Ty =—-P+2u— — 4.2
11 + M6x1+)\<8:vk> (7.4.2)
8’02 6’Uk
Toy =—P+2u—— —_— 4.
22 + Maxz—F)\(axk) (7.4.3)
o 81)3 c%k

Substituindo as equagoes (7.4.4), (7.4.3) e (7.4.2) em (7.4.1), obtemos

_ 1 ovy Ovy, Oy Ovy, Ovs Ovy,
P=—|—-P+2u— _— —P+2u— —-— —P+2u— -—
3 ( + Ha.’ljl +>\ (8$k> + + Hal‘g +>\ (8xk> + + 'ual‘;g +>\ (8mk>)

_ 2 Oovi  Ovg  Ovs vy,
P=P— - — 4+ — 4+ — ] = — .

81}1 (%2 8’03 o 8Uk - -
(m+m+m) = (axk) =V

Porém, temos que

logo obtemos

PP(AJru) (V-5).
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7.5 E: Equacoes de Navier-Stokes para Escoamentos

Incompressiveis

As equagoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis:
dv

p—

dt

¢ um caso muito importante na dinadmica dos fluidos. Podemos escrevé-las em coordenadas cartesianas,

= pf — Vp+ uv37,

esféricas ou cilindricas.[32]

Coordenadas Cartesianas

Considerando as coordenadas x1 = x,zs = y, T3 = 2,

Direcao z:
%+u %_’_u %+u%-__@+ -82U1+82ux+82um L of
P ot Y oz Y 9y >z | = "o K | 922 012 9% pfy
Diregaoy:
Ouy Ouy Ouy duy | p [Py,  Pu,  Puy]
—_ - — Y Y __9 ; f
P[at +u aIJruyaeru 2 | 8y+”_8x2+ay2+322_+py
Direcaoz:
8uz +u %“‘U 6”2 +u 8Uz_ — _@_A'_ _82u2 + 62uz + 8211/2_ + £
ot T oz v oy ar ] T 79 12 | 922 92 922 | pf,

Em que o Operador Nabla é dado por:V = %ﬁs + 0%3) + %2

E o Operador Laplaciano ¢ dado por: V2 = 68722‘ + 38722 + (%22.

Coordenadas Esféricas

Para coordenadas esféricas as equagoes sao muito extensas, entao deixarei em termos do operador

Laplaciano em coordenadas esféricas, que é dado ao final desta subseccao:

Direcao 7:
Ouy Ou,  ug Ouy ug Oup ui  uj B
P o +u7'67" + r 00 +rsin98¢_ oo |
op , 2 2 0 2
= — r— oUr — 53, - 5 tefi. fr
or T {V Ur— Rt T a¢“" 210 co QSmH} tp
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Diregao 6:
Oug Oug  ug Ouy Uy Oug  Uplg Ué
. — — —cotf
ot tu 87“+r 8(9+7“sin¢90¢+ r rCO
1 8]9 9 2 Ou, Ug 2cosf 3u¢}
= Vau —|— — + pf
r06 " [ YTN290 T 2sin?6  r2sin®6 00 Pl
Diregao ¢:
Oug 8u¢ Uy 3u¢ Uy OUp | UrlUg = Uplg
— t0| =
[825 " or o r 00  rsinf 0¢ T * r
1 Op 9 Ug 2  Ou, 2cos Oug
=— — - - f
rsint98q5+u{v ¢ r2sin20+r28in9 90 r2sin?0 0o + e
Em que o Operador Nabla é dado por:V = % + %%é + T’§11n9 % 5
E o Operador Laplaciano ¢ dado por: V2 = L2 (r2) 4 10 (5sing ) + ma%?%
Coordenadas Cilindricas
Diregao r:
%+ ou, %&LTJF 3Ur7%
Pl T o r J¢p v r
Op 0 (10 1 Puy 2 Ou,  DPuy
= —— _— _—— _—— —_— fr
O th [61" <r or (TW))) + r2 9¢? + r2 9¢ * 022 tp
Diregao ¢:
Oug 8u¢ Up OUg 8u¢ Uptg |
{ ot tu " or + r O0¢ o ro]
dp 0 (10 1 0%u, 2 Ouy 8
(== (ru, - £
8T+M{8r (r&r (ru )>+r2 0% 12 0¢ T
Diregao z:

3uz+ 8u2+u7¢3uz+ Ou, |
at " ar T e ez | T

_@ 10 7n(?ur i82uz L 0%u,
0z ror or r2 O¢>? 072

Em que o Operador Nabla é dado por:V = £ + l_a%qg + 2z
E o Operador Laplaciano é dado por: V? = %
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7.6 F: Demonstracao da Lei de Conservacgao de Energia-Momentum
0, T = 0.

Esta demonstracao pode ser feita atraves da acao de um sistema, utilizando a teoria de campos
[33].
A agdo de um sistema qualquer é dada por:

em que £(q,0,9), é a densidade lagrangiana, que depende da coordenada ¢ e suas derivadas. € é a
hipersuperficie que contém todo o espago.

Aplicando o principio da agdo minima temos:

05 =0.

Logo,

1 [ /08 oL
— _ —_— Q =
c / <3q Mty (5#61)(S (6“Q)> =0

| oo (aan) ~0 (i) ) =0

Pelo teorema de Gauss, a segunda integral se anula.

Logo, chegamos a equagao de movimento, dada pela expressao:

0L 0L
O (0(5;&)) “ag

Utilizando,

0L 0L

0L = anuq + 0.0 @)

au (8Vq)

0L 0L

- 0q Out + 9 (9vq)

oL oL
=0, (8(81,q)> Ouq + mau (0u9),

0y (0uq)

obtemos

0L

2= g0

Introduzindo uma delta de Kronecker 4}/, temos:

oo [ 02
5u3y2 = 8V |:a(auq)aﬂq:| .
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Entao temos que,

0L

8,, m@uq—(sug =0.

Na teria quantica de campos o tensor de energia-momentum é dado pela seguinte expressao:

0L
T = ——— — v e,
"= (0, ot

Generalizando para varias coordenadas:

v _ oL v
TH = ; m@uql (S#E

Elevando o indice u, temos:

oL
= 9'q — 5L,
9(9,q)
oL
TV = 0 — gL,
20,9 17
Logo,
0, T"* = 0.
Trocando v por u, temos:
9, T = 0.

Esta ¢ a lei de conservagao de energia-momentum.
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73
7.7 G: Demonstracao da lei de conservacao de entropia
JT—
9,5" = 0.
Sabendo que o tensor energia-momentum é dado pela expressao:
T = (e + P)u*u” — g"" P,
podemos calcular u, 9, TH":
u, 0, T = u, 0, [(e + P)utu” — g"" P]
= u, (e + P)u*d,u” + u, (e + P) u” 0 u* + uyutu” 0, (e + P) — u,g"" 0, P
=(e+P)u" wu,0,u” +u"u, (e+ P)o,u” + u’u, u"d, (e + P)—u,g""d,P.
( ) H ( ) w w ( ) g Ou
30, Gnur) =) =1 =0, P
Logo, reescrevemos:
1
u, 0, T" = (e + P) u" 58# (upu”) + (e + P) Opu* + ut0y, (e + P) — u"0, P,
—_——
=0
u, 0, T" = (e + P) Ou* + u"0, (e + P) — u"0, P
u, 0, T = (e + P) 9, u" + u"0,¢ + u"0,P — u"0, P
u,0,T" = (e + P) Opu" + u"0pe + 00, P — u'0, P,
u, 0, T = (e + P) O ut + u"0pe
Sabendo que a lei de conservacao de energia-momentum é dada por 9, T#” = 0, temos u,,0,T*" = 0.
Entao:
(e + P)O,ut 4+ u"d,e = 0. (7.7.1)
Utilizando as relagoes termodinamicas:
e+ P=Ts+ un, (7.7.2)

de = Tds + pdn, (7.7.3)



CAPITULO 7. APENDICES 74

e substituindo as equagoes (7.7.2) e (7.7.3) na equagao (7.7.1), obtemos:

(e + P) o ut +u'due = (T's + pn) Opu” + T (u'0,s) + p (ut0yn)

0 =T (sOu" + u"0,s) + p (o, ut + u*o,n) . (7.7.4)

Sabendo que

Oug* = 0(nut) = noyut + uoyn =0

0S* = O(sut) = s ut + uHoys.

Temos

0=1T0S5"

Da termodinamica, temos que T > 0, logo

95" = 0.

Essa é a lei de conservagao de corrente de entropia.
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