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1 Aulal

Contetdo: Numeros reais, valor absoluto, distdncia entre dois pontos, coeficiente angular da reta, equacdo de uma reta no plano.

1.1 Objetivos

Retomar as propriedades dos ntimeros reais; Introduzir conceitos fundamentais de Geometria Analitica.

1.2 Conjuntos Numéricos

Os principais objetos com se ocupa a Matemdtica sdo os nimeros e as figuras geométricas. Vamos recordar o que aprendemos
sobre nimeros no ensino basico. Numeros foram criados para contar e medir. Os ntmeros reais, suas propriedades e relagbes
s80 conceitos basicos para o Céalculo.

Conjuntos Numéricos

Os nimeros reais sdo ...,—4,—3,—2,—1,0,1,2,3,... que formam o conjunto dos niimeros inteiros Z. O Conjunto dos nimeros
inteiros é representado por:
Z={.,6—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Destacamos os seguintes subconjuntos de Z:
e Conjunto dos ntimeros Naturais N = {0, 1,2, 3, ...}, pois N C Z.
e Z"=7Z—-{0}ouZ" ={. .., —4,-3,-2,—1,1,2,3,...}.

Quando consideramos apenas o conjunto dos nimeros inteiros positivos a notagdo é Z4 = N (s@o os nimeros inteiros nio
negativos que é o préprio conjuntos dos nimeros naturais).

Quando consideramos somente o conjunto dos nimeros inteiros negativos a notagdo é Z— = {...,—4,-3,—2,—1,0}.
Quando acrescentamos as fragGes positivas e negativas ao conjunto Z, obtemos o conjunto do niimeros racionais Q. Por exemplo,
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Observe que todo nimero racional pode ser escrito como %, com a € Z,b € Z e b # 0. Por exemplo: —3 = -2 -2 = —§,

Assim, representamos:
Q= {%,a €7Z,beZ,b#0}.

a

Observagao: A restrigdo b # 0 é necessaria, pois ¢, divisdo de a por b, s6 tem significado se b # 0. A denominacio racional

surgiu porque ¢ pode ser vista como uma razdo entre os inteiros a e b.
Se b=1, temos § = ¢ = a € Z, o que implica que Z é subconjunto de Q. Portanto,

NCZcQ.

Representagao Decimal dos Nimeros Racionais
Dado um ntimero racional ¥, a representacdo decimal desse niimero é obtida dividindo-se a por b, resultando em:

e decimais exatos, finitos, exemplos:

1
- =0,25
4 )
4
-=0,8
5 )
e decimais ou dizimas peridédicas, infinitas, exemplos:
2 =0,6666...=0,6
3
177 -
— =0,1 ...=0,1
990 0,1787878 0,178

Determinagao da fracdo geratriz do decimal: assim como um ndmero racional # pode ser representado por um decimal exato
ou periédico, estes também podem ser escritos na forma ¢, que recebe o nome de fracdo geratriz do decimal. Vamos escrever a
fracdo geratriz de cada um dos exemplos:



1.0,4444... = 3

2.0,313131... =&
3. 0,275275... = 28
4. 1,444...=1+40,4444... = 1—1—3: 9;4 = %3
Regra Geral: z = 0,c1¢2...¢; = <55, onde o denominador tem tantos digitos iguais a 9 quantos forem os algarismos de

periodo ¢, nesse caso.

Observagdes: Entre dois niimeros inteiros nem sempre existe outro nimero inteiro. Entre dois nimeros racionais sempre existe
outro racional.
Existem nimeros decimais que ndo admitem a representacdo na forma fracionaria sdo os decimais infinitos e ndo periédicos.
Esses niimeros sdo os Irracionais. Exemplos:

V2 =1,4142135.. ..

7 =3,14159265.. . .

Usando a relacdo de Pitdgoras, podemos representar alguns desses niimeros na reta:

22 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 12 14 16 18 2 22 24 26

3 2 V2 V3

Observamos que a medida da diagonal do quadrado de lado 1, usando esse lado 1 como unidade, é v/2. Essa diagonal é um
exemplo de segmento que ndo pode ser medido como um ntimero racional.
A unido do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos niimeros irracionais obtemos o conjunto dos niimeros reais R.

R=QUI={z;z€Qouuzecl}

Com o conjunto dos nimeros reais, a reta fica completa, ou seja, a cada ponto da reta corresponde um unico nimero real e,
reciprocamente, a cada nimero real corresponde um tnico ponto da reta. Temos assim a reta real:

I
"'IIS
)
I
[ TR
Q@ ool
5P )
[ =1

Escolhemos um ponto arbitrario da reta, que denominamos origem e uma unidade de medida. A origem fica em correspondéncia
com o numero zero. Na semirreta da direita representamos os niimeros reais positivos e na outra semirreta os niimeros reais
negativos.

1.3 Desigualdade entre nameros reais

Dados dois niimeros reais quaisquer a e b, podera ocorrer uma e somente uma das seguintes possibilidades:

e a<b

[ ) a:b



e a>Db

A desigualdade a < b significa que o ntiimero real a é menor que o nimero real b, ou seja b — a é positivo. Geometricamente,
a < b significa na reta real, o niimero real a estd a esquerda do ntimero real b

a b

Usamos também a notacdo a < b, para dizer que a < b ou a = b. Assim,
e a < blé-se: a é menor que ou igual a b.

e a > blé-se: a é maior que ou igual a b.
1.4 Intervalos
Certos subconjuntos de R, determinados por desigualdades, tem grande importéncia no estudo da Matemaética: os intervalos:

a) Intervalo aberto: (a,b) = {z € R;a < x < b}. (Observe que a bolinha (vazia) indica que os extremos a e b ndo pertencem
ao intervalo)
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b) Intervalo fechado: [a,b] = {z € R;a < z < b}. (Observe que a bolinha (cheia) indica que os extremos a e b pertencem ao
intervalo)

¢) Intervalo fechado & esquerda: [a,b) = {z € Rja < z < b}

b
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d) Intervalo fechado & direita: (a,b] = {z € R;a < = < b}

a b
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e) semirreta esquerda, fechada, de origem b: (—o0,b] = {z € R;z < b}

g) semirreta direita, fechada, de origem a: [a,+00) = {z € R;z > a}

h) semirreta direita, aberta, de origem a: (a,+o00) = {z € Rjz > a}

Observagoes:

e —00 e +00 ndo sdo numeros reais; apenas fazem parte das notagdes de intervalos ilimitados.

e Qualquer intervalo de extremos a e b, com a # b, contém ntimeros racionais e irracionais.
Exemplo 1. : Represente graficamente o intervalo [—2,6) e verifique se os nimeros 6,, \/5,% pertencem ao intervalo.
Exemplo 2. : Usando a notacao de desigualdade, vamos escrever as sequintes relacoes:

a) x estd d direita de 16 na reta real.

b) y estd entre (—2) e 9 na reta real.

1.5 Sistema de Coordenadas Retangulares

No sistema cartesiano também existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de um plano e o conjunto dos pares
ordenados de ntimeros reais, isto é, a cada ponto no plano cartesiano corresponde um tnico par ordenado.

Para estabelecer essa correspondéncia, usamos duas retas perpendiculares, uma horizontal outra vertical. A intersecido dessas
retas é denominado de origem do sistema de coordenadas.

A reta horizontal denominamos de eixo x ou eixo Oz, ou eixo das abscissas. A reta vertical recebe o nome de eixo y ou eixo
Oy, ou eixo das ordenadas. Com o auxilio da Figura a seguir, vamos identificar os quadrantes e alguns pontos.



O plano, munido desse sistema de coordenadas, costuma ser denominado Plano Coordenado, Plano zy ou Plano Cartesi-
ano.
1.6 Mobdulo de um nimero real

O médulo ou valor absoluto de um nimero real x, que denotamos por |z|, e é definido por:

r se x>0
] = —x se x<0

Sendo assim,

e se x é positivo ou zero, |z| é igual a z. Exemplos:

|2| =2
0] =0
H_l
515
e se z é negativo, |z| é igual a —z. Exemplos:
|~ 2=~ (-2) =2
()1
50 5/ 5
o lz—3 = lt—=3=x2—-3 se z—-32>0, ouseja,sexr>3
v ]l |z=3]=—-(x—-3)=3—-2 se z-3<0, ouseja,ser <3

Geometricamente, interpretamos o médulo como distdncia. Por exemplo, |z| = 3 significa que o ponto X da reta real esta
a uma distancia 3 da origem.

>
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Observagdes: Vamos relacionar o valor absoluto com a raiz quadrada de um nimero real. Para um nimero real positivo
arbitrario a, o simbolo \/a representa o ntimero real positivo cujo quadrado é a, ou seja, /a =b <= b>0e b* = a.

Por definicdo, ndo apenas o nimero a deverd ser positivo, para que possamos calcular sua raiz quadrada, mas também o
resultado obtido ao calcularmos tal raiz devera ser positivo.

Exemplo 3. : Usando o valor absoluto, escreva o conjunto formado por todos:

a) os numeros reais cuja distancia até 7 é menor do que 9.

b) os numeros reais cuja distancia até 4 é maior que ou igual a 3.



1.7 Distancia entre dois pontos no plano

Dados dois pontos, A e B, a distancia entre eles, que serd indicada por d(A, B), é a medida do segmento de extremidades A
e B. Podemos determinar uma expressdo que indica a distdncia entre os pontos quaisquer que sejam A(z1,y1) e B(x2,y2).
Considerando um tridngulo retdngulo no ponto C(z2,y1), podemos usar a relagdo de Pitdgoras:

[d(A, B))> = (z2 — 21)° + (y2 — y1)° = d(A, B) = /(22 — 21)? + (y2 — y1)?

Exemplo 4. : Qual é a distancia do ponto A(cosa,sina) ao ponto B(sina, —cosa)?

1.8 Coordenadas do ponto médio de um segmento

Considerando um segmento de extremidades A(z1,y1) e B(x2,y2), M(z,y) serd o ponto médio do segmento AB. Aplicando
o teorema de Tales, podemos concluir que a abscissa do ponto médio do segmento é a média aritmética das abscissas das
extremidades: z = £23%1, Da mesma forma, a ordenada do ponto médio do segmento é a média aritmética das ordenadas das
extremidades: y = . Sendo assim, concluimos que o ponto médio M do segmento de reta que une dois pontos A e B do

plano é dado por
M<xz+x1 y2+y1>

ya21y1
2

2 2
1.9 Coeficiente Angular de uma reta no plano

Na Geometria Analitica, é possivel estudar propriedades da reta por sua equagdo, bem como a partir de uma propriedade da
reta é possivel identificar uma equagao.

O coeficiente angular da reta, ou inclinacdo da reta ou também conhecido como declividade da reta é um niimero que especifica
a direcdo da reta. Esse numero diz quantas unidades de crescimento (ou decaimento) vertical ocorrem quando fazemos uma
varigdo de uma unidade na horizontal, da esquerda para direita. Dados dois pontos A(z1,y1) e B(z2,y2), o coeficiente angular
da reta que contém esses pontos é dado por

Y2y

o X2 — I1 ’

a

Usamos também a notagdo Az, para simbolizar a variagdo na coordenada x e Ay para a variagdo na coordenada y. Entéo,
podemos escrever
_Ay _pp—wm

Az Tro — X1

1.10 Equacao de uma reta no plano
1.10.1 Retas verticais

Caracterfstica: todos os seus pontos possuem a mesma abscissa. Se a reta corta o eixo x num ponto (xo,0), entdo todos os
pontos que pertengam a essa reta tem abscissa xg.

Exemplo 5. : Determine a equagdo da reta do grifico a sequir e indique outros pontos que pertencam a reta:

Exemplo 6. : Determine a equagdo da reta e represente geometricamente que passa pelo ponto (—4,5) e é paralela ao eizo y.



1.10.2 Retas Horizontais

Caracterfstica: todos os seus pontos possuem a mesma ordenada. Se a reta corta o eixo y num ponto (0,yo), entdo todos os
pontos que pertengam a essa reta tem ordenada yo.

Exemplo 7. : Determine a equagdo da reta do grifico a sequir e indique outros pontos que pertencam a reta:

Exemplo 8. : Determine a equagio da reta e represente geometricamente que passa pelo ponto (5,3) e € paralela ao eizo x.

1.10.3 Equacgdes da reta
Equagao da reta quando sdo conhecidos um ponto e o coeficiente angular (declividade):
y—y1 =a(z —xz1).
Exemplo 9. : Determine a equagio da reta que passa pelo ponto P(2,—3) e tem declividade igual a 4.
Equacdo reduzida: E a equacdo da reta que passa pelo ponto (0,b) do eixo y com inclinagdo a:
y =ax +b.
Exemplo 10. : Determine a equagio reduzida da reta que passa pelos pontos A(1,5) e B(—3,4).
Equagado Geral: Toda reta no plano possui uma equacio da forma:
ax +by+c=0.

Exemplo 11. : Determine a equagdo geral da reta que passa pelo ponto (3,—2) e tem coeficiente angular m = —%.

1.10.4 Retas Paralelas e Retas Perpendiculares

As retas sdo paralelas se, e somente se, seus coeficientes angulares forem iguais. As retas sdo perpendiculares se, e somente se,
o produto de seus coeficientes angulares for igual a —1.

r|| s < a1 =a2

1
rls<a =——.
az

Exemplo 12. : Determine a equagio Geral da reta que passa por (—4,3) e € paralela a reta de equagdo 2x — 8y + 7 = 0.

Exemplo 13. : Determine a equagio da reta que passa pelo ponto P(—3,2) e é perpendicular d reta r : 3z + 4y — 4 = 0.
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